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МЕХАНИЗМ ДАРБУ: ГЕОМЕТРИЯ И КИНЕМАТИКА 

Рассматривается математическое описание механизма Дарбу. Вводится параметри-

зация механизма, доказывается корректность его движения и прямолинейность хода 

одной из вершин H при определенном случае движения. Конфигурационное простран-

ство механизма вблизи особого положения представляет собой две гладкие кривые, 

пересекающиеся под ненулевым углом. Показывается, что при особой конфигурации 

обратная задача динамики не разрешима при ненулевом ускорении точки H. 
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Введение. Механизмам параллельной структуры посвящено множество 

работ. Краткий обзор «классических» параллельных механизмов можно 

найти, например, в [1]. Важным вопросом является их компьютерное моде-

лирование, как, например, в [2]. Большое внимание при этом уделяется осо-

бым положениям механизма, когда возможны потеря управляемости движе-

нием, дополнительные степени подвижности или даже самодвижение (self-

motion) [3]. В статье [4] исследуется изменение реакций при движении в 

сингулярные положения качественными методами. Плоские механизмы мо-

гут иметь не только кинематические, но и геометрические особенности, та-

кие как у «парадоксального» механизма Чебышева [5]. 

В данной работе рассматривается шарнирный 

механизм Дарбу для прямолинейного движения. 

Его анализ не удалось найти в литературе, что и 

послужило поводом для написания статьи. Пожа-

луй, единственным сохранившимся примером это-

го механизма является модель на плакатах 

О. И. Сомова (рисунок 1), которые находятся в 

музее СПбГУ в здании Двенадцати Коллегий [6]. 

Для исследования механизма применяются ме-

тоды аналитической геометрии. Рассматривается 

движение одной из вершин, положение которой в 

общем случае неоднозначно. Предыдущие иссле-

дования автора по сингулярному маятнику со схо-

жими свойствами можно найти в [7–9]. Рисунки 

строились в GeoGebra. 

Основная кинематическая цепь. Рассмотрим механическую систему, 

расположенную в горизонтальной плоскости (рисунок 2). Зафиксируем по-

Рисунок 1 – «Шарнирный 

механизм Darboux» на 

плакатах О. И. Сомова 
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ложительное число l. Пусть вершины A и D жестко закреплены, AD = 2l. 

Стержни KB и CM длины 2l каждый могут вращаться вокруг точек A и D, ко-

торые также являются их серединами. Точки B и C соединены стержнем BC 

длиной 22l . В положении, при котором AD ортогонально KB, вершины K, B, 

C и M образуют квадрат, а BC становится его диагональю (см. рисунок 2). Бу-

дем называть такое положение «квадратным». 
Введем обозначения для углов отклонения стержней. Для этого рассмот-

рим прямую L1, проходящую через точку B параллельно AD и прямую L2, 
проходящую через точку D ортогонально AD. Пусть L1 и L2 пересекаются в 
точке E. Обозначим u1 (на рисунках u) угол DAK, через u2 – угол EBK и через 
u3 – угол GDC, где G – некоторая точка, лежащая на AD правее D (рисунок 3).  

  
Рисунок 2 – «Квадратное» положение Рисунок 3 – Углы основной кинематической 

цепи 
Введем систему отсчета следующим образом: за начало координат выбе-

рем точку O, ось Ox совпадает с прямой AD, а ось Oy ортогональна Ox. 
Кинематическая связь в векторном виде 

 )0,2( lADCDBCAB   (1) 

может быть записана также через проекции на координатные оси 

 
.2)cos()cos(2)cos(

;0)sin()sin(2)sin(

321

321

lululul

ululul




  (2) 

Ограниченность изменения углов. Покажем, что угол u1 может изме-
няться только в ограниченных пределах. Для этого рассмотрим некоторое 
положение механизма и зафиксируем в нем угол u1. Тогда в треугольнике 
ABD заданы длины всех трех сторон. Так как точки A и D фиксированы, то 
ABD определен с точностью до симметрии относительно прямой AD. Длина 

 .)cos(45))sin(())cos(2( 1
2

1
2

1 ululullBD   (3) 

Чтобы для угла u1 существовала конфигурация KBCM, необходимо и до-

статочно, чтобы существовал треугольник BDC, т. е. между длинами BC, 

DCи BD выполнялось неравенство треугольника. «Крайними» будут те 
значения u1, при которых стержни BC и CD располагаются в одну линию.  
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Но BC и CD не могут вытянуться в отрезок BD длиной BC + DC: в тре-

угольнике ABD в этом случае были бы стороны AB = l, AD = 2l, 

llllBD 222   – одна сторона больше суммы двух других. 

Из условия BD ≥ BC – CD согласно (3) получаем 

 .22)cos(45 1 llul   (4) 

После возведения последнего выражения в квадрат и упрощений имеем 

 .21)cos( 1 u   (5) 

При )21arccos(1 u  стержни BC и CM располагаются в линию (ри-

сунок 4). Итак, угол u1 меняется в пределах 

 )].21arccos(),21arccos([1 u  (6) 

Других ограничений на величину угла u1 нет: при условии (6) длины сто-

рон можно упорядочить: CD < BD < BC, и неравенство для большей сто-

роны CD + BD ≥ BC выполнено. 

Найдем явные выражения для углов u2 и u3 как функций от u1. Пусть за-

дан угол u1, тогда имеем координаты точки B(– lcos(u1), – lsin(u1)) и положе-

ния вершин треугольника ABD (см. рисунок 5). Обозначим через α угол EBD 

и β – угол DBC. По теореме косинусов из треугольника DBC находим 

 .
)cos(452

)cos(3

2
cos

1

1

222

u

u

BDBC

CDBDBC







   (7) 

Угол β равен 0 тогда и только тогда, когда стержни BC и CD располага-

ются вдоль одной прямой. Также β определен с точностью до знака. 

Из треугольника BDE найдем тангенс угла α  

.
)cos(2

)sin(
tg

1

1

u

u


  

  
Рисунок 4 – Одно из «крайних» положе-

ний основной кинематической цепи 
Рисунок 5 – Схема для определения 

угла u2 
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Так как DBCEBDEBC  , то 
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Перейти от знака «+» к знаку «–» в последней формуле можно только при 

β = 0. Аналогично можно найти угол u3. Для этого рассмотрим точку E'(2l, –l) 

и учтем, что BDCDBEGDCu 



2

3
3 , где EGD 



2

3
. Углы E'DB и 

BDC можно найти из теоремы косинусов. Заметим также, что угол E'DB за-

ключен внутри отрезка (0, π), а угол BDC больше 0. 

Таким образом, можно построить явную непрерывную параметризацию 

KBCM углом u1 и эта параметризация гладкая внутри интервала (6). 

Корректность движения. Покажем, что максимум расстояния KM по 

всем возможным положениям ломаной линии KBCM достигается при «квад-

ратной» конфигурации. Из уравнения связи (1) получаем 

,2)(2 BCADBCCDBCABCMBCKBKM   

 ).cos(2818),cos(44 2
22222

ullBCADBCADBCADKM   (9) 

Соответственно, максимуму KM отвечает минимум cos(u2). Кроме того, сис-

тема (2) инвариантна относительно замены (u1, u2, u3) на (–u1, –u2, –u3), которой 

геометрически соответствует симметрия ломаной KBCM относительно прямой 

AD. Поэтому достаточно найти наибольшее положительное значение угла u2. 

Если угол u1 равен π/2, то угол u2 равен π/4. Покажем, что угол u2 не мо-

жет быть больше π/4. Вначале предположим, что еще при некотором значе-

нии u1 угол u2 принимает значение π/4. Рассмотрим положения вершин A, B, 

C, D при u2 = π/4. Тогда вектор BC определен однозначно 

   ).2,2()4/sin(22),4/cos(22 llllBC    (10) 

Координаты точки C находим как векторную сумму BCABAC   

 ,2)cos( 1 lulxC  .2)sin( 1 lulyC    (11) 

Посмотрим на ситуацию несколько по-другому: чтобы найти координату 

точки C, можно из точки P = (2l, 2l) выпустить некоторый вектор длиной l. 

Из формулы (11) следует, что геометрическое место точек C – это окруж-

ность радиусом l с центром P (рисунок 6). Но точка C также лежит на 

окружности радиуса l с центром D (по условию CD= l). Две эти окружности 

имеют только одну общую точку, поскольку расстояние между их центрами 

равно 2l (сумме радиусов). Эта общая точка C' = (2l, l) задает треугольник 

ABC' по трем сторонам, с точностью до симметрии относительно прямой 

AC'. Выбору B = (0, –1) соответствует u2  = π/4. При выборе другой точки B 
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прямой подсчет говорит, что u2 ≈ 8°, 

что явно не является максимумом. 

Значит, при u1 = π/2 достигается 

максимум расстоянияKM. Сим-

метрично при u1  = –π/2. 

Итак, обобщим полученное: угол 

u1 лежит в диапазоне (6), а угол u2 

как функция от u1 достигает значе-

ния π/4 только при одном положе-

нии линии KBCM. Можно показать, 

что на границах интервала (6) u2 

принимает значения, меньшие π/4 

(рисунок 4). Угол u2 непрерывно 

зависит от u1 согласно (8). Если бы 

существовало значение u2, большее π/4, то в связи с непрерывностью функ-

ции была бы и вторая точка, в которой u2 = π/4 по теореме о промежуточном 

значении. Получено противоречие. 

Значит, именно в положении шарнира, представленном на рисунке 2, до-

стигается глобальный максимум величины KM. При этом u2 = π/4 есть гло-

бальный максимум, а u2 = – π/4 (симметрично) есть глобальный минимум. 

Рассмотрим теперь следующую конструкцию. Поскольку максимум KM 

равняется ,22 l  то к системе KBCM можно добавить еще два стержня KH и 

MH длины .2l  Теперь мы получили механизм Дарбу (рисунок 1). Заметим, 

что при значениях u1, лежащих внутри отрезка (6), одному и тому же углу 

соответствуют два положения точки H, симметричные относительно прямой 

KM (рисунок 7). Геометрически это значит, что через «квадратное» положе-

ние проходят две линии 

)),(),();(),();(),();(),();(),(( 1111111111 uyuxuyuxuyuxuyuxuyux HHMMCCBBKK   (12) 
 

которые различаются координатами точки H. 

Прямолинейность хода точки H. Докажем, что при расположении точ-

ки H, соответствующем рисунку 7, а, траектория ее движения лежит на пря-

мой линии L = {(l, h) R2  h  R}, где h – вещественное число. Заметим, что 

вершина H может совершать и криволинейное движение (см. рисунок 7, б). 

Зафиксируем некую точку на прямой L и назовем ее H. Теперь на время «за-

будем» о том, что мы говорим про механизм Дарбу. 

Рассмотрим окружность ω1 радиусом 2l с центром в точке H(l, h) , окруж-

ность ω2 радиусом l с центром A(0, 0) и окружность ω3 радиусом l с центром 

D(2l, 0) (рисунок 8). Обозначим точку S(l, 0). Обозначим точки пересечения 

окружности ω1 с окружностями ω2 и ω3 – точки K и M соответственно. Причем 

выберем пару точек K, M так, что они не симметричны относительно прямой L.  

Рисунок 6 – Схема к доказательству 

максимальности KM при u1 = π/2 
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Рисунок 7 – Два положения механизма Дарбу, отвечающие одному и тому же 

значению u1  

 

Рисунок 8 – К доказательству прямолинейности хода точки H 

Заметим, что треугольники HKA и HMD равны по трем сторонам, по-

скольку .2222
hlDHAH   Более того, треугольник HMD может быть 

получен из треугольника HKA поворотом вокруг точки H на угол ψ = AHD . 

Следовательно, и угол KHM = ψ. Также при повороте на угол ψ окружность 

ω2 переходит в ω3.  

Пусть луч KA пересекает ω2 в точке B, а луч MD пересекает ω3 в точке C. 

Треугольники HKB и HMC равны по двум сторонам и углу между ними (уг-

лы при вершинах K и M, и KB = MC = 2l, KH = MH = l ). Треугольник 

HMC получается из треугольника HKB поворотом на угол KHM = ψ, поэтому 

угол BHC = ψ. Найдем зависимость длины BC от величины h.  

а) б) 
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Из треугольника BHC  

 ).cos1(2cos2
2222

 BHHCBHHCBHBC  (13) 

Учитывая, что ,2222
hlDHAH   углы BHC и AHD равны ψ, имеем 

 .
)(2

4)()(
cos

22

22

22

22222

lh

lh

hl

lhlhl









  (14) 

Соответственно,  

 .
2

cos1
22

2

lh

l


   (15) 

В треугольнике AKH AK = l, ,2lKH   ,22 hlAH  и тогда оказы-

вается, что 

 .
22

2

22

)(2
)cos(

2

222222

l

hl

ll

hlll
HKA





  (16) 

Величина |BH| удовлетворяет соотношению 

 .22)cos(2 22222
hlHKABHBHKHKBBH   (17) 

Подставляя выражения (15) и (17) в формулу (13), находим 

.8
2)22(2 2

22

222
2

l
lh

lhl
BC 




                   (18) 

Вывод.  При движении точки H по прямой L величина |BC| остается та-

кой же, какой она должна быть в механизме Дарбу, а это означает, что дви-

жению точки H по прямой L соответствует движение механизма Дарбу. 

Движение точки H. Будем рассматривать положения механизма Дарбу, 

соответствующие u1 ≈ π/2 (рисунок 9). Поскольку при u1 ≠ π/2 длина 

|KM| < 22l , то положение точки H можно найти как 

 ,
2

1
nhKMAKAH


  (19) 

где n


 – единичный вектор, ортогональный вектору KM, который равен 

 .,












 


KM

xx

KM

yy
n KMKM

 (20) 

Поскольку |KM| > ε > 0, то n


 гладко зависит от u1. Поэтому, если про-

дифференцировать (19) по u1, то получим 

 ).(
2

1
nhnhKMAKAH










 (21) 
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При u1 = π/2 расстояние 

h = 0, поэтому выражения (21), 

соответствующие разным зна-

кам в (19), отличаются только 

слагаемым .nh

  Из формулы 

 
22

4

1
2 KMlh   (22) 

получим предел производной 

при u1 = π/2. Поскольку 

  02/ KM , и можно пока-

зать (например, численно), что 

  02/ KM , то разложив 

функцию |KM|(u1) по лемме 

Адамара в окрестности 

u1 ≈ π/2, находим 

 ),(
2

22)( 1

2

11 uguluKM 






 
   (23) 

где g(u1) – гладкая функция,   02/)2/(  KMg , и, подставив это вы-

ражение в (21), находим, что производные вектора AH  различны при раз-

ном выборе знака перед .nh


 Такой результат приводит к тому, что точка H 

не переходит с одной полуплоскости относительно подвижной прямой KM в 

другую при движении механизма Дарбу, а полученные траектории соединя-

ются под углом в точке (h, 0), как показано на рисунке 10. Из него можно 

также заметить, что гладким является такое движение точки, для которого 

при прохождении «квадратного» положения параметр h меняет свой знак. 

Это следует из дифференцирования формулы (22) и подстановки (23): 

 ,

)(
2

2)(

4

1
2

4

1

11

1

1
22 ugu

u

uA

KMl

KMKM

h















  (24) 

где A(u1) – гладкая функция, такая что A(π/2) ≠ 0; )( 1ug – гладкая функ-

ция, поскольку g(π/2) ≠ 0. Но при 



2

1u  и 



2

1u  модуль в выражении 

(24) раскрывается с разным знаком, поэтому имеет место скачок производ-

Рисунок 9 – Построения для анализа движения 

точки H. W – середина отрезка KM 
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ной. Выражение для производной h' при h > 0, u1 > π/2 полностью совпадает 

с h' при h < 0, u1 < π/2. Действительно, 

 .
)()2/(

2/
)(

)()2/(

2/
)(

11

1
1

11

1
1

ugu

u
uA

ugu

u
uA









 (25) 

 

Рисунок 10 – Траектории точки H при u1 ≈ π/2: две кривые, пересекающиеся под 

углом в точке (h, 0). Линии 1 и 2 соответствуют смещениям точки H по разные сто-

роны от подвижной прямой KM 

Рассмотрим такую модель: в шарнирах K, B, C, M и H находятся точеч-

ные массы, стержни предполагаются невесомыми и нерастяжимыми, сила 

трения и внешние силы не учитываются. Пусть точка H движется вдоль пря-

мой L. Тогда ее скорость и ускорение направлены в точности вдоль этой 

прямой. Определим предел ускорений при u1 → π/2. 

С одной стороны, при u1 = π/2 силы реакции со стороны стержней KH и 

HM направлены вдоль одной прямой KM. С другой стороны, ускорение точ-

ки H, если оно не равно 0, направлено вдоль прямой L. Но прямые L и KM 

различны, поэтому мы не сможем решить систему MHKHH RRw


21   

для нахождения ускорения Hw


 точки H, так как векторы слева и справа не 

коллинеарны (здесь KHR


 и MHR


 – реакции, действующие на точку H со сто-

роны стержней KH и MH соответственно). 

Заключение. С помощью приведенных вычислений можно построить 

численные модели механизма Дарбу как системы материальных точек или 

твердых тел (стержней). Интерес представляет прохождение «квадратного» 

положения, а именно: останется ли точка H по ту же сторону от прямой KM, 
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что была раньше, или же пройдет особое положение, продолжив движение 

по гладкой кривой? Также интересно было бы узнать, можно ли управлять 

движением всех вершин механизма вблизи «квадратной» конфигурации. 

Автор благодарит за помощь в подготовке статьи канд. физ.-мат. наук, 

доцента Санкт-Петербургского государственного университета Кальниц-

кого В. С. 
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DARBOUX MECHANISM: GEOMETRY AND KINEMATICS 

The Darboux mechanism’s mathematical foundations are considered. Parametrization 

of the mechanism is used. The correctness of the mechanism motion and the trajectory 

straightness of one vertex (H) are proved. The configuration space of the mechanism near a 

special position represents two smooth curves intersecting at a nonzero angle. It is shown 

that at the special configuration the inverse problem of dynamics is not solvable for the 

point H nonzero acceleration. 
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