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КРУГОВОЙ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ 

ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ НАГРУЖЕНИИ В СВОЕЙ ПЛОСКОСТИ 

 

Рассмотрено равномерное растяжение-сжатие и кручение упругой трехслойной 

круговой пластины под действием постоянных радиальных и тангенциальных нагру-

зок в температурном поле. Уравнения равновесия получены вариационными метода-

ми и решены методом прямого интегрирования. Проведен численный анализ напря-

женного состояния при различных температурах. Приведены графики распределения 

напряжений в слоях пластины вдоль радиуса. 
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Введение. Пластинчатые системы в настоящее время широко применя-

ются в строительной отрасли, судостроении, при создании авиакосмических 

объектов. Поэтому проблема расчета подобных элементов конструкций яв-

ляется актуальной. 

Деформированию и колебаниям слоистых элементов конструкций, по-

священы многочисленные исследования. Постановки соответствующих 

краевых задач и методы расчета приведены в монографиях [1, 2]. Результа-

ты, связанные с изотермическими динамическими нагружениями слоистых 

элементов конструкций, в том числе с учетом упругого основания, опубли-

кованы в статьях [3–5]. Квазистатические нагружения слоистых элементов 

конструкций приведены в [6, 7]. Определение напряжений в контактной за-

даче с подвижными границами изложено в [8]. Термопластическое деформи-

рование трехслойных круговых пластин с несжимаемым заполнителем рас-

смотрено в публикациях [9–12]. Деформирование различных пластин со 

сжимаемым заполнителем представлены в [13–15]. Результаты по осесим-

метричному и неосесимметричному деформированию круговой однослой-

ной пластины приведены в [16–19]. Уравнения равновесия трехслойной кру-

говой пластины при неосесимметричном нагружении получены в [20]. 

В предлагаемой работе рассматривается осесимметричное деформирова-

ние трехслойной круговой пластины в своей плоскости. Постановка задачи и 

ее решение проводятся в цилиндрической системе координат r, φ, z, связан-

ной со срединной плоскостью заполнителя. К верхней плоскости пластины 

приложена непрерывно распределенная нагрузка, проекции которой на ра-

диальную и тангенциальную оси координат: pr (r, φ), pφ (r, φ). 
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Уравнения равновесия в перемещениях упругой трехслойной пластины 

при деформировании в своей плоскости получены из принципа возможных 

перемещений Лагранжа: 
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где 
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u , u
ϕ

 – радиальное и тангенциальное перемещения; аi – коэффициенты, 

зависящие от температуры и определяемые через геометрические и упругие 

характеристики материалов слоев: 
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Gk(Tk), Kk(Tk) – модули сдвига и объемной деформации материалов; k – но-

мер слоя, запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирова-

ния по следующей за ней координате. 

Уравнения равновесия (1) не содержат температуру Т в явном виде, но ее 

воздействие скажется на модулях упругости, входящих в коэффициенты аi. 

Зависимость модулей от температуры предполагается линейной и описы-

ваемой формулой Белла [1] 
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где Tm – температура плавления материала; G(0), K(0), E(0) – значения моду-

лей при «нулевой» температуре, которые можно определить, зная G0 при 

некоторой температуре, например комнатной T0, тогда G(0) = G0/φ(T0). 

Решение системы уравнений (1) будет следующим: 
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где 1 4, ...,С С  – константы интегрирования, определяемые из граничных ус-

ловий, причем 2 4 0С С= =  из условия ограниченности перемещений в цен-

тре пластины. 

При жесткой заделке и шарнирном опирании контура при r = r0 переме-

щения будут равны нулю, тогда при постоянных нагрузках pr, pφ получим 
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В результате, перемещения (2) приводятся к виду 
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В этом случае деформации будут одинаковы во всех слоях и определять-

ся из соотношений Коши [1] и перемещений (3) 
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Компоненты напряжений в слоях рассматриваемой пластины получим с 

помощью закона Гука и c учетом гипотезы Дюгамеля – Неймана с использо-

ванием деформаций (4): 
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где ( )

0

k
α  – коэффициент линейного температурного расширения; 

k
T  – при-

ращение температуры; (k = 1, 2, 3). 

Численные результаты получены при постоянных нагрузках 

pr = pφ = 50 МПа, распределенных по всей поверхности пластины. Материа-

лы слоев Д16Т-фторопласт-Д16Т, радиус пластины r0 = 1 м. Термомеханиче-

ские характеристики материалов заимствованы из [2, 21–23]. 

На рисунке 1 показано изменение радиальных напряжений σrr: а – в не-

сущих слоях пластины, б – в заполнителе при различных температурах: 1 – 

Т = 293 К, 2 – Т = 313 К, 3 – Т = 333 К. 
а)                                                                       б) 

 

Рисунок 1 – Изменение радиальных напряжений в пластине 

В холодном состоянии пластины напряжения максимальны в центре, при 

нагреве на 20
о
 они уменьшаются на 27 %, при нагреве на 40

о
 – на 54 %. На 

контуре пластины напряжения сжатия вырастают по модулю до 84 % и ста-
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новятся больше, чем в центре. В заполнителе наблюдается аналогичный 

процесс: в центре напряжения уменьшаются до 40 %, на контуре вырастают 

по модулю до 62 %. Аналогичное изменение тангенциальных напряжений 

σφφ  иллюстрирует рисунок 2. В центре пластины они совпадают с радиаль-

ными напряжениями, на контуре – меньше по модулю (нумерация кривых 

прежняя). 
а)                                                                          б) 

 
Рисунок 2 – Изменение тангенциальных напряжений в пластине 

 

На рисунке 3 отображены изменения касательных напряжений σrφ, воз-

никающих за счет деформации кручения: а – в несущих слоях, б – в запол-

нителе (нумерация кривых прежняя). Здесь нагревание слабо влияет на их 

величину. 
а)                                                                       б) 

 

Рисунок 3 – Изменение сдвиговых напряжений в пластине 

Заключение. Предложенная постановка и решение краевой задачи позво-

ляют исследовать напряженно-деформированное состояние трехслойных 

круговых пластин под действием термосиловой нагрузки в своей плоскости. 
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Численные расчеты показали существенное влияние температуры на напря-

жения в пластине. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского Республи-

канского фонда фундаментальных исследований (проект № Т19РМ-089). 
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THE STRESS STATE OF A CIRCULAR THREE-LAYER PLATE 

UNDER THE AXISYMMETRIC LOADING IN ITS PLANE 

The uniform tension-compression and torsion of an elastic three-layer circular plate un-

der the action of constant radial and tangential loads in the temperature field is considered. 

The equilibrium equations are obtained by the variational methods and solved by the direct 

integration. The numerical analysis of the stress state at different temperatures is carried 

out. The diagrams of the plate layers stress distribution along the radius are shown. 
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