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ИМПУЛЬСНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТРЕХСЛОЙНЫХ СТЕРЖНЕЙ 

НА УПРУГОМ  ИНЕРЦИОННОМ  ОСНОВАНИИ ПАСТЕРНАКА 

Рассмотрены поперечные колебания упругого трехслойного стержня, скреплен-

ного с упругим инерционным основанием, под действием импульсной равномерно 

распределенной нагрузки. Реакция основания описывается моделью Пастернака. Для 

описания кинематики несимметричного по толщине пакета приняты гипотезы Бер-

нулли и Тимошенко. Аналитические решения получены методом Бубнова-Галеркина 

с использованием обобщенной функции дельта-функции Дирака. Проведен числен-

ный анализ полученных решений. 

Ключевые слова: трехслойный стержень, инерционное основание Пастернака, 

колебания, импульсное нагружение. 

Введение. Трехслойные конструкции широко используются по многих 

отраслях промышленности. В работах [1–3] исследовано статическое и ди-

намическое деформирование трехслойных стержней, несвязанных с упру-

гим основанием. Статьи [4–7] посвящены динамическому нагружению сло-

истых пластин, в том числе и при импульсной нагрузке. Колебания круго-

вых пластин на упругом основании Винклера исследованы в [8–10]. В ста-

тьях [11–14] рассмотрено статическое и динамическое деформирование 

круговых трехслойных пластин, скреплённых с основанием Пастернака. 

Ранее в работе [15] исследовались свободные и вынужденные колебания 

трехслойного стержня, расположенного на безынерционном основании Па-

стернака. Здесь рассматриваются малые поперечные колебания несиммет-

ричного по толщине упругого трехслойного стержня, скреплённого с инер-

ционным основанием Пастернака, возбужденные импульсными поверхно-

стными нагрузками. 

Постановка задачи. Для изотропных несжимаемых несущих слоёв при-

няты гипотезы Бернулли, в жёстком сжимаемом заполнителе выполняется 

гипотеза Тимошенко. На границах контакта слоев используются условия 

непрерывности перемещений. Деформации малые. 

Система координат x, y, z связывается со срединной плоскостью запол-

нителя. Распределенная поверхностная нагрузка q(x) приложена к внешней 

плоскости первого слоя. Через wk(x) и uk(x) обозначены  искомые прогибы и 

продольные перемещения срединных поверхностей несущих слоёв; hk – 

толщина k-го слоя, h3 = 2с (k = 1, 2, 3 – номер слоя); b0 – ширина стержня. 
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Уравнения движения получим из вариационного принципа Гамильтона-

Остроградского [16]: 
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где А – потенциальная энергия внешних нагрузок; W – потенциальная энер-

гия деформации; К – кинетическая энергия системы. 

При определении потенциальной энергии внешних нагрузок считаем, что к 
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Кинетическую энергию системы можно записать 
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где ρk – плотность материала; 
( )k

w , 
( )k

u  – перемещения точек k-го слоя. 

Реакция инерционного основания описывается моделью Пастернака [17] 
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,

r f xx f
q w t w m w= −κ + − && ,                                      (5) 

где κ0 – коэффициент сжатия основания, формально совпадающий с коэф-

фициентом жесткости модели Винклера; tf – коэффициент сдвига основа-

ния; mf – массовый член (удельная масса) упругого основания, запятая в 

нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по следующей 

за ней координате, точка над переменной – дифференцирование по времени. 

Подставив (2)–(5) в выражение (1), получим систему уравнения движе-

ния стержня, связанного с инерционным основанием Пастернака: 
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где коэффициенты ai и mj введены соотношениями в [1, 2] для стержня, не-

связанного с упругим основанием. 
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Принимаются условия свободного опирания стержня по торцам на не-

подвижные в пространстве жесткие опоры. Соответствующие граничные 

условия в сечениях x = 0; l (l – длина стержня) в перемещениях имеют вид: 

, , 0
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Начальные условия движения будут следующие (t = 0): 
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скорости точек срединных поверхностей несущих слоев, 1, 2k = . 
Решение начально-краевой задачи. Решение начально-краевой задачи 

(6)–(8) проводится методом Бубнова – Галеркина. Для этого искомые пере-

мещения u1(x), u2(x), w1(x), w2(x) и нагрузку q(x, t) представляется в виде раз-

ложения в ряды по системам базисных функций, удовлетворяющей приня-

тым граничным условиям (7): 
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где qm(t) – коэффициенты разложения нагрузки в ряд 

0

2 π
( ) ( , ) sin

l

m

mx
q t q x t d x

l l
= ∫ . 

Функции Tmk(t) (9) представляются в виде разложения по собственным 

формам: 
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где δmki – амплитуды нормированных собственных форм колебаний. 

При действии импульсной равномерно распределенной нагрузки 
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функция времени ζmi(t) при нулевых начальных условиях (8) принимает вид 
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Здесь qi – мгновенно приложенный импульс в момент времени t0 = 0; ωmi – 

частоты собственных колебаний системы «стержень-основание»; δ(t) – 

дельта-функция Дирака [18], удовлетворяющая условиям 
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Таким образом, перемещения представляются в виде сумм произведений 

ζmi(t) на соответствующие коэффициенты δmki и исходные координатные 

функции, введенные в (9). 

Численное исследование. При численном исследовании принимается, 

что слои стержня выполнены из материалов Д16Т–фторопласт–Д16Т с от-

носительными толщинами: h1 = 0,01, h2 = 0,05, с = 0,09. Торцы стержня сво-

бодно оперты на неподвижные опоры. Соответствующие механические ха-

рактеристики материалов приведены в [1]. 

Рисунок 1 иллюстрирует изменение минимальной частоты собственных 

колебаний ω11 в зависимости от коэффициента жесткости инерционного 

основания κ0 (а – Винклера, б – Пастернака) при различных удельных мас-

сах основания: 1 – mf = 0 (безынерционное основание), 2 – mf = 500 кг/м
2
, 

3 – mf = 1000 кг/м
2
, 4 – mf = 2000  кг/м

2
. Коэффициент сдвига основания при-

нят tf = 4,75 МПа·м. 
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1 – mf = 0, 2 – mf = 500 кг/м2, 3 – mf = 1000 кг/м2, 4 – mf = 2000 кг/м2 

Рисунок 1 – Изменение частоты собственных колебаний ω11 в 
зависимости от коэффициента κ0 (Па/м) при различных коэффициентах mf 

на основаниях Винклера (а) и Пастернака (б) 

Из графиков следует, что учет инерции основания (2) приводит к 

уменьшению частоты более чем в 2 раза по сравнению с безынерционным 

основанием (1). При дальнейшем увеличении удельной массы основания 

частоты уменьшаются, причем при основании Пастернака они остаются 

несколько больше по величине. 

На рисунке 2 показано изменение прогиба (а) и горизонтального пере-

мещения первого несущего слоя (б) в зависимости от коэффициента жест-

кости инерционного основания Пастернака κ0 при различной удельной мас-

се основания mf (кг/м
2
): 1 – mf = 0 (безынерционное основание), 2 – mf = 500, 

3 – mf =  1000, 4 – mf = 2000 (tf = 4,75 МПа·м).  Нагрузка прикладывается 

импульсно с амплитудой q1 = 1 кПа·с. 

С ростом жесткости основания наблюдается существенное уменьшение 

прогиба. Из графиков следует, что рост инерции основания (2, 3, 4) приводит 

к уменьшению прогиба на 20–50 % по сравнению с безынерционным основа-

нием (1), горизонтальные перемещения при этом возрастают на 40–50 %. 
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1 – mf = 0, 2 – mf = 500 кг/м2, 3 – mf = 1000 кг/м2, 4 – mf = 2000 кг/м2 

Рисунок 2 – Изменение максимальных прогиба (а) и горизонтального 

перемещения (б) в зависимости от коэффициента κ0 на основании Пастернака 

Выводы. Таким образом, в данной работе рассмотрена методика исследо-

вания вынужденных колебаний трехслойных стержней, скрепленных с упру-

гим инерционным основанием Пастернака, находящихся под воздействием 

импульсных нагрузок. Установлено, что минимальные собственные частоты 

при одинаковой инерционности оснований Винклера и Пастернака различа-

ются незначительно, для оснований высокой жесткости (κ0 > 10
9
) сдвиговые 

свойства основания при расчетах можно не учитывать и вести расчеты по 

более простой модели Винклера. При импульсном нагружении рост инерции 

основания приводит к существенному уменьшению прогибов и росту гори-

зонтальных перемещений по сравнению с безынерционным основанием. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республи-

канского фонда фундаментальных исследований (проект № Т18Р–090). 
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IMPULSE OSCILLASTIONS OF THE THREE-LAYER RODS 

ON THE ELASTIC INERTIAL PASTERNAK’S FOUNDATION 

There are considered the transverse oscillations of the elastic three-layer rod, clamped 
with the elastic inertial foundation, under the impulsive uniformly distributed load action. 
Reaction of foundation is described on the base of Pasternak’s model. To describe the kine-
matics of a package asymmetric in thickness, the hypotheses of Bernoulli and Timoshenko 
are adopted. The analytical solutions are obtained by the Bubnov-Galerkin method using the 
generalized Dirac delta function. The numerical analysis of the obtained solutions is con-
ducted. 
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