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УЧЕТ ФИЗИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ 

ШАРНИРНО СОЕДИНЕННЫХ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК, 

РАСПОЛОЖЕННЫХ НА УПРУГОМ  ОСНОВАНИИ ВИНКЛЕРА 

Предлагается универсальный подход для расчета шарнирно соединенных железо-

бетонных балок на упругом основании Винклера, который основан на смешанном 

методе строительной механики. Физическая нелинейность материала балок рассмат-

ривается как переменная жесткость участков Жемочкина. После нахождения сил в 

связях области контакта каждой балки с упругим основанием в результате линейного 

расчета определяются величины изгибающих моментов. Затем по ним находится 

касательная жесткость для каждого участка по зависимости «момент-кривизна» в 

виде гиперболического тангенса. Приведен численный пример расчета деформиро-

вания системы из трех шарнирно соединенных железобетонных балок на винклеров-

ском основании под действием внешней нагрузки. 

Ключевые слова: шарнирно соединенные балки, физическая нелинейность, ос-

нование Винклера, смешанный метод строительной механики, метод Жемочкина. 

Введение. Из анализа научной литературы по расчету шарнирно-

соединенных конструкций на упругом основании [1–4] можно сделать вывод 

об отсутствии общего подхода к решению этой проблемы, справедливого 

для шарнирно-соединенных балок и плит и оснований, которые описывают-

ся различными моделями, под действием произвольной внешней нагрузки. 

В работе предлагается универсальный подход для расчета шарнирно-

соединенных балок с учетом их физической нелинейности на упругом осно-

вании, основанный на смешанном методе строительной механики [5] и ме-

тоде Жемочкина с учетом функций влияния упругой среды [6]. Этот подход 

справедлив для балок различной длины и жесткости, расположенных на лю-

бой модели упругого основания и находящихся под действием произвольной 

внешней вертикальной нагрузки. 

Постановка задачи. Рассмотрим систему шарнирно-соединенных балок 

на упругом основании под действием внешней нагрузки (рисунок 1). Требу-

ется: определить распределение контактных напряжений под балками, внут-

ренние усилия (поперечные силы и изгибающие моменты) в балках, силы в 

шарнирах и осадки упругого основания. Предполагаем [7], что на контакте 

балки с основанием действуют только нормальные напряжения, для балок 

справедливы гипотезы теории изгиба, шарниры между балками являются 

цилиндрическими. Распределение контактных напряжений по ширине кон-

струкции – равномерное. 
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Рисунок 1 – Расчетная модель системы шарнирно-соединенных балок 

на упругом основании 

Разобьем каждую балку на участки равной длины и в центре каждого 

участка поставим вертикальную связь, через которую осуществляется кон-

такт балки с упругим основанием (рисунок 2). Полученную статически не-

определимую систему решаем смешанным методом строительной механики 

[5], приняв за неизвестные усилия Xk в связях Жемочкина в контактной зоне, 

линейные и угловые перемещения uj, φj введенных на краях балок защемле-

ния и поперечные силы Qj в разрезанных промежуточных шарнирах. 

 
Рисунок 2 – Основная система и неизвестные смешанного 

метода, связи Жемочкина в контактной зоне 

Алгоритм расчета. На рисунке 2 приведена основная система смешан-

ного метода, система канонических уравнений которого для расчета одной 

балки с номером j имеет следующий вид: 
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где δi,k − линейное смещение, возникающее в i-й связи Жемочкина от еди-

ничного воздействия, приложенного в k-й связи Жемочкина; m – число уча-

стков и связей Жемочкина на одной балке; δiQ − линейное смещение, возни-

кающее в i-й связи Жемочкина, от поперечной силы в промежуточном шар-

нире j-й балки; Qj – поперечная сила в разрезанном шарнире по правую сто-

рону балки с номером j; ∆iP – линейное смещение, возникающее в i-й связи 

Жемочкина от внешней нагрузки; R, M – равнодействующая внешних сил и 

момент равнодействующей относительно введенного защемления на балке с 

номером j; λ − линейный параметр, в данной постановке задачи соответству-

ет длине деформируемой балки; ∆jP – линейное смещение, возникающее в 

промежуточном шарнире j-й балки, от ее внешней нагрузки. 

Коэффициенты при неизвестных системы канонических уравнений сме-

шанного метода (1) имеют следующий вид: 

1) для основания Винклера [8] 
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где K − коэффициент постели упругого основания; b и с − размеры участка 

Жемочкина на балке (b – ширина балки); EI – изгибная жесткость балки; 

2) для упругого полупространства с модулем упругости E0 и коэффици-

ентом Пуассона ν0 
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где безразмерная функция влияния Жемочкина Fi,k определяется соотноше-

ниями [6] 
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Отметим, что последнее уравнение в (1) выражает условие отсутствия 

взаимного вертикального перемещения в промежуточном шарнире между 

соседними балками. Свободные члены системы (1) зависят от вида внешней 

нагрузки и определяются с использованием формул (5) (см. далее). 

Безразмерные прогибы балки с защемлением на краю балки в основной 

системе смешанного определяются по формуле [6] 
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Если обозначить число балок через N, то общее число неизвестных уси-

лий в связях Жемочкина, линейных и угловых перемещений введенных за-

щемлений на балках и поперечных сил в промежуточных шарнирах для рас-

чета этой системы шарнирно-соединенных балок выразится формулой 

 1)2( −++ NmN . (6) 

Структура системы разрешающих уравнений для системы шарнирно-

соединенных балок имеет диагональный вид. Блоки по главной диагонали 

образованы по системе (1), побочные блоки являются нулевыми в случае 

упругого основания Винклера (2), в случае упругого полупространства они 

характеризуют взаимное влияние балок и определяются с использованием 

формул (3), (4). 

Учет физической нелинейности материала в балке. Алгоритм нели-

нейного расчета. После нахождения сил в связях Жемочкина на контакте 

каждой балки с упругим основанием в результате линейного расчета опреде-

ляются величины изгибающих моментов в сечениях всех балок известными 

методами строительной механики [6]. 

По вычисленным значениям моментов определяется касательная жест-

кость для каждого участка Жемочкина по зависимости «момент-кривизна» 

для сечений балки. В работе она принята в виде гиперболического тангенса, 

предложенного ранее в работе автора [9]. 

Поэтому 
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где B0 – начальная изгибная жесткость участка Жемочкина с номером i по 

упругому расчету (нулевая итерация); Mlim – предельный момент, восприни-

маемый сечением балки. В работе определялся по программе Бета [10]; 

)0(
iχ – кривизна на участке Жемочкина с номером i, определяемая после уп-

ругого расчета по формуле конечных разностей [7]. 
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где
)0(

iy – вертикальное перемещение в центре участка Жемочкина с номером 

i по упругому расчету. Оно определяется по известным усилиям в связях для 

упругого основания Винклера по формуле 

 
k

y i
i

)0(
)0( χ

= , (9) 

а для упругого полупространства – 

 .
1 )0(

1 1
,

0

2
0)0(

n

m

n

N

k

nii F
xE

y χ
∆π

ν−
= ∑∑

= =

 (10) 

В дальнейшем расчете необходимо определить коэффициенты канониче-

ских уравнений 
)1(

,ki
δ  и 

)1(
iP∆  как для балки переменной жесткости. Для этого 

используем представление интеграла Мора [6] в виде суммы 
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Соответствующие перемножаемые эпюры для балки приведены на ри-

сунке 3. Аналогичным образом определяются свободные члены 
)1(

iP∆  систе-

мы (1).  

 

Рисунок 3 – Перемножаемые эпюры для балки переменной жесткости 

По вычисленным значениям 
)1(

,ki
δ  и 

)1(
iP∆  снова решается система (1) и оп-

ределяются новые значения 
)1(

iX  в связях Жемочкина. Для определения 

скорректированных величин жесткости 
)2(

iB на каждом участке Жемочкина 

повторяются вычисления (7)–(11). 

Далее снова определяются 
)2(

,ki
δ  и 

)2(
iP∆ , решается система (1), определя-

ются 
)2(

iX  и т.д. Итерационный процесс заканчивается при выполнении ус-

ловия 
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где ε – заданная величина погрешности. 

Численные результаты. Рассмотрим систему из трех шарнирно соеди-

ненных балок одинаковой длины l = 5 м и сечением 1,2 × 0,4 м из тяжелого 

бетона класса С
20/25 

на упругом основании Винклера с коэффициентом по-

стели K = 2000 кН/м
3
. Средняя балка нагружена равномерно распределенной 

нагрузкой q = 120 кН/м. При расчете каждая балка разбивалась на 21 участок 

Жемочкина. 

В таблице 1 приведены численные значения контактных напряжений, 

осадок, моментов и жесткостей в опасном сечении (по центру) средней бал-

ки для первых двух итераций. Поперечные силы в двух промежуточных 

шарнирах после последней итерации равны 97,04 кН. 

Таблица 1 – Результаты нелинейного расчета 

Номер итерации 0 (упругий 

расчет) 

1 (первая 

итерация) 

2 (вторая 

итерация) 

Контактные напряжения, кПа 82,57 82,41 82,41 

Осадка, мм 9,806 9,810 9,810 

Максимальный изгибающий 

момент в средней балке, кН·м 118,959 118,897 118,894 

Жесткость по центру 

средней балки, кН·м2 185920 182070 181171 

Анализ численных результатов таблицы 1 подтверждает тот факт, что 

учет физической нелинейности приводит к росту прогибов балок, а усилия в 

них уменьшаются. Надо отметить, что в одиночной балке на упругом осно-

вании Винклера под действием равномерно распределенной нагрузки изги-

бающие моменты отсутствуют. В системе шарнирно-соединенных балок 

такого не наблюдается. 

Заключение. В работе предложена относительно несложная методика 

расчета шарнирно соединенных железобетонных балок на упругом основа-

нии с учетом физической нелинейности балок. Методика основана на сме-

шанном методе строительной механики с использованием метода Б. Н. Же-

мочкина, функции влияния которого позволяют учесть различные модели 

упругой среды при моделировании основания. 

Физическая нелинейность материала балок учитывается путем аппрок-

симации зависимости «момент-кривизна» в железобетонной балке функцией 

гиперболический тангенс и дальнейшим использованием переменной (каса-

тельной) жесткости в итерационном алгоритме нелинейного расчета, с по-

следующим анализом его сходимости. 

С помощью прикладной программы Mathematica 10.4 для системы из 

трех шарнирно-соединенных железобетонных балок на упругом основании 



 127 

Винклера приведен численный пример нелинейного расчета. Показано, что 

учет нелинейности несущественно влияет на результаты расчеты напряжен-

но-деформированного состояния системы. 
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ACCOUNTING OF PHYSICAL NONLINEARITY 

OF HINGE-CONNECTED REINFORCED CONCRETE BEAMS 

ON THE ELASTIC WINKLER FOUNDATION 

In the paper a universal approach is proposed for calculating the articulated reinforced 

concrete beams on the Winkler elastic base, using the mixed method of structural mechanics. 

The beams material physical nonlinearity is taken into account through the variable stiffness 

of Zhemochkin’s section. After determining the loads in the each beam-elastic base contact 

joints as a result of linear calculation, the values of the bending moments for the each beam 

are defined. Then the tangential stiffness for each section is determined from the obtained 

values from the “moment-curvature” dependence in the form of a hyperbolic tangent. There is 

presented the numerical example of the deformation calculation for a system of three articu-

lated reinforced concrete beams on the Winkler base under the influence of an external load. 
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