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ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕПЛОПЕРЕНОСА 

В ОДНОРОДНЫХ СЛОИСТЫХ БИОЛОГИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛАХ 

ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ 

НИЗКОИНТЕНСИВНОГО ОПТИЧЕСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

Приведен обзор моделей механики сплошных сред для переноса тепла в биологи-

ческих тканях с учетом распределенных источников тепла в виде метаболических 

реакций и отвода тепла системой микроциркуляции. Модели служат для оптимиза-

ции терапии кожных, мышечных и ряда других заболеваний посредством низкоин-

тенсивного оптического излучения лазерами или фотодиодами. Обоснован выбор 

модели, основанной на законе переноса тепла Guyer-Krumhansl. Численные расчеты 

проведены с помощью метода конечных разностей для параметров модели, соответ-

ствующих трем слоям кожи человека. На основе сопоставления численных результа-

тов с данными измерений на добровольцах проведена идентификация таких парамет-

ров модели, как метаболическая теплопродукция и скорость микроциркуляции, кото-

рые являются индивидуальными для пациента. Показано, что для группы молодых 

здоровых испытуемых эти параметры представляют собой группы с относительно 

небольшим разбросом. Модель с идентифицированными параметрами может затем 

использоваться для оптимизации фотодинамической терапии у конкретного пациента. 

Ключевые слова: биологическая ткань, оптическое излучение, температурное 
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Введение. Фототерапия видимым светом (оптическое излучение, ОИ) и 

инфракрасным излучением (ИК) или их сочетанием является одним из са-

мых перспективных методов дополнительного немедикаментозного лечения 

инфекционных болезней, проблем с кожей, сухожилиями, связками, суста-

вами, обработкой ран и ряда других [1–3]. Действие ИК и ОИ усиливает 

микроциркуляцию крови, нормализует метаболические процессы, обеспечи-

вает болеутоляющее действие, стимулирует регенеративные процессы и за-

живление ран [4–6]. Излучение с длинами волн λ = 0,76…400 мкм проникает 

в поверхностные ткани на глубину 2–3 см, действует на кожные терморецеп-

торы и, после t = 2…3 мин, вызывает локальную гиперемию тканей, что со-

провождается активацией метаболизма ткани, окислительных процессов, 

сокращением содержания воды и ряду других эффектов [3–6]. Наиболее 

обещающие медицинские технологии основаны на использовании низкоин-

тенсивных (НИ) лазеров и светодиодов [3, 7]. Их воздействие приводит к 

незначительным тепловым эффектам в связи с отсутствием ИК компоненты 

и оказывает терапевтическое влияние через фотохимические и фотофизиче-

ские механизмы [3, 8]. Механизмы действия фотонов связаны с поглощени-
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ем фотонов клеточными хромофорами и реакцией клеточных рецепторов, 

которые приводят к каскаду реакций на уровнях клеток и тканей [3, 7, 8]. 

В результате активизируется дыхание клеток, синтез ими коллагена и факто-

ров роста, что обеспечивает ранозаживляющий эффект в костях, коже, хря-

ще, сухожилиях и связках и многие другие терапевтические эффекты. 

Для успешного применения фототерапии необходимы соответствующие 

математические модели, которые позволяли бы оценивать оптимальную для 

индивидуального пациента дозу и параметры излучения. В данной работе 

исследуются модели, основанные на моделях механики сплошной среды и 

законов переноса тепла, отличных от закона Фурье, что характерно для био-

логических тканей. 

Математические модели теплопереноса в однородных материалах. 
Наиболее популярное уравнение баланса тепла в биологической ткани как 

сплошной среде с распределенными источниками (метаболическое тепло qmet 

и индуцированные химические реакции qch) и стоками (отвод тепла вместе с 

циркулирующей кровью) было сформулировано Pennes в виде [9] 

div( ) ( )
met ch b b b b

T
c k T q q c w T T

t

∂
ρ = ∇ + + + ρ −

∂
,  (1) 

где T – температура; ρ, c, k – плотность, удельная теплоемкость и коэффици-

ент теплопереноса в материале; индекс b обозначает те же величины для 

крови; wb – скорость течения крови в капиллярах. 

Использование модели (1) для количественного описания локального на-

грева в поверхностных тканях человека и экспериментальных животных за 

счет НИОИ при условиях Дирихле и Неймана на внешней поверхности в 

предположении qmet = const, qch = 0 приводит к температурным кривым T(t), 

которые не согласуются с результатами измерений [3]. В частности, рассчи-

танные кривые характеризуются одним временем релаксации τ (т. е. T~ e
-t/τ

), 

тогда как данные экспериментов регистрируют кривые как минимум с двумя 

временами как при облучении, так и при последующей релаксации. 

Для устранения этого недостатка модели (1) была предложена модель с 

одним временем запаздывания τq между изменением вектора ( )T t∇ в каждой 

точке сплошной среды и вызванным им изменением потока тепла q(t + τq) в 

той же точке (single phase lag, SРL модель) [10]. При этом параболическое 

уравнение (1) становилось гиперболическим 
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и описывало распространение тепловых волн с конечной скоростью. 

Позже было показано, что SРL модель (2) дает нефизичные результаты 

[11]. Другая модификация уравнения Rennes основана на введении второго 
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времени запаздывания τT, которое требуется для изменения градиента тем-

пературы (dual phase lag model, DРL) [10], для которой 

 

( )
2

2

2

2 ( )
.

q b b b q b b b

T met ch b b b b

T T
c c c w c w T

tt

T
k T q q c w T

t

∂ ∂
ρ τ + ρ + ρ τ + ρ =

∂∂

 ∂ ∇
= ∇ + τ + + + ρ 

∂ 

 (3) 

Сравнительный анализ решений (2) и (3) для задач с простой геометрией 

(облучение термоупругого полупространства) показал, что обе модели пред-

сказывают сходные кривые T(t) при достаточно малых τq и τT. Если 

τq,T > 10 c, то различия между температурными кривыми, посчитанными на 

основании (2) и (3), становятся существенными. Поскольку фотоиндуциро-

ванные реакции в клетках и тканях запускаются с некоторым запаздыванием 

(более 10 c), использованием модели (3) вместо (1) или (2) может приводить 

к существенно отличным кривым нагревания и релаксации тканей [3]. В ра-

ботах [12–14] было показано, что если в DРL модели τq – τT ≤ 0, то возникает 

нарушение принципа причинности, т. к. при этом запаздывание реакции (из-

менение потока тепла) на событие (изменение градиента температуры) в 

точке меньше, чем запаздывание самого события в ответ на изменение 

внешних условий (интенсивности облучения и др.). 

Обобщение моделей SPL и DPL на случай трех и более времен запазды-

вания привело к уравнениям баланса тепла, которые не соответствуют базо-

вым принципам термодинамики, в частности, второму закону [15]. 

Термодинамически непротиворечивый закон теплопроводности, отлич-

ный от закона Фурье, – это закон Guyer-Krumhansl (GK) в форме [11, 16] 
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где α = k/ρc, κ
2
([κ

2
] = м

2
) – коэффициент диссипации тепла. 

При α, τ = 0 (4) соответствует теплопередаче в соответствии с законом 

Фурье. В уравнении (4) все параметры положительные и имеют четкий фи-

зический смысл, в отличие от моделей (2) и (3). Модификация классического 

уравнения Pennes (1) с учетом (4) имеет вид 
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где /
b b b

ρ = ρ ρ% , /=%
b b

c c c , /
met met

q q c= ρ% , /
ch ch

q q c= ρ% . 

В наших предыдущих работах было показано, что без учета слагаемых 

qmet, qch переход от облучения к релаксации на температурных кривых не 

соответствует данным измерений, в том числе и при использовании наибо-
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лее обоснованной модели (5). Удалось показать, что в случае линейной ап-

проксимации зависимостей qmet(T), qch(T) результирующие кривые T(t) соот-

ветствуют измеренным на поверхности руки волонтеров с довольно высокой 

точностью [17]. 

В данной работе с помощью данных собственных измерений [3, 17] на 

молодых здоровых испытуемых проведена идентификация параметров моде-

ли (5) и выполнен анализ полученных результатов для дальнейшего ее ис-

пользования в целях планирования индивидуальной терапии. 

Слоистая модель поверхностных тканей и постановка задачи. По-

кровные ткани тела человека представлены кожей, состоящей из слоев эпи-

дермиса (1), дермиса (2) и гиподермиса (3) с толщинами h1 ~ 100…120 мкм, 

h2 ~ 1000…1200 мкм, а значения h3 зависят от степени развития подкожной 

клетчатки. Далее расположены глубокие ткани, которые могут быть костью, 

мышцей, соединительной и др. тканями с различными термомеханическим 

свойствами. Рассматривается цилиндрическая область высотой h радиуса R, 

заполненная слоями от эпидермиса до глубоких тканей. В центре области на 

расстоянии 5 мм от эпидермиса находится светодиод или оптоволокно, соз-

дающей на коже световое пятно с диаметром ~15 мм. Распределение интен-

сивности ОИ по поверхности пятна Гауссово 

2 2 2
0( , , 0) exp( / (2 ))sq t r q r R= − σ , 

где q0 и σ – технические характеристики источника ОИ, длины волн – от 

красного до синего цвета [3]. Воздействие ОИ проводится в течение 20 мин, 

при этом в центре пятна каждые 2 мин с помощью фотоэлектрического дат-

чика с точностью 0,1 °С измеряется поверхностная температура. После окон-

чания воздействия ОИ, измерения температуры проводятся еще в течение 

30 мин для получения релаксационных кривых. 

Для определения распределения температур в слоистом биологическом 

материале уравнения (5) записываются для каждого слоя с соответствующи-

ми коэффициентами 
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На границах раздела между слоями заданы условия непрерывности тем-

пературы и потоков тепла в виде 
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: , / / ,

: , / / ,

x h T T T x T x

x h h T T T x T x

x h h h h T T T x T x

= = λ ∂ ∂ = λ ∂ ∂

= + = λ ∂ ∂ = λ ∂ ∂

= + + = = λ ∂ ∂ = λ ∂ ∂
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Границы материала определялись из условий отсутствия соответствую-

щих поперечных и радиальных потоков тепла 

(4) (4)

( ) ( )

: / 0,

: / 0,
i i

x h T x

r R T r

= λ ∂ ∂ =

= λ ∂ ∂ =
 

(8)

 

а для начального момента времени задано однородное распределение темпе-

ратуры и, в силу второго порядка по времени уравнений (6), начальное усло-

вие для первой производной в виде 

 :0=t  ,6,36 0
)(

TCT
i ≡= o

 .0/
)( =∂∂ tT

i
 (9) 

Численное решение задачи (6)–(9) проводилось методом конечных раз-

ностей с постоянным шагом по координатам (r, x). Шаг по времени опреде-

лялся из условия устойчивости счета. Подробно численная схема изложена 

в [18]. 

Численные расчеты поля температур, сравнение с экспериментом и 

обсуждение. Численные расчеты проводились при следующих значениях 

параметров модели: R = 30 мм, h1 = 100 мкм, h2 = 2…3 мм, h3 = 1…2 см в 

зависимости от индивида, λ
(1)

 = 0,2…0,3 Вт/(м·К), λ
(2)

 = 0,4…0,5  Вт/(м·К), 

λ
(3)

 = 0,1…0,2 Вт/(м·К), с
(1) 

= (4,2…4,5)·10
6
 Дж/(м

3
·К), с

(2) 
= (3,8…4,1)·10

6
 Дж/(м

3
·К), 

с
(3) 

= (2,5…2,9)·10
6
 Дж/(м

3
·К), сb = (3,9…4,0)·10

6
 Дж/(м

3
·К), wb

(1)
 = 0, wb

(2)
 = 

= wb
(3)

 = (1…2)·10
-3

 c
-1

, верхние индексы (1), (2), (3) относятся к эпидермису, 

дермису и гиподермису соответственно. 

Данные для тканей: 

– кровь: Tb = 37°C, ρb = 1160 кг/м
3
, сb = 3650…3770 Дж/кг·К, wb = 0,5…3 c

-1
; 

– кожа: h = 2,5…3 см, ρ = 1190 кг/м
3
, с = 3600…3765 Дж/кг·К, λ = 0,235… 

…0,42 Вт/м·К, qmet = 245…368 Вт/м
3
, τ = 10

–3
 с; 

– мышцы: h = 0,5…3,5 см, ρ = 1190 кг/м
3
, с = 3600…3768 Дж/кг·К, λ = 0,44… 

…0,5 Вт/м·К, qmet = 368…684 Вт/м
3
, τ = 0,4…0,5 с; 

– кость: h = 0,35…1 см, ρ = 1190 кг/м
3
, с = 3600…3768 Дж/кг·К, λ = 0,17… 

…0,19 Вт/м·К, qmet = 220…300 Вт/м
3
, τ = 1…1,5 с. 

Для рассчитанных температурных полей T(t, r, x) строились температур-

ные кривые T(t) в центре пятна (r, x) = (0, 0,2), которые затем сопоставлялись 

с результатами измерений у того же индивида. С помощью метода наимень-

ших квадратов проводилась коррекция индивидуальных значений парамет-

ров 
( ) ( )

, ,
j j

met ch b
q q w . Результаты измерений на трех участках левой и нижней 

верхних конечностей молодых здоровых испытуемых без сильно выражен-

ной подкожной клетчатки приведены на рисунке 1 в виде осредненных кри-

вых с указанием индивидуального разброса. 
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Рисунок 1 – Кривые поверхностной температуры тела, измеренные в центре 

запястья (а), в области лучевой кости (б) и плечелучевой мышцы (в) 

Для всех испытуемых принимались одинаковые исходные параметры всех 

слоев модели, приведенные выше, тогда как после сопоставления рассчитан-

ных кривых с измеренными на трех различных участках проводилась коррек-

ция наиболее неопределенных параметров, которые могут сильно варьировать 

как от индивида к индивиду, так и у одного и того же индивида в зависимости 

а) 

б) 

в) 
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от степени активности и других условий. Предполагалось, что такие парамет-

ры как qmet , wb
(2)

, wb
(3)

, wb незначительно меняются в разных участках верхней 

конечности, в то время как 
)( j

ch
q  могут быть различными как в слоях кожи 

(j = 1, 2, 3), так и в тканях (j = 4). Результаты корректирования этих парамет-

ров модели для 10 из исследованных испытуемых приведены в таблице 1. 

Данные ранжированы по увеличению qmet. 

Таблица 1 – Результаты коррекции индивидуальных параметров модели (6)–(9) 

на основе сопоставления результатов численных расчетов и экспе-
риментальных кривых методом наименьших квадратов 

№ 
qmet , 

Вт/м3 

wb
(2)·10–3,  

с-1 

wb
(3)·10–3, 

с-1 

wb·10–3, 

с-1 (кожа) 

wb·10–3, с-1 

(кость) 

wb·10–3, с-1 

(мышца) 

(2 ),(3)

ch
q , 

Вт/м3 

( 4 )

ch
q , 

Вт/м3 

1 220 0,80 0,90 1,10 1,00 2,70 223 188 
2 228 0,85 1,00 1,20 1,05 2,50 225 165 
3 242 1,00 1,10 1,15 1,05 2,20 241 193 
4 254 1,05 1,20 1,25 1,10 2,40 215 160 
5 271 1,10 1,25 1,30 1,10 2,75 235 176 
6 310 1,35 1,40 1,35 1,20 2,45 227 181 
7 332 1,55 1,55 1,60 1,10 2,30 245 164 
8 358 1,70 1,75 1,70 1,10 2,60 230 174 
9 384 1,85 1,90 1,95 1,20 2,70 237 179 

10 395 2,10 2,20 2,25 1,25 2,80 242 155 

Таким образом, несмотря на большой набор параметров, характеризую-

щих перенос тепла в поверхностных тканях человека при однотипном облу-

чении источником ОИ, такие параметры, как метаболическое тепло, генери-

руемое в тканях, интенсивность микроциркуляции в слоях ткани и разных 

тканях, а также тепловой эффект фотохимических реакций, находятся в рам-

ках стандартных значений, приведенных в биофизической литературе [19]. 

Значения qmet несколько превышают указанный в справочных изданиях диа-

пазон значений, причем повышенные значения теплопродукции за счет ме-

таболических реакций коррелируют с более высокими скоростями микро-

циркуляции крови как в слоях кожи, так и в расположенных глубже тканях. 

Тепловой эффект фитохимических реакций у разных испытуемых также не 

выявил большого разброса. Это говорит о том, что в здоровом организме 

реакция на ОИ связана с нормальным тканевым метаболизмом, в то время 

как у пожилых испытуемых и пациентов с различными заболеваниями мо-

жет наблюдаться совершенно иная динамика, связанная с дополнительными 

фотоиндуцированными процессами, связанными с болезнью, поражением 

или возрастной дегенерацией тканей. 

После идентификации параметры индивидуальных моделей (см. таблицу 1) 

могут использоваться для определения оптимальных доз фототерапии in silico, 

путем модельных симуляций на основе предложенного численного метода. 
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Планируется проведение аналогичных исследований для пациентов с 

синдромом диабетической стопы, для которых в многочисленных экспери-

ментальных исследованиях показана возможность ускоренного заживления 

диабетических язв стопы [3]. 

Заключение. В работе представлена биомеханическая модель поверхно-

стных тканей человека как слоистого материала с разными механическими и 

термическими свойствами слоев, разными интенсивностями микроциркуля-

ции крови и других параметров. Математическая модель основана на исполь-

зовании модели Pennes с учетом закона теплопереноса GK в каждом слое. Ре-

шение задачи в виде температурных кривых T(t) при облучении с последую-

щей релаксацией сопоставлялось с данными измерений на испытуемых. На 

основе сравнения проводилась коррекция индивидуальных параметров по от-

ношению к начальным постоянным для всех значениям.  Показано, что в 

группе молодых здоровых испытуемых эти показатели однородны, что может 

указывать на сходную реакцию здоровых тканей. Биомеханическая модель с 

идентифицированными параметрами может использоваться для оценки тера-

певтического влияния ОИ на индивида при других схемах воздействия (дли-

тельности облучения и релаксации, число повторов и др.) для получения наи-

лучшего эффекта, избегания перегрева и т.д. Разработанная модель может 

лечь в основу системы принятия решения врача-физиотерапевта. 
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INVESTIGATION OF THE HEAT TRANSFER 

IN HOMOGENEOUS LAYERED BIOLOGICAL MATERIALS 

UNDER THE INFLUENCE OF THE LOW-INTENSIVE OPTICAL RADIATION 

A review of the continuum mechanics models for the heat transfer in biological tissues 

considering the distributed heat sources in the microcirculation system is presented. The 

models are applied for the laser therapy optimization for the skin muscles and some other 

diseases by the low-intensity laser therapy or light-emitting diodes. The choice of models 

based on the Guyer-Krumhansl heat transfer law is justified. The numerical calculations are 

performed using finite differences method for the model parameters corresponded to the 

three layers of human skin. Based on a comparison of the numerical results and the data 

measured on volunteers, the identification of such individual model parameters as 

metabolic heat and intensity of microcirculation is carried out. It is shown that those 

parameters exhibit quite low dispersion in the group of young healthy volunteers. The 

model with the identified parameters can be later used for the photodynamic therapy 

optimization of the specific patient. 
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