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ПЕРЕМЕЩЕНИЯ В КРУГОВОЙ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЕ 
СО СЖИМАЕМЫМ  ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 

Рассмотрена задача о симметричном изгибе несимметричной по толщине упругой 
круговой трехслойной пластины со сжимаемым заполнителем. Для тонких несущих 
слоев приняты гипотезы Кирхгофа. В относительно толстом заполнителе учтены 
поперечный сдвиг, радиальные перемещения и прогиб, который изменяется линейно 
по толщине. Дифференциальные уравнения равновесия в усилиях получены с по-
мощью вариационного метода Лагранжа. Постановка краевой задачи в перемещениях 
приведена в цилиндрической системе координат r, φ, z. Аналитическое решение по-
лучено в итерационном виде. 
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Введение. Стержни, пластины и оболочки, имеющие слоистую структу-
ру, обычно набраны из материалов с существенно различными физико-
механическими свойствами. Несущие слои из материалов высокой прочно-
сти и жесткости предназначены для восприятия основной части механиче-
ской нагрузки. Связующие слои, служащие для образования монолитной 
конструкции, обеспечивают перераспределение усилий между несущими 
слоями. Еще одна группа слоев предназначена для защиты от тепловых хи-
мических, радиационных и других нежелательных воздействий. Такое соче-
тание слоев позволяет обеспечить надежную работу систем в неблагоприят-
ных условиях окружающей среды, создавать конструкции, сочетающие вы-
сокую прочность и жесткость с относительно малой массой. 

Деформированию и колебаниям слоистых, в том числе трехслойных эле-
ментов конструкций, посвящены многочисленные исследования. Постанов-
ки и методы решения соответствующих краевых и начально-краевых задач 
приведены в монографиях [1–4]. Исследования деформирования слоистых 
упругопластических систем при циклических нагружениях описаны в рабо-
тах [5–8]. Квазистатическое изотермическое и термопластическое деформи-
рование трехслойных круговых пластин с несжимаемым заполнителем рас-
смотрено в публикациях [9–15]. Результаты, связанные с колебаниями кру-
говых трехслойных элементов конструкций, в том числе с учетом упругого 
основания, опубликованы в статьях [15–21]. 

Следует отметить, что и деформирование и колебания трехслойных кру-
говых пластин исследовались только в случае несжимаемого заполнителя. 
Это вызвано определенными математическими трудностями при постановке 
и решении соответствующих краевых задач. Однако учет сжимаемости за-
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полнителя в большей степени адекватно описывает деформирование трех-
слойных элементов конструкций. Поэтому целью представленной работы 
стала разработка методики аналитического решения краевой задачи о де-
формировании круговой трехслойной пластины со сжимаемым заполнителем. 

Постановка краевой задачи. Рассмотрим упругую круговую трехслой-
ную пластину со сжимаемым/растягиваемым заполнителем (рисунок 1). По-
становку задачи и ее решение проведем в цилиндрической системе коорди-
нат r, φ, z. Систему координат свяжем со срединной плоскостью заполните-
ля. Для тонких несущих слоев с толщинами h1 ≠ h2 справедливы гипотезы 

Кирхгофа: нормаль остается несжимаемой, прямолинейной и перпендику-
лярной к деформированной срединной поверхности. В заполнителе, воспри-
нимающем нагрузку в тангенциальном направлении, нормаль остается пря-
молинейной, поворачивается на некоторый дополнительный угол ψ(r), зави-
симость прогиба по толщине принимается линейной. 

На внешний слой пластины действует симметричная распределенная на-
грузка с вертикальной q = q(r) и горизонтальной p = p(r) составляющими. На 
контуре пластинки предполагается наличие жесткой диафрагмы, препятст-
вующей относительному сдвигу слоев и обжатию заполнителя (ψ = 0, v = 0 
при r = r0). Через w(r) и u(r) обозначены прогиб и продольное перемещение 
срединной плоскости заполнителя, v(r) – функция, характеризующая сжи-
маемость заполнителя. Обозначим через hk толщину k-го слоя (k = 1, 2, 3 – 
номер слоя), при этом h3=2с. 

 
Рисунок 1 – Схема деформирования круговой трехслойной пластины 

Продольные и поперечные перемещения в слоях u(k)(r, z) и w
(k)(r, z) можно 

выразить через четыре искомые функции w(r), u(r), ψ(r) и ν(r) следующими 
соотношениями: 

для несущих слоев 1, 2 

( )cvwzcuu rrr ,,ψ
(1) +−+= , ( ) ( )crvrww +=)1( , ( )1hczc +≤≤ , 

( )cvwzcuu rrr ,,ψ
(2) −−−= , ( ) ( )crvrww −=)2( , ( )czhc −≤≤−− 2 ; 

для заполнителя 3 

( )zvwzzuu rrr ,,ψ
(3) +−+= , ( ) ( ) ( )zrvrwzrw +=,)3( , ( )czc ≤≤− , 

(1) 
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где z – расстояние от рассматриваемого волокна до срединной поверхности 
заполнителя; запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференци-
рования по следующей за ней координате. 

Компоненты тензора деформаций в слоях получим из перемещений (1), 
используя соотношения Коши: 

( )cvwzcu rrrrrrr ,,,ψ,(1) +−+=ε , ( )( )cvwzcu
r

rr ,,ψ
1(1)

+−+=εϕ , 0(1) =εrz , 

( )1hczc +≤≤ , 

( )cvwzcu rrrrrrr ,,,ψ,(2) −−−=ε , ( )( )cvwzcu
r

rr ,,ψ
1(2)

−−−=εϕ , 0(2) =εrz , 

( )czhc −≤≤−− 2 , 

( )zvwzzu rrrrrrr ,,,ψ,(3) +−+=ε , ( )( )zvwzzu
r

rr ,,ψ
1(3)

+−+=εϕ , 

( ) ( )zvzvwzvw rrrrrrz ,ψ,,,2,ψ
2
1

2
1(3) −=++−−=ε , vz =ε(3) , ( )czc ≤≤− . 

Таким образом, через введенные четыре искомые функции w(r), u(r), ψ(r) 
и ν(r) выражены перемещения (1) и деформации (2) в круговой пластине со 
сжимаемым заполнителем. 

Используя компоненты тензора напряжений )(
α
kσ  (α = r, φ), введем обоб-

щенные внутренние усилия и моменты в пластине: 
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kk , ∑ ∫∑
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kk , 

∫σ=
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dzzS
2(3)
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)3(

α , ∫σ=
c

-c

rz dzQ
(3)(3) , ∫σ=

c

-c

rzrz zdzM
(3)(3) , ∫σ=

c

-c

zz dzT
(3)(3) ,   (3) 

)( (2)(1)(3)
αααα TTcMH −+= , )( (2)(1)(3)

αααα MMcSD −+= , 

где интегралы берутся по толщине k-го слоя. 
Уравнения равновесия рассматриваемой трехслойной пластины со сжи-

маемым заполнителем получим, используя вариационный принцип Лагранжа: 
δА = δW, 

где δА = δA1 + δA2 – суммарная вариация работы внешних сил δA1 и контур-
ных усилий δA2; δW – вариация работы внутренних сил упругости. 

Вариация работы внешней поверхностной нагрузки будет: 

δA1 ∫∫ ϕδ+δ=
S

rdrdupwq )( .                                     (4) 

Вариация работы контурных усилий 0
rT , 0

rH , 0
rM , 0

Q , 0
rD , 0

rzM : 

δA2 ∫
π

ϕδ+δ+δ+δ+δ+δ=
2

0

),,ψ( 000000
dvMvDwQwMHuT rzrrrrrr .          (5) 

(2) 
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Вариация работы сил упругости: 

ϕ













δεσ+δεσ+δεσ+δεσ=δ ∫∫ ∑ ∫ ∫∫

=
ϕϕ rdrddzdzdzW

S
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c
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zzrzrz
kkk
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где двойной интеграл распространен по срединной поверхности заполнителя S. 
Вариации перемещений в слоях следуют из (1), деформаций – из (2). Рас-

смотрим суммарный интеграл по толщине слоев, входящий в виртуальную 
работу сил упругости (6). Для радиальных составляющих будет: 

( )[ ]∫∫ =δ+δ−δ+δσ=δεσ

1

(1)

1

(1)(1) ,,,ψ,
h

rrrrrrr

h

rr dzcvwzcudz

rrrrrrrrrr vсMwMcTuT ,,,ψ, (1)(1)(1)(1) δ−δ−δ+δ= ; 

( )[ ]∫∫ =δ−δ−δ−δσ=δεσ

2

(2)

2

(2)(2) ,,,ψ,
h

rrrrrrr

h

rr dzcvwzcudz  

rrrrrrrrrr vсMwMcTuT ,,,ψ, (2)(2)(2)(2) δ+δ−δ−δ= ; 

( )[ ]∫∫ =δ+δ−δ+δσ=δεσ

3

(3)

3

(3)(3) ,,,ψ,
h

rrrrrrr

h

rr dzzvwzzudz  

rrrrrrrrrr vSwMMuT ,,,ψ, (3)(3)(3)(3) δ−δ−δ+δ= . 

Аналогично получаем интегралы для тангенциальных составляющих. 
Просуммировав, имеем: 

∫∫ +δ+δ−δ+δ−δ−δ+δ=δ
S

vTvMQvDwMHuTW zrrzrrrrrrrrrr
(3)(3)(3) ,ψ,,,ψ,[  

ϕδ−δ−δ+δ+ ϕϕϕϕ rdrdvDwMHuT
r

rr )],,ψ(
1

,                        (7) 

где внутренние усилия Tα, Mα, Hα, Dα, 
(3)

Q , (3)
rzM  и (3)

zT  (α = r, φ) описыва-

ются соотношениями (3). 
Вариацию потенциальной энергии проинтегрируем в полярной системе 

координат. Подынтегральное выражение в (7) можно разбить на два инте-
грала, вынося в первом из них операцию дифференцирования за общую 
скобку, а во втором – группируя слагаемые при одинаковых виртуальных 
перемещениях: 

∫
π

+δ−δ−+δ−δ+δ=δ ϕ

2

0

,]),[(,ψ{ rrrrrrrr vrDwMrMwrMrHurTW

∫ ∫
ϕ

+δψ−−+δ−−ϕδ−−+ ϕϕϕ
r

rQHrHuTrTdvrMrD rrrrrzrr ],)[(],){[(}]D),[( (3)(3)

drdvrMDrTrDwMrM rrzrzrrrrrrr ϕδ−−−+δ−+ ϕϕ }],)(,),[(],),[( (3)(3) . 
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Приравняем полученное выражение к работе внешних и контурных уси-
лий (4), (5) и потребуем выполнение этого равенства при любых значениях 
варьируемых перемещений. Это возможно при равенстве нулю коэффициен-
тов при независимых вариациях искомых функций. Отсюда следует система 
дифференциальных уравнений равновесия в усилиях, описывающая дефор-
мирование круглой трехслойной пластинки со сжимаемым заполнителем: 

















=−−−−+

−=−+

=−−+

−=−+

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

.0,),,2(
1

,

,),,2(
1

,

,0)(
1

,

,)(
1

,

(3)(3)(3)

(3)

rrzzrzrrrrrr

rrrrrr

rrr

rrr

MTMDD
r

D

qMM
r

M

QHH
r

H

pTT
r

T

 (8) 

На границе r = 1 должны выполняться силовые условия: 

0
rr TT = , 0

rr HH = , 0
rr MM = , 0)(

1
, QMM

r
M rrr =−+ ϕ , 

( ) 0(3)0 1
,, rzrzrrrrr MMDD

r
DDD =−−+= ϕ . 

Выразим внутренние обобщенные усилия (3) через перемещения. Для 
этого напряжения в слоях рассматриваемой пластины представим через де-
формации с помощью закона Гука в девиаторно-шаровой форме: 

ij
kk

ij
k

ij s δσ+=σ )()()( ,                                          (9) 

где 
)()( 2 k
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Шаровая и девиаторная части тензора деформаций в (9) будут 
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Компоненты тензора напряжений связаны с деформациями (10) законом 
Гука: 
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где введены обозначения 
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2−=− . 

Используя соотношения (9), (10), (11), выразим обобщенные внутренние 
усилия и моменты через искомые функции w(r), u(r), ψ(r) и ν(r). Подставив 
их в систему дифференциальных уравнений равновесия в усилиях (8), полу-
чим в итоге систему обыкновенных дифференциальных уравнений, описы-
вающую перемещения в круглой трехслойной пластине со сжимаемым 
заполнителем: 
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где коэффициенты ai и дифференциальные операторы L2 (оператор Бессе-

ля), L3 определяются соотношениями: 
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Краевая задача замыкается добавлением к (12) кинематических гранич-
ных условий. При жесткой заделке контура пластины должны выполняться 
условия 

0,ψ ===== rwνwu  при 0rr = . 

При шарнирном опирании контура пластины 
0ψ ===== rMνwu  при 0rr = . 

В случае свободного контура 
0ψ == ν , 0, === rrrr MMT .                             (13) 

Следует отметить, что если в системе (12) положить v(r) ≡ 0, то первые 
три уравнения в ней совпадут с известной системой уравнений равновесия 
для круговой пластины с несжимаемым заполнителем [1–7]. 

Решение краевой задачи. Решение поставленной краевой задачи (12), 
(13) проведем с помощью метода малого параметра. Для этого предположим, 
что функция сжимаемости v(r) мала, и ее на первом шаге можно положить 
равной нулю v(0)(r) ≡0, в первых трех уравнениях системы (12). Затем нужно 
решить полученную систему из этих уравнений. По найденным функциям 
u

(1)(r), ψ(1)(r), w
(1)(r) вычисляются слагаемые в четвертом уравнении (12), в 

которые эти функции входят. После чего получим дифференциальное урав-
нение для нахождения первого приближения функции сжимаемости v(1)(r). В 
дальнейшем для n-го шага приближения имеем следующую итерационную 
систему уравнений: 
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Введем обозначения 
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Итерации при решении системы уравнений (14) принимают вид 
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После однократного интегрирования из третьего уравнения (16) следует 
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Константа интегрирования C1 будет определена далее. 
Используя полученное уравнение и первое из (16), можно исключить из 

второго уравнения этой же системы радиальное перемещение u(n)(r) и прогиб 
w

(n)(r). В результате для нахождения функции ψ(n)(r) следует неоднородное 
модифицированное уравнение Бесселя 
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где  β2 = 2cb3G3 / (b1b3 – b2
2). 
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Соответствующие числовые множители включены в константу интегри-
рования С1. 

Решение полученного уравнения можно представить в виде суммы обще-

го решения соответствующего однородного уравнения )(
0ψ
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и частного ре-
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rψ  неоднородного уравнения (17) 
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причем 
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Решение этого уравнения известно [19]: 
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Здесь I1(βr) – модифицированная функция Бесселя первого порядка, K1(βr) – 
функция Макдональда первого порядка. 

Как известно из теории линейных дифференциальных уравнений второго 
порядка, частное решение уравнения (17) можно получить, используя два 
линейно независимых решения соответствующего однородного уравнения 
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где W – определитель Вронского. В нашем случае 
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Таким образом, частное решение (21) в рассматриваемом случае прини-
мает вид 
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Суммируя (20) и (22), получаем искомое решение для сдвига (19). После 
этого прогиб и радиальное перемещение следуют из оставшихся уравнений 
системы (16). В результате 
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Здесь по формуле 1
2L− , 1

3L−  – линейные интегральные операторы, обрат-

ные дифференциальным операторам, введенным в (12) 
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Вычислив по формулам (15), (23) функцию g
(n)(r) и подставив ее в чет-

вертое уравнение системы (16), получим дифференциальное уравнение с 
известной правой частью для определения искомой функции сжатия v

(n)(r). 
Решение этого уравнения будет следующим: 
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Таким образом, формулы (15), (23) и (25) дают в итерациях решение за-
дачи о деформировании трехслойной круговой упругой пластины со сжи-
маемым заполнителем. 

Заключение. Предложенная в работе методика позволяет рассчитывать 
напряженно-деформированное состояние круговой трехслойной пластины со 
сжимаемым заполнителем при различных нагрузках. 
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DISPLACEMENTS IN THE CIRCULAR THREE-LAYERED PLATE 
WITH A COMPRESSIBLE FILLER 

The problem of symmetric bending of an asymmetrical in thickness three-layered elastic 
plate with a compressible filler is investigated. The Kirchhoff's hypotheses are accepted for 
the thin bearing layers. In a relatively thick filler there were taken into account the transverse 
shear, radial displacements and deflection variable linearly in thickness. The differential equa-
tions of equilibrium in the efforts are obtained using the Lagrange variational method. The 
setting of the boundary value problem in the displacements is given in the cylindrical coordi-
nate system. The analytical solution was obtained in the iterative form. 
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