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корней характеристического уравнения комплексные потенциалы совпадают по форме с (1), а для 

неравных корней  с [2]. Безусловно, входящие в эти формулы коэффициенты определяются через 

известные величины различными соотношениями. Если сравнить представления напряжений и пе-
ремещений через комплексные потенциалы для динамических задач (1) в случае неравных корней и 

с [2] в случае равных корней с соответствующими [3, 4] представлениями для статических задач, то 

из этого сравнения следует, что напряжения 
22Q , 

21Q , 
11Q  и перемещения 

1u  и 
2u  выражаются че-

рез комплексные потенциалы одинаковыми формулами, отличаются лишь выражения для опреде-

ления напряжения 
12Q  (безусловно, входящие в эти формулы коэффициенты определяются через 

известные величины различными соотношениями). 

Для динамических задач комплексные потенциалы использованы в контактных задачах для  

полуплоскости с начальными напряжениями с учетом трения и без него, а также в задачах опреде-
ления реакции на движущуюся нагрузку двухслойного упругого предварительно напряженного  

полупространства.  

И в заключение отметим, что введенные комплексные потенциалы для динамических задач со-

держат в себе ряд ранее известных результатов, которые являются следствием предельных перехо-
дов. Так, полагая в выражениях комплексных потенциалов в случае равных корней для динамиче-

ских задач начальные напряжения равными нулю, получаем комплексные потенциалы в форме 

Л. А. Галина. Если дополнительно положить равной нулю скорость движения штампа, то приходим 
к известным комплексным потенциалам Колосова-Мусхелишвили для статических задач классиче-

ской теории упругости для изотропных несжимаемых тел. Если в динамических комплексных по-

тенциалах для неравных корней определяющего уравнения положить скорость движения штампа и 
начальные напряжения равными нулю, то приходим к известным представлениям С. Г. Лехницкого 

для статических задач классической теории упругости ортотропных несжимаемых тел. 
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Задача о распространении волн Лэмба в упругом слое, взаимодействующем с жидким полупро-

странством, принадлежит к классическим задачам механики. Вместе с тем, являясь задачей, зави-

сящей от многих параметров, она остается изученной недостаточно полно. Обзор работ и анализ 

результатов, полученных в рамках классической теории упругости и модели идеальной сжимаемой 

жидкости, а также с привлечением более общих моделей твердых и жидких сред, приведены в ста-

тье [1]. Значительное прикладное использование акустических волн в строительстве, сейсмологии, 

сейсморазведке и других областях ставит задачу изучения их частотного спектра и дисперсионных 

свойств для различных гидроупругих систем. При этом наиболее важным для практики является 

исследование волновых процессов в широком диапазоне частот, охватывающем как длинноволно-

вую, так и коротковолновую части спектра для толщин упругого слоя соизмеримых с длиной вол-

ны. В настоящей работе для анализа частотного спектра квазилэмбовских мод в системе упругий 

слой – жидкое полупространство используются трехмерные линеаризованные уравнения Эйлера 
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для жидкости и линейные уравнения классической теории упругости для твердого тела. При этом 

предполагается, что жидкость находится в состоянии покоя. В качестве подхода выбраны поста-

новки задач и метод, основанные на применении представлений общих решений уравнений движе-

ния идеальной сжимаемой жидкости и упругого тела, полученные в работах [2–4]. 

В рамках принятых моделей основные соотношения для системы упругое тело – идеальная 

сжимаемая жидкость будут иметь вид 
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Здесь введены следующие обозначения: iu  – компоненты вектора смещений упругого тела u ; 

  – плотность материала упругого слоя;   и   – константы Ляме материала упругого тела; iv  – 

составляющие вектора возмущений скорости жидкости v ; *  и p  – возмущения плотности и дав-

ления в жидкости; 0  и 0a  – плотность и скорость звука в жидкости в состоянии покоя; ijP  и ij  – 

составляющие напряжений, соответственно в жидкости и упругом теле; 1V  и 2V  – объемы занимае-

мые, соответственно упругим телом и жидкостью. 

Равенства (1) описывают поведение изотропного упругого тела. Малые колебания идеальной 

сжимаемой жидкости относительно состояния покоя описывают соотношения (2). 
Указанная задача сводится к решению системы уравнений (1), (2) при следующих граничных 

условиях: 

212 0z h  ; 
222 0z h  ; 

212 0 0z   ; 
2 222 0 22 0z zP   ; 

2 2

2
2 0 0z z

u
v

t
 





.                 (3) 

 

В дальнейшем для решения задачи гидроупругости использовались представления общих реше-
ний для упругих тел и идеальной сжимаемой жидкости, предложенные в работах [2–4]. 

Для анализа распространения возмущений, гармонически изменяющихся во времени, решения 

системы уравнений определялись в классе бегущих волн. При этом решались две задачи Штурма – 
Лиувилля на собственные значения для уравнений движения жидкости и упругого тела, а также 

определялись соответствующие собственные функции. После подстановки решений в граничные 

условия (3) была получена система линейных однородных алгебраических уравнений относительно 
произвольных постоянных. Исходя из условия существования нетривиального решения этой систе-

мы, получено дисперсионное уравнение, которое в дальнейшем решалось численно. При этом рас-

четы проводились для двух гидроупругих систем. Первая состояла из эластичной резины и воды. 

Ее механические параметры выбирались следующими: упругий слой – 1200   кг/м
3
, 

96 10    Па, 
61,2 10    Па; полупространство жидкости – 0 1000   кг/м

3
, 0 1459,5а   м/с, 0 0 sa a c   

= 46,153442, 2

sc    . Этот гидроупругий волновод характеризуется тем, что материал упругого 

слоя (резина) является податливым и мягким. Вторая представляла собой волновод из стали и воды. 

При этом параметры выбирались такими: упругий слой – 7800   кг/м
3
, 

109,26 10    Па, 
107,75 10    Па; жидкость – 0 1000   кг/м

3
, 0 1459,5а   м/с, 0 0 0,463021.sa a c   Этот волновод 

отличается тем, что материал упругого слоя (сталь) относится к разряду жестких. 

Критерий существования квазилэмбовских мод в гидроупругих волноводах. Проведенные 

отдельно расчеты [5] и анализ результатов, полученных в настоящей работе, показал, что соотно-
шение между скоростями волны звука в жидкости и волны Рэлея в твердом теле может служить 

критерием, позволяющим устанавливать возможность существования квазилэмбовских мод высо-

кого порядка в упругом слое, взаимодействующем с полупространством идеальной сжимаемой 

жидкости. 
В случае упругого слоя из податливого материала механические параметры компонентов систе-

мы таковы, что скорость волны звука в жидкости больше скорости квазиповерхностной волны  

Рэлея в твердом слое ( 0 46,153442 0,955318Ra c   ). При таком соотношении, как показано в ра-

боте [5], жидкость не препятствует обмену волновой энергии между поверхностями упругого слоя. 
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Это способствует взаимодействию продольной и сдвиговой волн на поверхностях упругого слоя и 
возникновению в нем полного набора незатухающих квазилэмбовских мод высокого порядка, дис-

персионная картина и частотный спектр которых, несмотря на ряд различий, подобен волновому 

процессу в упругом слое, невзаимодействующем с жидкостью. 
При взаимодействии упругого слоя из жесткого материала с идеальным сжимаемым жидким 

полупространством скорость волны звука в жидкости меньше скорости квазиповерхностной волны 

Рэлея в твердом слое (
0 0,463021 0,923008Ra c   ). В работе [5] установлено, что при таком соот-

ношении между механическими параметрами компонентов системы жидкость препятствует обмену 

волновой энергии между поверхностями упругого слоя. В этом случае в упругом слое не формиру-
ются квазилэмбовские моды высокого порядка. В гидроупругом волноводе возникает лишь одна 

квазиповерхностная волна, которая, распространяясь вдоль границы раздела сред, локализуется в 

приконтактной области жидкости. 
Таким образом, показано, что основным критерием существования нормальных квазилэмбов-

ских волн высокого порядка и распределения низших мод в средах является соотношение между 

величинами скоростей волны звука в полупространстве идеальной сжимаемой жидкости и квазирэ-

леевской волны, распространяющейся вдоль свободной поверхности упругого слоя.  
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Введение. Механические колебательные системы являются наиболее распространёнными схе-

мами технических объектов. В большинстве случаев для анализа их динамического состояния ис-

пользуются типовые параметры оценки, к которым можно отнести скорость, ускорение и смещение 

относительно положения статического равновесия. Однако для оценки динамического состояния 

также могут использоваться реакции связей, возникающие между элементами механических коле-

бательных систем [1–3]. 

Рассмотрение особенностей параметров механических колебательных систем во многом опре-

деляется с учётом детализации представлений о действующих силах. Колебания механических си-

стем при действии одиночного силового или кинематического возмущения достаточно хорошо изу-

чены [4]. Менее проработанными остаются вопросы совместного действия двух возмущений, 

однако в этом направлении имеется некоторый задел [5]. Наличие двух возмущений в системе при-

водит к изменению параметров её динамического состояния, в том числе изменения динамической 

жёскости (введение понятия), приведённых масс и т. д. Основным итогом исследований в назван-

ных направлениях стало развитие метода определения динамических реакций. Более детализиро-

ванно представлено в [6]. 

В предлагаемом докладе рассматривается влияние совместного действия внешних возмущений 

на изменение динамических реакций связей на системе с двумя степенями свободы.  


