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ВВЕДЕНИЕ

Предлагаемое пособие содержит краткий обзор материала раздела «Ки-
нематика» курса теоретической механики. Здесь же приводятся примеры
решения задач и задания для контрольных работ студентов безотрывной
формы обучения. По указанию преподавателя объем контрольной работы
может быть сокращен для студентов отдельных специальностей.

Каждое задание содержит 30 вариантов задач. Студент во всех заданиях
выбирает номер варианта по двум последним цифрам учебного шифра с
использованием таблицы 1. Буква «К» в номере задачи обозначает, что эта
задача относится к разделу «Кинематика».

Перед выполнением каждого задания контрольной работы студент должен
ознакомиться с теорией, опираясь не только на материал, изложенный в посо-
бии, но и на учебники [1–3]. Затем он должен разобрать приведенный пример
решения задачи, а уже после этого приступать к индивидуальному заданию.

Контрольная работа должна быть выполнена в отдельной ученической тет-
ради. На обложке указываются: название кафедры, название дисциплины, номер
работы, фамилия и инициалы студента, учебный шифр, специальность и адрес.

Решение каждой задачи обязательно следует начинать с новой страницы.
Оформление задачи начинают с указания номера и варианта задачи, ее названия,
далее делается чертеж и записывается, что дано и требуется определить (текст
условия задачи полностью не переписывают). Чертеж должен быть выполнен в
соответствии с требованиями инженерной графики с применением чертежных
инструментов, а его размеры должны быть таковы, чтобы позволить ясно пока-
зать все векторы скоростей, ускорений и другие детали. Показывать все эти век-
торы и координатные оси на чертеже, а также указывать единицы измерения
получаемых величин нужно обязательно. Все записи должны быть сделаны
доступным для чтения шрифтом. Решение задач необходимо сопровождать
краткими пояснениями (какие формулы или теоремы применяются, откуда по-
лучаются те или иные результаты и т. д.) и подробно излагать весь ход расчетов.
На каждой странице должны оставляться поля для замечаний рецензента.

Работы, не отвечающие всем перечисленным требованиям, не про-
веряются и возвращаются для переоформления. К работе, предъявляемой
к повторной проверке (если она выполнена в другой тетради), должна обяза-
тельно прилагаться незачтенная работа.

Ко дню экзамена (зачета) работа должна быть защищена у проверяющего
ее преподавателя. При этом все отмеченные рецензентом погрешности
должны быть исправлены.



Таблица 1 – Варианты заданий для выполнения контрольной работы

Варианты заданий Варианты заданий Варианты заданий Варианты заданийУчебный
шифр К-1 К-2 К-3 К-4

Учебный
шифр К-1 К-2 К-3 К-4

Учебный
шифр К-1 К-2 К-3 К-4

Учебный
шифр К-1 К-2 К-3 К-4

01 7 3 16 23 26 24 4 22 28 51 1 7 19 6 76 11 5 19 25
02 26 14 8 18 27 30 22 11 5 52 9 15 26 1 77 24 19 9 17
03 11 27 29 3 28 22 17 3 14 53 4 25 28 27 78 22 29 11 1
04 18 2 17 29 29 8 8 20 24 54 16 2 13 28 79 2 8 15 20
05 22 25 1 10 30 5 19 26 10 55 11 28 30 2 80 15 18 29 10
06 4 16 20 1 31 14 20 13 2 56 6 30 17 24 81 21 26 17 3
07 1 6 14 27 32 9 9 24 16 57 17 26 4 12 82 18 3 12 22
08 14 28 2 8 33 20 23 7 13 58 30 11 22 29 83 26 27 9 12
09 21 11 8 14 34 12 5 16 18 59 14 29 8 4 84 9 25 30 6
10 8 9 15 19 35 7 28 25 30 60 26 17 11 21 85 4 10 13 21
11 16 22 10 2 36 15 14 9 15 61 27 13 5 16 86 16 23 28 5
12 25 12 23 5 37 25 30 4 8 62 30 28 1 7 87 13 1 23 30
13 29 24 7 11 38 2 10 18 22 63 13 24 9 18 88 23 16 6 19
14 15 4 19 22 39 23 24 1 9 64 24 6 30 9 89 6 7 20 16
15 23 20 4 15 40 10 12 14 6 65 7 22 14 25 90 29 13 2 24
16 12 13 24 4 41 17 29 7 19 66 28 26 3 15 91 3 26 21 29
17 19 30 3 23 42 19 16 23 4 67 15 9 12 26 92 17 21 10 25
18 10 7 18 27 43 29 1 19 13 68 12 20 25 3 93 28 22 5 12
19 3 27 12 7 44 6 21 12 11 69 19 8 6 17 94 14 2 26 9
20 9 10 22 13 45 13 6 21 1 70 2 21 21 10 95 5 29 17 4
21 27 5 14 9 46 16 27 2 14 71 3 12 24 8 96 10 17 25 11
22 5 23 16 28 47 21 25 10 3 72 25 19 5 30 97 1 24 15 8
23 13 18 10 6 48 18 11 27 7 73 8 3 18 20 98 27 15 6 20
24 20 1 28 26 49 4 3 15 23 74 20 15 27 5 99 20 30 11 7
25 6 14 27 17 50 11 18 13 26 75 28 4 16 21 00 12 23 29 2
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1 КИНЕМАТИКА ПРОСТОГО ДВИЖЕНИЯ ТОЧКИ
1.1 Некоторые положения теории
1.1.1 Основные понятия кинематики простого движения точки

Под простым понимают движение точки по отношению к выбранной (од-
ной) системе отсчета. При этом для описания движения точки используют
векторный, координатный и естественный способы.

При векторном способе задания движения поло-
жение точки определяется ее радиусом-вектором r ,
проведенным из некоторой точки О, принимаемой за
начало выбранной системы отсчета (рисунок 1.1).
Уравнение, выражающее зависимость радиуса-
вектора точки от времени )(trr 

 , называют зако-
ном движения точки в векторной форме.

Для нахождения положения точки при коорди-
натном способе задания ее движения используют

выражения координат как функций времени, например, x = x(t), y = y(t).
Естественный способ задания движения точки применяется в тех случа-

ях, когда известна ее траектория (траекторией точки называется линия,
описываемая движущейся точкой в пространстве). Чтобы
определить положение точки в пространстве при естест-
венном способе, задаются началом и положительным на-
правлением отсчета дуговой координаты, как это показано
на рисунке 1.2, а в качестве закона движения точки высту-
пает закон изменения дуговой координаты )(tfs  .

Линейная скорость точки характеризует быстроту изменения ее положе-
ния в пространстве. Она определяется соотношением

dt
rd



v .

Вектор линейной скорости точки направляется по касательной к траекто-
рии в сторону движения точки. Следовательно, он показывает направление
движения точки в данный момент времени. Измеряется линейная скорость в
метрах в секунду (м/с).

В свою очередь, линейное ускорение точки характеризует быстроту изме-
нения ее линейной скорости и равно производной по времени от вектора
скорости:

dt
da v



 .

Направление вектора ускорения определяют, как правило, путем геометриче-
ского суммирования его составляющих. Измеряется линейное ускорение в м/с2.

Рисунок 1.1

Рисунок 1.2
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1.1.2 Определение кинематических параметров движения точки
при координатном способе задания ее движения

При исследовании движения точки используются чаще всего декартовы
координаты. В этом случае положение точки в пространстве определяется
выражениями x = x(t), y = y(t), z = z(t) (при изложении теоретического мате-
риала ограничимся случаем движения в плоскости, поэтому уравнение
z = z(t) в дальнейшем опустим). Используя эти уравнения, можно решить
следующие задачи:

– получить уравнение траектории точки;
– определить закон движения точки по траектории;
– найти значение и направление вектора скорости;
– рассчитать значение и определить направление вектора ускорения.
С целью нахождения уравнения траектории необходимо исключить

время из уравнений движения и получить зависимость y = f(x). Часто это уда-
ется сделать, выразив время t из одного уравнения и подставив в другое.
Например, если движение точки описывается уравнениями atx  , 2bty  ,

то получаем
a
xt  ;

2









a
xby .

Для определения скорости точки в декартовых осях используют ее про-
екции на оси координат vx и vy. Они находятся путем дифференцирования
выражений соответствующих координат точки по времени:

dt
dx

x v ;
dt
dy

y v .

Вектор скорости равен геометрической сумме векторов ее проекций:

yvvv x


 .

Поскольку составляющие xv


и yv


перпендикулярны друг другу, то зна-

чение скорости определяется по формуле
22
yx vvv  .                                            (1.1)

Для нахождения скорости при естественном способе задания движения
следует вычислить производную от закона изменения дуговой координаты:

dt
ds

v .                                                    (1.2)

Выражение (1.2) с учетом (1.1) дает возможность получить закон измене-
ния пути, пройденного точкой, от времени:



8

dtdts
t

yx

t

 
0

22

0

vvv .

Линейное ускорение точки, как и линейную скорость, можно представить
в виде суммы составляющих проекций на оси декартовой системы координат:

yx aaa


 .
А проекции ускорения равны первым производным от соответствующих

проекций скоростей по времени:

dt
d

a x
x

v
 ;

dt
d

a y
y

v
 .

Полное ускорение точки вычисляется по формуле
22
yx aaa  .

Выражения проекций линейного ускорения на декартовы оси координат
несут информацию только об изменении осевых составляющих скорости.
Характер изменения вектора скорости определяют проекции вектора ускоре-
ния на естественные оси кривой, по которой движется точка: касательную и
главную нормаль.

Касательное ускорение точки a характеризует быстроту изменения ско-
рости по величине и находится дифференцированием скорости по времени:

dt
da v

 .

Если точка движется с постоянной скоростью, то касательное ускорение
отсутствует.

Вектор a направляется по касательной к траектории. Он сонаправлен с
вектором скорости при ускоренном движении точки и противоположен ему в
случае замедленного движения.

Нормальное ускорение na характеризует быстроту изменения скорости
по направлению. Для его расчета применяется формула




2v
na ,

где  – радиус кривизны траектории.
При движении точки по прямой 0na .
Вектор нормального ускорения na всегда направляется к центру кривиз-

ны траектории, т. е. по главной нормали.
Вектор полного ускорения точки равен геометрической сумме касатель-

ного и нормального ускорений:
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naaa 
  .

На рисунке 1.3 показаны направления векторов скоро-
сти и ускорений точки в случае ее ускоренного движения.
Поскольку касательное и нормальное ускорения взаимно
перпендикулярны, то полное ускорение точки рассчитыва-
ется по формуле

22
naaa   .

Следовательно, полное ускорение точки равно нулю только в случае од-
новременного отсутствия касательной и нормальной составляющих, т. е. при
движении точки по прямой с постоянной скоростью.

1.2 Пример выполнения задачи контрольной работы

Исходные данные: законы изменения координат точки, м,

3
cos21 2 tx 

 ; 1
3

sin2 



ty .

Определить: траекторию точки; положение, скорость, ускорение и ра-
диус кривизны траектории, соответствующие моменту времени 1t =1 c.

Решение
1 Определяем уравнение траектории точки. Для этого исключим из за-

данных уравнений движения время t. Поскольку в заданных выражениях
время является аргументом функций синус и косинус, то воспользуемся из-
вестным тригонометрическим тождеством

1cossin 22  .
В рассматриваемом случае

2
1

3
sin 


 yt ;

2
1

3
cos2 xt 


 .

Поскольку здесь
3
t

 , то 1
3

cos
3

sin 22 



 tt .

Следовательно, 1
2

1
2

1 2










  xy ;   01

2
1 2


 xy .

Окончательно находим 1
2

)1( 2





yx . (1.3)

Таким образом, получено уравнение параболы. Так как 1
3

sin1 



t , то

движение точки происходит не по всей параболе, а по ее участку 31  y .

Рисунок 1.3



10

Для построения траектории составим таблицу значений координат x и y,
м, рассчитанных на основе формулы (1.3) (таблица 2).

Таблица 2 – Координаты точек траектории

y –1 0 1 2 3

x 1 –0,5 –1 –0,5 1

На рисунке 1.4 траектория точки показана сплошной основной линией.

Замечание: для дальнейших построений необходимо, чтобы масштабы по осям были оди-
наковыми.

–2 –1 1 2 3

–2

–1

0

1

2

3

4

xv

v

yv

ya

xa

a

a

na

M1

Рисунок 1.4

2 Определяем координаты движущейся точки М, соответствующие
моменту времени t1. Подставляя значение t1 в заданные уравнения движе-
ния, находим:

5,0
3

cos21 2
1 


x м; 73,21

3
sin21 


y м.

Изображаем на траектории точку М1 с полученными координатами.

Замечание: здесь и далее при расчетах численных значений величин аргумент тригономет-
рических функций следует подставлять в радианах.

3 Определяем линейную скорость точки. Для этого вначале находим за-
коны изменения осевых проекций скорости:
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3
2sin

3
2

3
sin

3
cos

3
4 ttt

dt
dx

x








 



v ;

3
cos

3
2 t

dt
dy

y


v .

Тогда скорость точки

3
cos

3
2sin

3
2

3
cos

9
4

3
2sin

9
4 222

2
2

2
22 tttt
yx











 vvv .

В момент времени 11 t с получаем:

814,1
3

2sin
3

2
1




xv м/с; 047,1
3

cos
3

2
1




yv м/с;

094,2,051,811 22
1 v м/с.

В соответствии с результатами расчетов на рисунке изображаем вектор
скорости. Для этого в выбранном масштабе, например, в 1 см – 1 см/с, из
точки М1 откладываем составляющие вектора скорости xv


и yv


. Затем пу-

тем сложения составляющих получаем вектор скорости v


. При правильных
расчетах и построениях этот вектор должен лежать на касательной к траек-
тории движения, что и получилось на рисунке 1.4.

Замечание: масштаб для построения векторов следует подобрать так, чтобы длина вектора

1v была не менее 2 см.

4 Строим график функции v = f(t). Он изображен на рисунке 1.5. На уча-
стке от начала движения до момента времени t = 0,63 с скорость точки уве-
личивается, следовательно, в этот промежуток времени движение точки ус-
коренное, а на интервале от t = 0,63 с до t = 1,57 с скорость уменьшается,
значит, на нем движение точки замедленное. Далее происходит чередование
этих видов движения.

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

с
м,v

t, c

Рисунок 1.5
0



12

5 Определяем линейное ускорение точки. Для этого находим осевые со-
ставляющие ускорения:

;
3

2cos
9

4
3

2
3

2cos
3

2 2 tt
dt

d
a x

x






v

3
sin

9
2

33
sin

3
2 2 tt

dt
d

a y
y











 





v
.

В момент времени 11 t с

19,2
3

2cos
9

4 2

1



xa м/с2; 90,1

3
sin

9
2 2

1



ya м/с2.

Линейное ускорение точки найдем по формуле 22
yx aaa  :

90,2,90)1(,19)2( 22
1 a м/с2.

Векторы aaa yx


,, изображаем на рисунке, придерживаясь нового мас-
штаба, например в 1 см – 2 м/с2.

6 Вычисляем проекции линейного ускорения точки на естественные оси
координат. Зависимость касательного ускорения от времени имеет вид

3
cos

3
2sin

3
2sin

3
4sin2

9
3

cos
3

2sin2

33
sin

3
cos2

3
2

3
2cos

3
2sin2

3
2

22

2

22 tt

tt

tt

tttt

dt
da

























v .

Теперь определяем касательное ускорение, соответствующее моменту
времени c11 t :

2

22

2
м/с8492

3
1cos

3
12sin

3
12sin

3
14sin2

91
,a 












 .

Знак «минус», получившийся при расчете, показывает, что в рассматри-
ваемый момент времени движение точки является замедленным.

Поскольку 22
naaa   , то нормальное ускорение

,5410,8492,92 2222
1 11

 aaan м/с2.

Изображаем на рисунке векторы касательного и нормального ускорений

11
, naa


 в том же масштабе, в котором ранее изображались векторы ускорений
(в 1 см – 2 м/с2). Вектор касательного ускорения направлен по касательной
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к траектории движения. Поскольку в нашей задаче касательное ускорение
получилось отрицательным, то оно направлено в сторону, противоположную
направлению вектора скорости. Нормальное ускорение направлено перпен-
дикулярно касательному к центру кривизны траектории. Векторная сумма
касательного и нормального ускорений оказалась равна вектору полного ус-
корения, полученного через осевые проекции. Этот факт подтверждает пра-
вильность расчетов.

7 Определим радиус кривизны траектории в точке 1М . Для этого ис-

пользуем формулу



2v

na . Из нее получаем

м07,8
541,0
09,2 22

1
1

1


na
v .

Из описания решения следует, что построение графика с нанесением векторов скоростей и
ускорений позволяет проверить правильность аналитических расчетов. При этом должны вы-
полняться следующие условия:

– точка с координатами 1x , 1y должна попасть на изображенную траекторию;
– вектор скорости 1v , построенный как диагональ прямоугольника со сторонами

1xv и

1yv , должен быть направлен вдоль касательной к траектории в точке с координатами 1x , 1y ;

– векторы ускорений, полученные как диагонали прямоугольников со сторонами
1xa ,

1ya

и
1a ,

1na , должны совпасть.

1.3 Условие задания К-1
Кинематический анализ движения точки в плоскости

На основании исходных данных, приведенных в таблице 3:
1) получить уравнение траектории точки, изобразить в удобном масштабе

траекторию в осях x – y;
2) определить координаты точки x1, y1, соответствующие заданному мо-

менту времени t1, и изобразить точку на траектории;
3) получить законы изменения от времени скорости )(tv и ее составляю-

щих xv (t), )(tyv ; подставить в эти зависимости значение времени 1t и рас-

считать мгновенные значения скорости
1xv ,

1yv , 1v ; изобразить в масштабе
соответствующие векторы на рисунке;

4) построить график v = f(t) и дать характеристику движения точки;
5) получить законы изменения от времени составляющих ускорения ax(t)

и ay(t); подставить в эти зависимости время t1 и рассчитать значения ax1, ay1;
по ним найти полное ускорение точки a1; изобразить в масштабе векторы
этих ускорений на рисунке;
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6) рассчитать касательное и нормальное ускорения точки a и na , соот-
ветствующие моменту времени 1t ; изобразить эти ускорения на рисунке в
таком же масштабе, как и векторы

1xa ,
1ya , 1a ; в случае необходимости

описать причину отсутствия ускорений
1a и

1na ;

7) определить радиус кривизны траектории, соответствующий положе-
нию точки в момент времени 1t .

Таблица 3 – Исходные данные для решения задания К-1

Вариант Законы изменения ко-
ординат, м

Время
t1, с

Вариант Законы изменения ко-
ординат, м

Время
t1, с

1
1

3
cos3

2
3

sin3











ty

tx
4 7

ty
t

x

26
3

4





0

2 ty
tx

2
23 2




1 8
8

6
cos3

3
6

sin2

2

2











ty

tx
7

3
2

3
cos3

3
sin34

2

2









ty

tx
2 9 2sin4

3cos4



ty
tx

4
3

4
1

23
3

3





ty

tx
1 10

2
4

sin4

4
4

cos2











ty

tx
7

5 ty
tx

3
12 2




1 11
3

6
cos5

6
sin51

2

2









ty

tx
2

6
3

4
sin2

4
cos5

2

2









ty

tx
1 12 t

t

ey

ex

2

12




0,4
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Окончание таблицы 3

Вариант Законы изменения ко-
ординат, м

Время
t1, с

Вариант Законы изменения ко-
ординат, м

Время
t1, с

13 2

4

2

32

ty

tx




0,5 22 ty

tx
2sin31
2cos23




16


14 t

t

ey

ex
222

5,1







0,3 23 293

5

ty

tx




0,5

15
3

sin3

4
3

cos2

2

2

ty

tx








3,5 24

25

2
2 


t

t

ey

ex
0,2

16
2

6
cos3

3
6

sin5











ty

tx
1,5 25 t

t

ey

ex
2

2

2

3



0,1

17
3

sin42

1
3

cos4

2

2

ty

tx








2 26

4
4

sin6

3
4

cos6

2

2











ty

tx
1

18
2

3
cos3

4
3

sin4











ty

tx
4 27

22

13
2

2








t

t

ey

ex
0,2

19 272

3

ty

tx




0,3 28

23
2
46






t
y

tx
0

20
1

6
cos5

6
sin52

2

2









ty

tx
2 29 t

t

ey

ex




4

2
0,5

21 t

t

ey

ex
5,02

32







0,5 30 13

2
2 



ty

tx
0,5
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2 ПРОСТЕЙШИЕ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА
2.1 Основные понятия и определения

Простейшими движениями твердого тела являются поступательное дви-
жение и вращение твердого тела вокруг неподвижной оси.

Поступательным называется такое движение твердого тела, при котором
любая прямая, проведенная на теле, остается в течение всего времени дви-
жения параллельной самой себе в первоначальном положении. При поступа-
тельном движении скорости и ускорения всех точек твердого тела в каждый
момент времени одинаковы. Следовательно, определив параметры движения
какой-либо одной его точки, можно описать движение всего тела.

Вращательным называется движение твердого тела, при котором по
крайней мере две его точки в течение всего процесса движения остаются
неподвижными. Линия, соединяющая неподвижные точки тела, называется
осью вращения. Положение вращающегося тела в пространстве определяет
его угол поворота  . Измеряется он в радианах (рад). Зависимость  t ,
характеризующая изменение этого угла в функции от времени, называется
кинематическим уравнением вращательного движения.

Быстроту изменения угла поворота характеризует угловая скорость  .
Она равна первой производной от угла поворота тела по времени:

dt
d

 .

Измеряется угловая скорость в рад/с.
Вектор угловой скорости тела 


имеет модуль, соответствующий значе-

нию угловой скорости  , и направляется по оси вращения в ту сторону, от-
куда вращение тела видно происходящим против хода часовой стрелки.

Для характеристики быстроты изменения угловой скорости во времени
служит угловое ускорение. Оно определяется дифференцированием по вре-
мени выражения угловой скорости тела

2

2

dt
d

dt
d 




 .

Измеряется угловое ускорение в рад/с2.
Вектор углового ускорения вращающегося тела совпадает по направле-

нию с вектором угловой скорости, если вращение ускоренное, и направлен
противоположно ему, если вращение замедленное.

Движущиеся точки вращающегося тела описывают окружности с цен-
трами, находящимися на оси вращения. Их линейные скорости можно опре-
делить из соотношения

hv ,
где h – расстояние от конкретной точки до оси вращения тела.
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Линейное ускорение точки вращающегося тела складывается из касатель-
ного и нормального ускорений

naaa 
  .

Касательное и нормальное ускорения, в свою очередь, определяются по
формулам:

ha  , han
2 .

Полное ускорение точки, находящейся на вращающемся теле,

4222   haaa n .
Для преобразования поступательного движе-

ния во вращательное и наоборот, а также для
изменения характеристик вращательного дви-
жения используются механизмы с зубчатыми,
ременными, цепными и др. передачами. При
зубчатом зацеплении (рисунок 2.1) для выраже-
ния угловой скорости одного из колес через уг-
ловую скорость второго надо использовать ус-
ловие равенства линейных скоростей соприка-
сающихся точек зубьев обоих колес (точек заце-
пления):

21 AA vv  .
Здесь введены индексы А1 и А2 для того, что-

бы указать, какому колесу принадлежит контактирующая точка. Используя
выражение скорости точки вращающегося тела, получаем:

,111
rA v 222

rA v , 2211 rr  .
Аналогичные соотношения справедливы и для цепной (ременной) пере-

дачи.
Часто на практике встречаются ситуации, когда два

колеса вращаются вокруг одной неподвижной оси. Если
при этом они жестко соединены друг с другом, как это
показано на рисунке 2.2, то их угловые скорости одина-
ковы:

21  .
В связи с тем, что между угловыми скоростями колес

зубчатого механизма существует однозначное соответст-
вие, то для характеристики его кинематических свойств
вводят такое понятие, как передаточное отношение. Оно
равно отношению угловой скорости ведущего звена к
угловой скорости ведомого звена.Рисунок 2.2

Рисунок 2.1
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2.2 Образец выполнения задания контрольной работы
Исходные данные: на ри-

сунке 2.3 приведена схема меха-
низма. Радиусы колес: r2 = 8 см,
r3 = 15 см, r4 = 13 см, r5 = 18 см,
r6 = 11 см. Расстояние ОМ = 16 см.
Закон движения ведущего звена
(в см) ts 4cos5,151  .

Определить: угловые скоро-
сти вращающихся тел, скорость и
ускорение точки М в момент вре-
мени t1 = 0,4 с.

Решение
1 Изображаем механизм с учетом заданных размеров. Он показан на ри-

сунке 2.4.

Рисунок 2.4

2 Определяем угловые скорости тел. Движение от звена 1, совершающе-
го поступательное движение, к вращающемуся телу 2 передается с помощью
нити АВ. Линейные скорости точек нити одинаковы, поэтому

21 BA vv  . Ли-
нейную скорость точки A определим с помощью заданного закона движения:

t
dt
ds

4sin61 
1Av (см/с).

Скорость точки В выражается через угловую скорость соотношением
222

rB v .
Таким образом, получаем

224sin6 rt  ;
2

2
4sin6

r
t

 .

Рисунок 2.3
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Колеса 2 и 3 жестко связаны между собой. Поэтому

23  ,
2

3
4sin6

r
t

 .

Связь между телами 3 и 4 осуществляется через точку C. Следовательно,

43 CC vv  ; 333
rC v ; 444

rC v ; 4433 rr  ;
4

3

24

33
4

4sin6
r
r

r
t

r
r




 .

Поскольку колеса 4 и 5 образуют блок, то

45  ,
42

3
5

4sin6
rr

tr
 .

Движение от тела 5 к телу 6 передается с помощью ремня. Поэтому

65 ED vv  ; 555
rD v ; 666

rE v ; 6655 rr  ;
6

5

42

3

6

55
6

4sin6
r
r

rr
tr

r
r




 .

3 Рассчитываем линейную скорость и линейное ускорение точки М. По-
ложение точки М определяется поворотом звена 6. Следовательно, ее линей-
ная скорость

OMM  6v .
Для заданного момента времени t1 = 0,4 c получаем

629,0
11138

)4,04sin(181564sin6

642

153
6 





rrr

trr рад/с;

1,1016629,0 Mv см/с.
Линейное ускорение точки М, находящейся на вращающемся теле 6, оп-

ределяется по формуле
4
6

2
6  OMaM .

Угловое ускорение звена 6 с учетом постоянства радиусов имеет вид

t
rrr
rr

dt
d

4cos4
6

642

536
6 


 .

В момент времени t1 = 0,4 c

0735,0)4,04cos(
24

642

53
6 

rrr
rr

рад/с2;

    44,60735,0629,016 24 Ma см/с2.

По результатам расчетов на схеме (см. рисунок 2.4) нанесены направле-
ния угловых скоростей, углового ускорения звена 6, а также показаны векто-
ры скорости и ускорения точки М.
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2.3 Условие задания К-2.
Преобразование движений в зубчатых, цепных и ременных передачах

Для изображенных на рисунке 2.5 механизмов заданы радиусы колес и
уравнение движения звена 1. Колеса, вращающиеся вокруг общей оси, жест-
ко скреплены между собой. На основании приведенных в таблице 4 исход-
ных данных:

1) изобразить механизм в масштабе с учетом правил инженерной графики;
2) используя закон движения звена 1, последовательно составить условия

передачи движения и получить выражения угловых скоростей каждого вра-
щающегося тела;

3) рассчитать скорость и ускорение выделенной точки М для заданного
момента времени, соответствующие векторы изобразить на рисунке.

Рисунок 2.5

1 2

3 4

5 6



21

Рисунок 2.5 (продолжение)

7 8

9 10

11 12

13 14
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Рисунок 2.5 (продолжение)

15 16

17 18

19 20

21 22
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Рисунок 2.5 (окончание)

23 24

25 26

27 28

29 30



24

Таблица 4 – Исходные данные к заданию К-2

Радиусы колес, смВариант Уравнение движения
звена 1 (s, см; φ, рад) r1 r2 r3 r4 r5

Время
t1, c

1 s1 = 6 t3 – 2 t – 6 8 4 7 1
2 s1 = 2 – 15 t2 – 5 8 4 3 0,5
3 s1 = 4 t3 – t2 – 3 8 6 8 1
4 φ1 = 2 – t3 4 18 4 8 4 1

5 tts 6
3
2 3

1  – 8 3,5 7 6 2

6 s1 = 6 t2 – 4 – 6 3,5 11 6 1,5
7 s1 = 3,5 t4 – 6 3 14 5 1
8 s1 = 6 t2 – 6 – 3 5 8 7 1,5

9 1
3
2 3

1  ts – 8 5 3 7 4

10 φ1 = 5 t – 0,5 t2 4 5 11 12 4 2
11 s1 = 2,5 t2 +0,2 – 4 8 4 11 2,5
12 s1 = 2 t4 – 3 t2 – 4 7 9 4 1,5
13 s1 = 15 t2 – t3 – 3,5 11 5,5 3,5 0,5
14 s1 = 2 – 4,5 t2 – 8 3,5 8 3,5 3
15 s1 = 2,5 t4 – 6 – 8 4 7,5 4,5 1
16 s1 = 24 t2 – t4 – 11 6 15 6 0,5

17 1
3
2 3

1  ts – 11 9 11 3 4

18 s1 = 4 t2 – 4 – 6 14 7 10 3
19 s1 = – 6 t3 + t2 – 4 9 5 8 1
20 s1 = 2 t4 – 3 t – 3,5 10 5 8 1

21 tts 2
4
3 2

1  – 4 8 5 3,5 6

22 φ1 = 0,75 t4 – 3 4 8 6 8 5 1
23 φ1 = 0,5 t4 – 2 t 5 7 11 4 7 0,5
24 s1 = 3 t3 – 1 – 8 3 7 5,5 2
25 s1 = 5 t3 – 2 t – 4 11 10 6 1
26 φ1 = 1,5 t2 – 3 5,5 8,5 13 6 11 2
27 φ1 = 0,5 t3 + t2 5 8 4 8 5 0,5
28 φ1 = 4 – 0,5 t4 3 18 5 3 4 1,5
29 φ1 = 5 t– 2 t2 5 13 7 4 6 2,5
30 s1 = 4 t4 – 3 t2 – 7 5 7 13 1
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3 ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

3.1 Краткие сведения из теории

3.1.1 Представление плоскопараллельного движения в виде
комбинации поступательного и вращательного движения

Плоскопараллельным (плоским) называется
такое движение тела, при котором все его точки
перемещаются в параллельных плоскостях.

На рисунке 3.1 показан ряд положений
стержня AB, совершающего плоскопараллельное
движение в плоскости рисунка. Из представлен-
ной схемы видно, что каждая точка стержня
движется по своей траектории, форма которой
отличается от траекторий иных точек. При этом
в процессе движения происходит поворот тела. Поэтому плоское движение
характеризуется как линейными скоростями отдельных точек тела, так и
угловой скоростью поворота тела.

Плоскопараллельное движение можно представить как результат сложе-
ния двух движений: поступательного вместе с некоторой точкой, принимае-

мой за полюс, и вращательного
вокруг полюса. Как правило, в
качестве полюса выбирается
точка с известными кинематиче-
скими параметрами (траектори-
ей, скоростью, ускорением). На
рисунке 3.2, а показано, как пе-
ремещение отрезка AB из поло-
жения A0B0 в положение A1B1
может быть представлено в виде

последовательности двух перемещений: поступательного вместе с точкой А
и поворота на угол φ вокруг точки А.

Из анализа приведенной схемы движения отрезка следует, что скорость
точки В может быть найдена в виде геометрической суммы векторов скоро-
сти точки A и скорости в движении точки В вокруг точки А (рисунок 3.2, б):

BAAB vvv


 . (3.1)
Поскольку движение точки В вокруг А происходит по дуге окружности

радиуса AB, то вектор BAv


направляется перпендикулярно отрезку АВ в сто-
рону вращения тела вокруг точки А. Численное значение этой скорости рав-
но произведению угловой скорости тела на расстояние ВА:

BABA v .

Рисунок 3.1

Рисунок 3.2
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При решении задач c использованием соотношения (3.1) следует выпол-
нить построение векторов Av


, BAv


и Bv


.После этого искомые скорости

можно определить либо проецированием векторного соотношения (3.1) на
оси координат, либо путем решения геометрической задачи об определении
длин сторон или углов в треугольнике, сторонами которого являются на-
званные векторы.

Из соотношения (3.1) следует теорема, кото-
рая в некоторых случаях позволяет быстро рас-
считать скорость точки, если известно направле-
ние ее вектора: проекции векторов скоростей
любых двух точек абсолютно твердого тела на
прямую, соединяющие эти две точки, равны ме-
жду собой.

Применительно к рисунку 3.3 в соответствии
с этой теоремой можно записать:

 coscos BA vv .

3.1.2  Расчет скоростей при плоскопараллельном движении
с использованием мгновенного центра скоростей

Мгновенным центром скоростей (МЦС) называется точка плоской фигу-
ры, движущейся в своей плоскости, линейная скорость которой в данный
момент времени равна нулю. Эта точка может находиться за пределами пе-
риметра фигуры, но обязательно лежит в одной подвижной
плоскости вместе с фигурой.

Существует два основных варианта определения поло-
жения МЦС, каждый из которых связан с наличием тех или
иных исходных данных.

1 Условием задачи оговорено, что плоская фигура катит-
ся без скольжения по неподвижной поверхности. В этом
случае МЦС находится в точке соприкосновения фигуры с
поверхностью, как это показано на рисунке 3.4.

2 Известны направления векторов скоростей двух
точек плоской фигуры. Тогда для определения поло-
жения МЦС необходимо провести перпендикуляры к
векторам скоростей. Возможны три случая:

а) если векторы скоростей точек плоской фигуры
не параллельны, то точка пересечения перпендикуля-
ров, проведенных к ним, является мгновенным цен-
тром скоростей (рисунок 3.5);

Рисунок 3.3

Рисунок 3.4

Рисунок 3.5
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б) перпендикуляры к векторам скоростей параллель-
ны (рисунок 3.6). Такое их расположение приводит к то-
му, что эти перпендикуляры не пересекаются. Следова-
тельно, отсутствует мгновенный центр вращения. Это
означает, что в данный момент времени отсутствует вра-
щение тела, и оно движется мгновенно поступательно.
Поэтому в данный момент времени скорости всех точек
тела одинаковы, а угловая скорость тела равна нулю;

в) перпендикуляры к векторам скоро-
стей двух точек тела совпадают. В этом
случае мгновенный центр скоростей нахо-
дится на пересечении двух линий: общего
перпендикуляра к векторам скоростей и
отрезка, проведенного через концы этих
векторов, как это показано на рисунке 3.7.

Общим для всех случаев является пер-
пендикулярность вектора скорости любой

точки плоской фигуры по отношению к отрезку, соединяющему его с МЦС.
Это свойство используется также для определения направлений векторов
скоростей при известном положении мгновенного центра скоростей.

Если положение МЦС удалось найти, то скорость любой точки А тела
может быть рассчитана по формуле

APA v ,
где АР – расстояние от точки А до мгновенного центра скоростей Р.

3.1.3 Определение ускорений точек тела, движущегося плоско
Представление плоскопараллельного движения тела в виде комбинации

поступательного движения вместе с полюсом и вращательного вокруг полю-
са приводит к следующему соотношению для расчета ускорений:

n
BABAAB aaaa 

  ,                                        (3.2)
где Aa – ускорение полюса;


BAa , n

BAa – касательное и нормальное ускорения при движении точки В
вокруг полюса А. Расчет этих ускорений
ведется по формулам:

ABaBA  ; ABan
BA  2 .

Вектор 
BAa направляется перпендикулярно АВ в

сторону углового ускорения тела, а вектор n
BAa – от

точки B к точке A, как это показано на рисунке 3.8.
Угловая скорость ω в результате расчета скоро-

Рисунок 3.6

Рисунок 3.7

Рисунок 3.8
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стей является известной. Если расстояние от какой-либо точки до МЦС по-
стоянно в течение всего процесса движения или изменяется по известному
или легко определяемому закону, то угловое ускорение определяют как про-
изводную от угловой скорости тела. Этот прием, в частности, используется
для расчетов угловых ускорений катящихся тел. В иных случаях нахождение
касательных ускорений в движении точек вокруг полюса, а с ними и угло-
вых ускорений тел, осуществляется путем решения векторного уравнения
(3.2). Из-за указанных различий в способах определения углового ускорения
далее приведены два примера решения задания К-3.

В случаях, когда необходимо найти ускорения нескольких точек тела,
движущегося плоско, удобно использовать мгновенный центр ускорений.
Более подробно о его применении можно узнать из литературы [1–3].

3.2 Примеры выполнения задач контрольной работы

Задача 1
Исходные данные (рисунок 3.9):

рад/с11  ; 2
1 рад/с3 ; см101 r ;

AC = 15 см, AB = 20 см.
Определить: угловую скорость и угловое

ускорение блока 2, линейные скорости и линей-
ные ускорения точек В и С.

Решение
1 Выполняем необходимые построения для

изображения векторов скоростей. Поскольку
блок 2 катится без проскальзывания по нерастяжимой нити PD, то его мгно-
венный центр скоростей находится в точке Р, как это показано на рисун-
ке 3.10. В соответствии с условием точка Е колеса 1 движется вниз, поэтому
вниз движется и точка К блока 2. Следовательно, направление ω2 соответст-
вует вращению по ходу часовой стрелки.

Чтобы определить направления векторов ско-
ростей точек В и С, проводим отрезки, соеди-
няющие эти точки с МЦС. Соответствующие век-
торы скоростей направляются перпендикулярно
этим отрезкам в сторону поворота тела по отно-
шению к точке Р.

2 Определяем угловую скорость блока 2 и ли-
нейные скорости точек В и С.

Скорость точки Е, находящейся на вращаю-
щемся теле 1,

11rE v .

Рисунок 3.9

Рисунок 3.10
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Поскольку точки Е и К связаны нерастяжимой нитью, то их линейные
скорости одинаковы

11rE  vvK .
Скорость точки К может быть выражена через угловую скорость ω2 так:

KP 2Kv .
Отсюда

ACAB
r

APAK
r

KP
K








 1111

2
v

.

В заданный момент времени

рад/с286,0
1520

101
2 




 .

Теперь можно определить линейные скорости точек В и С:

см/с15,72015286,0 2222
22  ABPABPBv ;

см/с.43,7)5,0(151521515286,0

120cos2
22

22
22



 ACPAACPACPCv

Здесь расстояние ВР определено из прямоугольного треугольника РАВ по
теореме Пифагора, а длина СР – по теореме косинусов из треугольника РАС.

3 Рассчитываем угловое ускорение тела 2 и линейные ускорения
точек В и С.

При расчете ускорений в качестве полюса следует взять точку, для кото-
рой известна траектория. Из схемы механизма видно, что центр блока (точ-
ка А) движется вдоль вертикальной прямой. Следовательно, у нее отсутству-
ет нормальное ускорение. Для нахождения ее касательного ускорения следу-
ет продифференцировать выражение скорости vA по времени. Эта скорость
может быть найдена по формуле

AP
KP

rAPA
11

2


v .

Поскольку размеры, входящие в это выражение, не меняются в процессе
движения, то при дифференцировании получаем:

2
1

111 см/с12,863
35

1510











KP
APr

dt
d

KP
APr

dt
da A

A
v .

Ускорение точки В теперь можно определить из выражения
n
BABAAB aaaa 

  .                                         (3.3)

Значения составляющих ускорения n
BAa и 

BAa находим по формулам:
222

2 см/с64,120286,0  ABan
BA ,

ABaBA 
2 .
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Для определения углового ускорения ε2 продифференцируем по времени
выражение угловой скорости ω2:

2
1

111112
2 рад/с857,03

35
10











 



KP
r

dt
d

KP
r

KP
r

dt
d

dt
d

.

Тогда
2

2 см/с14,1720857,0  ABaBA .
Поскольку движение тела 1 ускоренное (направ-

ления ω1 и ε1 совпадают), то вращение блока 2 так
же ускоренное. Поэтому направление углового ус-
корения ε2 такое же, как и угловой скорости ω2. По
той же причине вектор ускорения точки А сона-
правлен с ее вектором скорости.

Вектор 
BAa направляется перпендикулярно от-

резку АВ в сторону углового ускорения звена 2, а
вектор n

BAa – от точки В к точке А, как это показано на рисунке 3.11.
Проецируя векторное равенство (3.3) на оси декартовой системы коорди-

нат, получаем:
Аx: 2см/с14,17 

BAxB aa ,

Аy: 2см/с50,1464,186,12   n
BAAyB aaa .

Отсюда полное ускорение точки В
22222 см/с5,225,1414,17  yBxBB aaa .

Расчет ускорения точки С выполняем по аналогичному с точкой B алго-
ритму. В качестве полюса используем, по-прежнему, точку А. Тогда

n
CACAA

n
CACAAC aaaaaaa 

  ;                         (3.4)
2

2 см/с86,1215857,0  ACaCA ;
222

2 см/с23,115286,0  ACan
CA .

Векторы 
CAa и n

CAa направляем по тому же правилу, как и векторы 
BAa

и n
BAa .
Проецируя выражение (3.4) на оси координат, получаем

Аx: 2см/с52,105,023,1866,086,1260cos30cos   n
CACAxC aaa ;

Аy: 2см/с36,20866,023,15,086,1286,1260sin30sin   n
CACAAyC aaaa .

Таким образом,
22222 см/с92,2236,2052,10  yCxCC aaa .

Рисунок 3.11
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Задача 2

Исходные данные: в изображенном на
рисунке 3.12 механизме ОА = 10 см,
СВ = 10 см. В заданном его положении

21  рад/с, 51  рад/с2.
Определить: линейные скорость и уско-

рение точек В и С, угловые скорость и ускоре-
ние звена 2.

Решение
1 Выполняем построения для изображения векторов скоростей. Точка А

находится на вращающемся теле 1. Поэтому она движется по окружности
радиуса ОА, и вектор ее скорости направля-
ется перпендикулярно отрезку ОА в сторону
вращения стержня, как это показано на ри-
сунке 3.13. Точка В движется по прямой ОВ.
Следовательно, вектор ее скорости должен
лежать на этой прямой.

Поскольку известны направления векто-
ров скоростей точек А и В, то определяем
положение МЦС как точки Р пересечения
перпендикуляров к названным векторам ско-
ростей.

Вектор скорости точки А направлен так,
что это соответствует повороту звена АВ по ходу часовой стрелки вокруг
точки Р. По этому направлению изображаем угловую скорость ω2.

Чтобы показать вектор скорости точки С, соединяем ее с мгновенным
центром скоростей (точкой Р). Названный вектор лежит на перпендикуляре
к отрезку РС и направлен в сторону угловой скорости ω2.

2 Определяем линейные скорости точек В и С и угловую скорость звена 2.
Кривошип ОА совершает вращательное движение вокруг оси, перпенди-

кулярной плоскости рисунка, поэтому линейная скорость точки А
201  OAAv см/с.

С другой стороны, точка А принадлежит телу 2, которое в данный момент
времени совершает поворот вокруг точки Р. Следовательно,

APA  2v .                                              (3.5)
Для нахождения угловой скорости ω2 следует определить расстояние АР.

Из треугольника ОАВ (см. рисунок 3.12), используя теорему синусов, полу-
чаем:

)4530180sin(45sin30sin 






OBABOA ;

Рисунок 3.12

Рисунок 3.13
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14,14
5,0
707,010

30sin
45sin









OAAB см;

32,19
5,0
966,010

30sin
105sin









OAOB см.

Из прямоугольного треугольника ОВР (см. рисунок 3.13)

33,27
707,0
32,19

45cos





OBOP см.

Следовательно, 33,171033,27  OAOPAP см.
Тогда из формулы (3.5) следует, что

15,1
33,17

20
2 

AP
Av рад/с.

Используя выражения, аналогичные (3.5), находим линейные скорости
точек В и С:

BPB  2v ; CP 2Cv .
В прямоугольном треугольнике ОВР углы при вершинах О и Р одинако-

вы. Поэтому 32,19 OBBP см. Следовательно,
2,2232,1915,1 Bv см/с.

Для определения расстояния РС применим к треугольнику РСВ теорему
косинусов. Из нее следует, что

74,165,032,1910232,191060cos2 2222  PBBCBPCBPC см.
Тогда окончательно находим

3,1974,1615,1 Cv см/с.
3 Определяем ускорения точек В и С и угловое ускорение звена 2.
Поскольку заданы угловая скорость и угловое ускорение звена 1, то вна-

чале рассчитаем ускорение точки А. Она движется по окружности, поэтому
ее ускорение имеет касательную и нормальную составляющие:

n
AAA aaa 

  . (3.6)
Касательное ускорение точки А

2
1 см/с50105  OAaA .

Оно направляется перпендикулярно
отрезку ОА в сторону углового ускорения
тела, как это показано на рисунке 3.14.

Нормальное ускорение точки А рас-
считывается по формуле

4010222
1  OAan

A см/с2

и направляется от точки А к центру кри-
визны О ее траектории (см. рисунок 3.14).Рисунок 3.14
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Теперь известно ускорение точки А. Ее принимаем за полюс при расчетах
ускорений точек В и С. Причем вначале будем выполнять расчет для точки
В, так как известна траектория ее движения.

Ускорения точек А и В связаны зависимостью
n
BABAAB aaaa 

  .
Точка В движется по прямой, поэтому у нее отсутствует нормальное ус-

корение, а ее полное ускорение Ba равно касательному 
Ba , которое лежит

на прямой ОВ, как это показано на рисунке 3.14.
Тогда с учетом выражения (3.6) приходим к векторному равенству

n
BABA

n
AAB aaaaa 

  .                                    (3.7)

Вектор 
BAa направляется перпендикулярно отрезку АВ в сторону углово-

го ускорения звена 2 (оно выбирается произвольно), а вектор n
BAa – от точки

В к точке А. Значение нормального ускорения

7,1814,1415,1 22
2  ABan

BA см/с2.
Для определения углового ускорения звена АВ и полного ускорения точ-

ки В используем метод проецирования.
Замечание: расстояние от полюса А до МЦС звена АВ с течением времени изменяется. По-

этому применение дифференцирования выражения угловой скорости для определения углового
ускорения звена АВ приведет к весьма громоздким выкладкам.

Проецируя выражение (3.7) на оси координат, получаем

Оx:   60cos30cos45sin45cos BA
n
BAA

n
AB aaaaa ;              (3.8)

Оy:   60sin30sin45cos45sin0 BA
n
BAA

n
A aaaa .                     (3.9)

Из уравнения (3.9) определяем 
BAa :

.см/с7,62
866,0

5,07,18707,050707,040
60sin

30sin45cos45sin

2













n
BAA

n
A

BA
aaaa

Из уравнения (3.8) находим Ba :

.см/с2,225,07,62866,07,18707,050707,040

60cos30cos45sin45cos
2

 
BA

n
BAA

n
AB aaaaa

.

Знак «минус», получившийся при расчете ускорения точки B, показывает,
что его действительное направление противоположно изображенному на
рисунке 3.14.

Поскольку касательное ускорение в движении точки В вокруг А выража-
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ется через угловое ускорение формулой ABaBA 
2 , то

2
2 рад/с43,4

14,14
7,62




AB
aBA .

Теперь находим ускорение точки С. В качестве полюса снова используем
точку А. Тогда ускорение точки С

n
CACA

n
AAC aaaaa 

  .                                  (3.10)
Уже найдено угловое ускорение 2 . Поэтому сейчас можем рассчитать и

касательное, и нормальное ускорения в движении С вокруг А:
34,18)1014,14(43,4)(22  CBABACaCA см/с2;

48,514,415,1 22
2  ACan

CA см/с2.

Векторы 
CAa , n

CAa направляются аналогично векторам 
BAa и n

BAa .
Траектория точки С неизвестна, поэтому удобнее искать проекции ее ус-

корения на оси декартовой системы координат, проецируя выражение (3.10)
на эти оси:

;см/с65,25,034,18866,048,5707,050707,040

60cos30cos45sin45cos:
2

 
CA

n
CAA

n
AxC aaaaaOx

,

.см/с0,45866,034,185,048,5707,050707,040

60sin30sin45cos45sin:
2

 
CA

n
CAA

n
AyC aaaaaOy

.

Тогда полное ускорение точки С

1,454565,2 2222  yCxCC aaa см/с2.

3.3 Условие задания К-3.
Определение скоростей и ускорений при плоском движении тел

На рисунке 3.15 приведены расчетные схемы механизмов, а также исход-
ные данные для выполнения задания. На их основании:

1 Изобразить в масштабе схему механизма, показать на нем векторы ско-
ростей точек В и С со всеми необходимыми построениями и указать направ-
ления вращения звеньев, движущихся непоступательно.

2 По заданной схеме и исходным данным рассчитать линейные скорости
точек В и С и угловые скорости звеньев механизма.

3 Определить линейные ускорения точек В и С и угловые ускорения
звеньев; изобразить на схеме все составляющие линейных ускорений точек и
угловые ускорения звеньев механизма.
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с;1t см;12AB см25AC ;

рад3t

;
с

рад11  ;
с
рад3 21  ;см20OA

см12AC

см;20r см;40AB см25AC

;
с

рад21  ;
с
рад5 21  ;см10OA

см;30AB см;15AC см12h

см;2030 2ttxA  с;3t
см;50AB см20AC

;
с

см70Av ;
с
см120 2Aa

см;25AB см45AC

Рисунок 3.15 (начало)

1 2

3 4

рад;3 2
1 t

с;2t

5 6
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;
с

см20Av ;
с
см30 2Aa

см;50AB см;25BC см40R

;
с

рад41  ;01 

;см10OA BCAC 

;
с

рад31  ;
с
рад4 21  ;см40OB

см;12BC см20R

;
с

рад11  ;
с
рад4 21  см;30AB

см45BC

;
с

рад21  ;
с
рад2 21  ;см25OA

см;35AB см;20BC см30R

см;1050 2ttxA  с;1t
см;25AB см15AC

Рисунок 3.15 (продолжение)

7 8

9 10

11 12
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;
с

см20Av ;
с
см30 2Aa

см;35BD см15CD
см;15 2txA  с;2t

см;10BD см25CD

;
с

рад31  ;
с
рад6 21  ;см15OA

см;25AB см;15BC см20R

;
с

рад31  ;
с
рад7 21  см;151 AO

см;202 BO см;402 AO BCAC 

;
с

рад21  ;
с
рад5 21  см;10r

см;20AB см5AC

;
с

рад21  ;
с
рад2 21  ;см12OA

см;30AB см10BC

Рисунок 3.15 (продолжение)

15 16

17 18

13 14
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рад;28 2
1 tt  с;1t

см;50OA см15AB

;
с

см120Av ;
с
см150 2Aa

см;55AB см30AC

;
с

рад21  ;
с
рад1 21  ;см20OA

см15BC

;
с

рад41  ;
с
рад6 21  ;см10OA

см;30AB см15BC

;
с

рад11  ;
с
рад2 21  ;см25OA

;BCAC  см15R

;
с

см30Av ;
с
см10 2Aa

см;25AB см15AC

Рисунок 3.15 (продолжение)

21 22

23 24

19 20
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;
с

рад21  ;
с
рад5 21  ;см35AB

;см10 ACOA см20R

;
с

рад21  ;
с
рад3 21  ;см20OC

см25 ACABOA

;
с

см50Av ;
с
см30 2Aa

см;35AB см65AC

см;120 2txA  с;3t

см;50BD см25CD

;
с

см40Av ;
с
см20 2Aa

см;30AB BCAC 

;
с

рад21  ;01  ;см15OA

см;20AB см10BC

Рисунок 3.15 (окончание)

25 26

27 28

29 30
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4 КИНЕМАТИКА СЛОЖНОГО ДВИЖЕНИЯ ТОЧКИ

4.1 Основные понятия, определения и формулы

Сложным называется такое движение точки, при котором она участвует
одновременно в нескольких движениях. Представление сложного движения
в виде комбинации простых составляющих часто позволяет получать харак-
теристики этого движения без использования громоздких математических
выкладок.

Примером сложного движения является, например, движение точек лопа-
стей вентилятора, установленного в перемещающемся автомобиле. С одной
стороны, вентилятор движется вместе с автомобилем, а с другой – точки его
лопастей перемещаются по отношению к автомобилю.

Движение тела, любое перемещение которого вызывает перемещение
всех точек рассматриваемой системы, называют переносным. Движение точ-
ки по отношению к телу, задающему переносное движение, называют отно-
сительным. Одновременное осуществление переносного и относительного
движения, наблюдаемое с неподвижной системы отсчета, называют абсо-
лютным движением. При решении большинства технических задач в каче-
стве неподвижной принимают систему отсчета, связанную с Землей.

Таким образом, в приведенном примере переносным является движение
автомобиля, относительным – движение точек лопастей вентилятора относи-
тельно автомобиля, а абсолютным – движение тех же точек относительно
Земли.

Для определения переносной скорости точки следует мысленно остано-
вить относительное движение и искать переносную скорость как скорость
той точки тела, задающего переносное движение, с которой совпадает в дан-
ный момент движущаяся точка. Чтобы найти относительную скорость точки,
нужно мысленно остановить переносное движение и вычислить скорость в
движении точки только по отношению к этому телу. Аналогично определя-
ются переносное и относительное ускорения.

При сложном движении точки выполняется теорема о сложении скоро-
стей, согласно которой абсолютная скорость равна геометрической сумме
переносной и относительной скоростей:

отнперабс vvv


 .                                        (4.1)
Решение задач при этом сводится к построению треугольника или парал-

лелограмма скоростей и определению элементов получающихся геометриче-
ских фигур либо с использованием правил геометрии, либо проецированием
геометрического равенства (4.1) на декартовы оси координат.

Зависимость между ускорениями точки при сложном движении опреде-
ляется теоремой Кориолиса. В соответствии с ней абсолютное ускорение
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точки абсa равно геометрической сумме переносного перa


, относительного

отнa ускорений и ускорения Кориолиса корa


:

коротнперабс aaaa


 .

Если известны траектории точки в переносном и относительном движе-
нии, то соответствующие ускорения целесообразно представлять в виде
сумм касательных и нормальных ускорений. При этом формула (4.1) приоб-
ретает следующий вид:

коротнотнперперабс aaaaaa nn 
  .                         (4.2)

Кориолисово ускорение равно удвоенному векторному произведению
вектора пер


угловой скорости переносного движения на вектор отнv


отно-

сительной скорости точки:

отнперкор 2 v


a .

Его численное значение определяется по формуле

 отнперотнперкор sin2 vv


,a  .                           (4.3)

Из формулы (4.3) следует, что ускорение Кориолиса обращается в нуль,
если равны нулю угловая скорость переносного движения или относитель-
ная скорость, а также если векторы пер


и отнv


параллельны (в последнем

случае вектор отнv


параллелен оси переносного вращения).
Направление ускорения Кориолиса определяется по правилу векторного

перемножения векторов. Вектор кориолисова ускорения корa


направляется

перпендикулярно к плоскости, в которой лежат векторы пер


и отнv


, так,

чтобы векторы пер


, отнv


и корa


образовывали правую тройку.

При решении задач для нахождения направления этого ускорения приме-
няют правило Н. Е. Жуковского: сначала проецируют вектор относительной
скорости отнv


на плоскость, перпендикулярную к оси переносного вращения

(вектору угловой скорости пер


), а затем в этой плоскости поворачивают

найденную проекцию на угол 90 в сторону, указываемую угловой скоро-
стью.

При использовании теоремы о сложении ускорений, описываемой выра-
жением (4.2), как правило, используют метод проекций.
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4.2 Пример решения задачи о сложном движении точки

Исходные данные: трубка AB вращается вокруг вер-
тикальной оси по закону tt 23,0 2  рад (рисунок 4.1).
Точка М движется относительно трубки согласно уравне-
нию 28 ts  (см); R = 12 см, b = 6 см.

Определить: абсолютную скорость и абсолютное ус-
корение точки M в момент времени t1 = 1 с.

Решение
1 Определяем положение точки на траектории, соот-

ветствующее заданному моменту времени. Для этого под-
ставляем значение t в зависимость s(t):

 8188 22
11 ts см.

Найдем угол , который составляет радиус КМ с отрез-
ком AB. Воспользуемся тем, что длина дуги s связана с соответствующим ей
центральным углом  (он показан на рисунке 4.2) соотношением  Rs .
Отсюда

3
2

12
8 





R
s рад.

Таким образом,  = 120°, и радиус KM1 образует в за-
данный момент времени угол 30° с горизонталью. Исходя
из найденного значения, изображаем точку М1 на схеме
(см. рисунок 4.2).

2 Выделяем переносное и относительное движение
точки и находим ее абсолютную скорость. Переносным
движением является вращение трубки вокруг вертикальной
оси, которое описывается законом  = (t), относительным –
движение точки M по отношению к трубке в соответствии
с уравнением s = s(t).

Расчет абсолютной скорости ведем в соответствии с зависимостью

отнабс vvv пер


 .
Для определения переносной скорости предполагаем, что относительное

движение отсутствует, и рассматриваем движение точки M1 вместе с труб-
кой. В этом движении точка движется по окружности радиуса CM1, как это
показано на рисунке 4.3, а. Поскольку переносное движение – вращательное,
то для расчета значения переносной скорости воспользуемся формулой

hперпер v ,
где h – расстояние от точки до оси вращения;

39,16866,012630cos11  KMbCMh см;

Рисунок 4.1

Рисунок 4.2
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пер – угловая скорость переносного вращения,

26,0пер 


 t
dt
d , при t1 = 1 с 4,1216,0

1пер  рад/с.

Угловая скорость получилась отрицательной, поэтому направление
противоположно указанному направлению отсчета угла .

Таким образом,
95,2239,164,1пер v см/с.

Вектор переносной скорости направляем по касательной к окружности ра-
диуса СМ1 в сторону, определяемую угловой скоростью (см. рисунок 4.3, а).

Рисунок 4.3

Чтобы найти относительную скорость, предположим, что отсутствует
вращение трубки, как это показано на рисунке 4.3, б. Значение этой скорости
определим по формуле

t
dt
ds

 16отнv .

В заданный момент времени t1 = 1 с
24,50114,31616 1отн  tv см/с.

Поскольку значение скорости оказалось положительным, то ее вектор
направлен по касательной к дуге АВ в сторону увеличения расстояния s.

Так как векторы перv


и отнv


перпендикулярны друг другу, то для нахож-
дения значения абсолютной скорости воспользуемся теоремой Пифагора:

23,5524,5095,22 222
отн

2
перабс  vvv см/с.

3 Определяем абсолютное ускорение точки M. Для его расчета восполь-
зуемся теоремой Кориолиса, записанной в виде:

коротнотнперперабс aaaaaa nn 
  .                       (4.4)
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Переносное движение вращательное, поэтому расчет ускорений при этом
виде движения выполняем по формулам:

ha перпер  ; han 2
перпер  .

Поскольку

6,0пер
пер 




dt
d

рад/с2,

то при подстановке численных значений получаем:
83,939,166,0пер a см/с2; 12,3239,164,1 2

пер na см/с2.
Угловое ускорение получилось положительным, поэтому его направле-

ние совпадает с направлением отсчета угла поворота. Векторы касательного
и нормального переносного ускорений направляются по касательной к тра-
ектории переносного движения в сторону углового ускорения и к центру
кривизны траектории соответственно, как это показано на рисунке 4.3, а.

В относительном движении происходит перемещение точки по заданной
криволинейной траектории. Поэтому расчет составляющих ускорения вы-
полняем по формулам:

24,5014,31616отн
отн 

dt
d

a
v

см/с2;

34,210
12
24,50 22

отн
2
отн

отн 



R

an vv
см/с2.

Здесь ρ = R – радиус кривизны траектории в отно-
сительном движении.

На рисунке 4.3, б показаны векторы относительно-
го касательного и нормального ускорений. Первый из
них направлен по касательной к траектории относи-
тельного движения в сторону увеличения расстояния
s (так как соответствующее ускорение оказалось по-
ложительным), а второй – к центру кривизны той же
траектории.

Кориолисово ускорение рассчитываем по формуле
 отнпер,отнкор sin2 vv


 перa .

Вектор пер


направлен вдоль оси вращения по
правилу правого винта, как это показано на рисун-
ке 4.4. Тогда ускорение Кориолиса

34,7030sin24,504,12кор a см/с2.
Чтобы найти его направление по правилу Жуков-

ского, проецируем вектор относительной скорости наРисунок 4.4



45

плоскость, перпендикулярную оси переносного вращения. В рассматривае-
мом случае это горизонтальная плоскость, которая видна в натуральную ве-
личину на виде сверху рисунка 4.4. Теперь полученную проекцию поворачи-
ваем на 90° в сторону, указываемую пер . Туда и направлен вектор корa


.

Теперь для расчета значений проекций абсолютного ускорения спроеци-
руем векторы, входящие в формулу (4.4), на оси декартовой системы коор-
динат:

;см/с17,8034,7083,9

:
2

корперабс



  aaaOx x

;см/с39,239866,034,2105,024,5012,32

30cos30sin:
2

отнотнперабс



  nn
y aaaaOy

;см/с66,615,034,210866,024,50

30sin30cos:
2

отнотнабс



  n
z aaaOz

Теперь находим искомое значение абсолютного ускорения точки
22222

абс
2
абс

2
абсабс см/с88,25966,6139,23917,80  zyx aaaa .

4.3 Условие задания К-4.
Определение абсолютной скорости и абсолютного ускорения
при сложном движении точки

Тело вращается относительно неподвижной оси либо движется поступа-
тельно по заданному закону (рисунок 4.5). Относительно этого тела из по-
ложения А в положение В движется точка М, положение которой определя-
ется заданным уравнением. Для заданного момента времени t:

1) определить положение точки на траектории и изобразить его
на рисунке;

2) выделить переносное и относительное движение точки; рассчитать
значения ее переносной и относительной скоростей; показать на рисунке
векторы переносной, относительной и абсолютной скоростей; определить
абсолютную скорость точки;

3) найти составляющие абсолютного ускорения точки и изобразить их на
рисунке; рассчитать численное значение абсолютного ускорения точки.
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  см;3 2πtt    смsin2 πttx  ;

;с3
1t= см15R

  рад
6

2tt 
 ; см4)( 2 tttx 

с1t ; см20l

Рисунок 4.5 (начало)
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c1t

 
4

cos8 tt 
 рад;

2
5)(

2tts 
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см;5R
с1t

  5-10tt  рад;
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  23+5 ttt  рад;

4
5)(

2tts 
 см; c;1=t см5R

  рад;4 2πtt    см;1216 2 tttx 

с;
4
1

t см8R

рад;
3

)(
2tt 

 см;
4

sin12)( ttx 


с;1t см5 lOM

  226 ttt  рад;

2
6

sin4)( 



tts см;

c;1t  30

  24 tt  рад; 38)( 2  tts см;
с5,0t

  рад;3
4 2πtt    см;2cos8 πttx 

c;5,0t= см15R

Рисунок 4.5 (продолжение)
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  ttt 24 2  рад;   23 tts  см;
c;1t см6R

  рад;6
2tπt    см;2216 2 t+ttx 

с;1t см10R

  рад;3 2πt=t   см;sin15 πt=tx

с;
3
1t= см12R

  см;
3

10 2πt=ts   см;
4

sin4 πt=tx

с;1t см10R

  25 ttt  рад; 42)( 2  tts см;
c;2t  60

  37 2  tt рад; 23)( tts  см;
c;1t см6R

Рисунок 4.5 (продолжение)
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  ttt 46 2  рад; 36)( tts  см;
см;6R c;1t  30=

см;
3

16)(
2tts 

 с;5,0t

см;tttx 412)( 2  см8R

рад;
6

)(
2tt 

 см;
3

sin30)( ttx 


с;1t см20 lOM

 
6

sin4 tt 
 рад; ttts 64)( 2  см;

c;1t см310a

  34 ttt  рад; 24)( tts  см;
c;1t см8R

  рад;2

3
2 πtt    см;

2
cos15 πttx 

с;
2
1

t см10R

Рисунок 4.5 (продолжение)

19 20

23 24

2221



50

  12 2  tt рад; 6sin6)( tts  см;

с;1t см4R

  рад;32 tt  см;ttx  sin20)(

с;
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1

t см3R

  232 ttt  рад;

1
3

cos10)( 



tts см;

c;1t см;5R  30=

  246 ttt  рад;

3
6

sin6)( 
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3

2tt 
 ;см

4
sin1040)( ttx 
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Рисунок 4.5 (окончание)
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ПРИЛОЖЕНИЕ А
(справочное)

Программа раздела «Кинематика» курса теоретической механики

1 Предмет кинематики. Пространство и время в классической механике. Относи-
тельность механического движения. Система отсчета. Задачи кинематики. Вектор-
ный, координатный и естественный способы задания движения точки. Траектория
точки. Связь между различными способами задания движения. Скорость точки при
векторном, координатном (декартовы координаты) и естественном способах задания
движения.

2 Ускорение точки при векторном, координатном и естественном способах зада-
ния движения. Касательное и нормальное ускорения точки. Частные случаи движе-
ния точки.

3 Понятие о криволинейных координатах. Скорость и ускорение точки в криво-
линейных ортогональных координатах. Определение скорости и ускорения точки при
задании ее движения в сферических и цилиндрических координатах.

4 Простейшие движения твердого тела. Понятие числа степеней свободы твердо-
го тела. Поступательное движение твердого тела. Теорема о траекториях, скоростях и
ускорениях точек твердого тела при поступательном движении. Вращение твердого
тела вокруг неподвижной оси. Уравнение вращательного движения тела. Угловая
скорость и угловое ускорение тела. Скорость и ускорение точки твердого тела, вра-
щающегося вокруг неподвижной оси. Векторы угловой скорости и углового ускоре-
ния тела. Частные случаи вращения тела. Преобразование простейших движений
твердых тел.

5 Сферическое движение твердого тела. Скорость и ускорение точки тела, совер-
шающего сферическое движение.

6 Кинематика сложного движения точки. Абсолютное и относительное движение
точки; переносное движение. Теорема о сложении скоростей. Теорема Кориолиса о
сложении ускорений; определение кориолисова ускорения.

7 Плоскопараллельное (плоское) движение твердого тела и движение плоской
фигуры в ее плоскости. Уравнения движения плоской фигуры. Разложение движения
плоской фигуры на поступательное вместе с полюсом и вращательное вокруг полюса.
Независимость угловой скорости и углового ускорения фигуры от выбора полюса.
Определение скорости любой точки фигуры как геометрической суммы скорости
полюса и скорости этой точки при вращении фигуры вокруг полюса. Теорема о про-
екциях скоростей двух точек фигуры. Мгновенный центр скоростей; определение с
его помощью скоростей точек плоской фигуры.

8 Определение ускорения любой точки плоской фигуры как геометрической сум-
мы ускорения полюса и ускорения этой точки при вращении фигуры вокруг полюса.
Мгновенный центр ускорений.

9 Сложное движение твердых тел. Сложение вращений тела вокруг пересекаю-
щихся и параллельных осей. Кинематический расчет планетарных механизмов.
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