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ИССЛЕДОВАНИЕ ДВУХСЛОЙНОГО ТЕЧЕНИЯ ПЛЕНОК ВЯЗКИХ ЖИДКОСТЕЙ 

НА ВНУТРЕННЕЙ ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ЦИЛИНДРА 

 
Рассмотрена задача о движении двух слоев вязких несжимаемых жидкостей на поверхности вращающегося с постоянной уг-

ловой скоростью, горизонтально расположенного цилиндра в поле сил инерции, поверхностного натяжения и тяжести. Получена 

система уравнений, представляющая собой полную постановку плоской задачи. Исследован случай плоского установившегося 

движения двух несмешивающихся слоев вязкой жидкости на внутренней поверхности горизонтального вращающегося цилиндра 

в поле тяжести при умеренном вращении цилиндра. Результаты исследований могут быть применены в вопросах выбора опти-

мальных режимов вращения цилиндров при центробежном литье металлов. 

 

Введение. При исследовании процессов центробеж-

ного литья металлов  актуальной является  гидродина-

мическая задача о движении слоя вязкой жидкости на 

внутренней поверхности вращающегося цилиндра 

[1, 2]. Экспериментальные исследования данного вида 

течения проведены в [6], а исследования слоя на внеш-

ней поверхности вращающегося цилиндра – в работах 

[3, 5, 7]. Случай плоского установившегося движения 

одного слоя вязкой жидкости на внутренней поверхно-

сти горизонтального вращающегося цилиндра в поле 

тяжести при умеренном вращении цилиндра рассмотрен 

в [4, 5]. При центробежном литье металлов необходимо 

добиться полнейшего отсутствия неровностей, бугорков 

жидкости на цилиндрической поверхности. При этом 

требуется выбрать оптимальную скорость вращения 

цилиндра, чтобы избежать, с одной стороны, возможно-

сти перетекания жидкости, а с другой – появления зна-

чительных возмущений поверхности слоя. При центро-

бежном методе литья расплав заливают в металличе-

скую форму, вращающуюся с довольной высокой ско-

ростью. Под действием центробежной силы расплав 

распределяется по внутренней поверхности формы и, 

кристаллизуясь, образует плотную отливку. 

Постановка плоской задачи. Рассмотрим случай 

плоского возмущенного движения в неподвижной по-

лярной системе координат θ,,O y , в которой ось y 

направлена по радиусу. 

Движение жидкости описывается уравнениями На-

вье – Стокса, неразрывности и неизвестной свободной 

поверхности. Обезразмеренные по радиусу цилиндра 

R0, угловой скорости его вращения 0ω  и плотности 

жидкости 1ρ  они имеют вид 
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где .ρ/ρ,1;2,1 2121 === kki  

 Сформулируем граничные условия. Условие прили-

пания на поверхности цилиндра: 

.1,0,1 11 === wvy
 

(5) 

Условие равенства скоростей на границе раздела 

слоев ( )thy ,1 θ= : 

( ) .,,,θ 21211 wwvvthy ===
 

 (6) 

Условие равенства касательных напряжений при 

( )thy ,1 θ= : 
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Условие отсутствия вязкого взаимодействия с окру-

жающей средой на свободной поверхности слоя 

( )thy ,2 θ= : 
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Условие непрерывности нормальных напряжений на 

свободной поверхности ( )thy ,2 θ= : 

×






















θ∂

∂
++−=

−

−

1
2

2

2

1

22

2

1
12

2

2

h

y
Repp

RWe
a

s

 



 

335 

.
11

1
12

11

22

2

2

2

1
2

2

2

1

2

22222









+

θ∂

∂









θ∂

∂
×

×






















θ∂

∂
++

+






















θ∂

∂
+−

∂

∂

θ∂

∂
−

∂

∂
×

−

−

y

vw

y

h

y

h

y
Re

v

yy

w

y

wh

yy

v

 

(9)

 

Условие, выражающее скачок нормальных напряже-

ний на свободной поверхности слоя ( ),,1 thy θ=
 
вызван-

ный действием капиллярных сил: 
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В момент времени 0=t  задаются начальные усло-

вия − начальные формы свободных поверхностей и 

начальное распределение скоростей: 
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Кроме того, vi, vi0, wi, wi0, hi, hi0, pi – 2π – периодич-

ные по углу θ функции, а vi0, wi0 удовлетворяют уравне-

ниям неразрывности (3). 

В уравнениях (1)–(11) vi, wi, – соответственно ради-

альные и трансверсальные составляющие скоростей, pi – 

давление в слоях жидкостей, pa – давление невозму-

щенной окружающей среды. Оператор Лапласа ∆ и 

средние кривизны поверхностей 
isR2  в полярных ко-

ординатах имеют следующий вид: 
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Начально-краевая задача с неизвестными свободны-

ми поверхностями ( )thy i ,θ= , (1)–(12) содержит без-

размерные параметры – числа Рейнольдса 

ii RRe νω= 0

2

0 , Фруда gRFr
2

00ω=  и Вебера 

.
2

0

3

01 ii RWe σωρ=  Здесь νi – коэффициенты кинемати-

ческих вязкостей, g – ускорение силы тяжести, σi – ко-

эффициенты поверхностного натяжения жидкостей. 

Уравнения (1)–(12) представляют собой полную по-

становку задачи о движении двух несмешивающихся 

плоских слоев вязких жидкостей на внутренней поверх-

ности горизонтально расположенного цилиндра, вра-

щающегося с постоянной угловой скоростью с неиз-

вестными свободными поверхностями. 

Задача достаточно сложна ввиду ее нелинейности, вы-

рожденности уравнений и наличия неизвестных границ. 

Решение стационарной задачи о движении двух 

тонких, плоских слоев несмешивающихся вязких 

жидкостей. Рассмотрим случай плоского установивше-

гося движения двух несмешивающихся слоев вязкой 

жидкости на внутренней поверхности горизонтального 

вращающегося цилиндра в поле тяжести при умеренном 

вращении цилиндра, когда .0),,( =θ= vyww  Тогда, пре-

небрегая инерционными членами уравнений Навье – 

Стокса и поверхностными силами из (1)–(3), получаем 

уравнения 
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в которых числа γi = ReiFr-1, 2,1=i  являются безраз-

мерными параметрами задачи. Соотношения (5)–(8) 

примут вид 
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Решая систему уравнений (13)–(17), находим скоро-

сти движения слоев жидкости ( )θ,ywi : 
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В соотношениях (19)–(20) µi – коэффициенты дина-

мических вязкостей жидкостей. 

Далее найдем потоки жидкостей через поперечные 

сечения слоев, взяв интегралы от скоростей движения в 

пределах слоев вдоль по радиусу цилиндра: 
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В итоге для потоков жидкостей получаем следую-

щие выражения: 
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Для отыскания решения вводятся условия постоян-

ства потока: 

( ) ,constii QQ =θ  (24) 

где constiQ  – постоянные потоки, которые можно найти 

по  следующим формулам: 

 ∫=
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const1

const1h

ydyQ ,   (25) 
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const2

h

h

ydyQ . (26) 

Здесь hiconst – константы, задающие средние значения 

hi(θ), которые будут получены при решении (далее для 

решения примем h1const = 0,98, h2const = 0,96). 

Введем значения толщин слоев δi(θ) = 1–hi(θ) и ампли-

туд возмущенных поверхностей слоев Ai = maxθ∈[0,2π] × 

× hi(θ) – minθ∈[0,2π]hi(θ). 

Для того чтобы задача имела стационарное решение, 

должны выполняться условия: 

1
2

<<δγ
isi . (27) 

Из условия можно заметить, что для получения ре-

шений для больших толщин слоев нужны достаточно 

малые числа γi, т.е. потребуются либо жидкости с до-

статочно большой кинематической вязкостью, либо 

большая скорость вращения цилиндра. 

Для нахождения форм свободных поверхностей 

найдем значения hi для различных значений угла θ, для 

этого решим относительно hi систему уравнений (24). 

В таблице 1 приведены решения задачи для некото-

рых значений углов θ для различных чисел γi. 

 

Таблица 1 – Решение задачи для различных γi 

 

 

Можно заметить, что hi принимают свои максималь-

ные значения при θ = π, а минимальные – при 

θ = 0 и θ = 2π. В таблице 2 приведены максимальные и 

минимальные значения hi, а также значения амплитуд Ai 

движения слоев для разных чисел γi. 

Из таблицы 2 следует, что с уменьшением чисел γi 

амплитуды возмущений становятся меньше и толщины 

слоев приближаются к постоянным значениям. 

На рисунках 1–4 графически показана зависимость 

толщин слоев δi от угла θ для определенных значений γi. 
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Таблица 2 – Амплитуды возмущений и экстремумы hi 

γi 
γ1 = 277,3 

γ2 = 388,2 

γ1 = 189,5 

γ2 = 265,3 

γ1 = 142,1 

γ2 = 198,9 

γ1 = 71,1 

γ2 = 99,5 

h1max 0,98127 0,980926 0,980722 0,980385 

h1min 0,977102 0,978543 0,979 0,97955 

A1 0,004169 0,002384 0,001722 0,000835 

h2max 0,964045 0,963012 0,962379 0,961296 

h2min 0,945628 0,954236 0,956228 0,958384 

A2 0,018418 0,008777 0,006151 0,002913 
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Рисунок 1– Зависимость толщин слоев от θ для γ1 = 277,3; 

γ2 = 388,2: δ1 – сплошная линия, δ2 – пунктирная линия 
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Рисунок 2 – Зависимость толщин слоев от θ для γ1 = 189,5; 

γ2 = 265,3: δ1 – сплошная линия, δ2 – пунктирная линия 
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Рисунок 3 – Зависимость толщин слоев от θ для γ1 = 142,1; 

γ2 = 198,9: δ1 – сплошная линия, δ2 – пунктирная линия 

 

Приведенные выше изображения дают наглядное 

представление того факта, что с уменьшением чисел γi 

уменьшается возмущение свободных поверхностей сло-

ев, а возмущение поверхности второго слоя больше 

возмущения поверхности первого слоя вследствие того, 

что γ2 > γ1. Также стоит отметить, что графики функций 

δ1 и δ2 симметричны относительно прямой θ = π. 
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Рисунок 4 – Зависимость толщин слоев от θ для γ1 = 71,1; 
γ2 = 99,5: δ1 – сплошная линия, δ2 – пунктирная линия 

 

Заключение. Получена система уравнений движе-

нии двух слоев вязких несжимаемых жидкостей на 

внутренней поверхности вращающегося с постоянной 

угловой скоростью, горизонтально расположенного 

цилиндра в поле сил инерции, поверхностного натяже-

ния и тяжести. В случае плоского установившегося 

движения двух несмешивающихся слоев вязкой жидко-

сти в поле тяжести при умеренном вращении цилиндра 

найдены поля скоростей и определены виды поверхно-

стей слоев раздела двух жидкостей и свободной по-

верхности слоя в зависимости от толщин слоев, угловой 

скорости вращения и физических свойств жидкостей. 

Результаты исследований могут быть применены в во-

просах выбора оптимальных режимов вращения цилин-

дров при центробежном литье металлов. 
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P. N. Konon, A. I. Ermolenko. Study two-layer flow films viscous liquids on the inner surface of the rotating cylinder. 
The paper considers the problem of motion of two layers of viscous incompressible fluids on the surface of rotating at a constant an-

gular velocity, horizontal cylinder in the forces of inertia, surface tension and gravity. A system of equations is a complete statement of 

the plane problem. The case of a flat steady motion of two immiscible viscous fluid layers on the inner surface of the horizontal rotating 

cylinder in the gravity field at a moderate rotation of the cylinder. The research results can be applied in the selection of optimal regimes 

of rotation of cylinders in centrifugal casting of metals. 


