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МОДЕЛИРОВАНИЕ НДС СЕЧЕНИЯ ТОРМОЗНОГО БАРАБАНА С ПОМОЩЬЮ РЕШЕНИЯ 

СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРУГОГО КОЛЬЦА 

 
Смешанные задачи для кольцевых областей с нулевыми главными векторами сил, приложенных к границам, являются моде-

лями сечений различных конструкций тормозных барабанов. Ограничение перемещений на внешней границе кольца указывает 

на использование усиливающих конструктивных элементов и позволяет принять во внимание при расчете напряженного состо-

яния сечения технологическую неточность их изготовления и монтажа. Решение смешанной задачи для кольца с заданными 

напряжениями на внутренней и перемещениями на внешней границах осталось без внимания в научной литературе. Предпола-

гается, что на внутренней границе напряжения и на внешней границе перемещения представлены в виде разложений в ряды 

Фурье. Кроме того, демонстрируется удобство применения системы компьютерной алгебры Mathematica, позволяющей строить 

распределения  напряжений с помощью комплекснозначных потенциалов, без предварительного выделения вещественной и 

мнимой частей. 

 

Введение. Смешанные задачи для кольцевых обла-

стей с нулевыми главными векторами сил, приложен-

ных к границам, являются моделями сечений различных 

конструкций тормозных барабанов. Ограничение пере-

мещений на внешней границе кольца указывает на ис-

пользование усиливающих конструктивных элементов 

и позволяет принять во внимание технологическую не-

точность их изготовления и монтажа. 

Отметим, что решение смешанной задачи для кольца 

с заданными напряжениями на внутренней и перемеще-

ниями на внешней границах осталось без внимания в 

научной литературе. Настоящая статья призвана вос-

полнить этот пробел. Демонстрируется общая методика, 

разработанная авторами для решения краевых задач для 

круговых областей. Она отличается от метода решения, 

предложенного Н. И. Мусхелишвили, изложенного им в 

фундаментальной монографии [1]. 

Хотя предлагаемый авторами метод выглядит из-

лишне громоздким, однако является единственно воз-

можным для решения поставленной задачи, т.к. подход 

Н. И. Мусхелишвили, примененный им при решении 

первой основной задачи для кольца [1], хотя и выглядит 

простым и эффективным, однако верен только в част-

ном случае. Так, полученная им система уравнений [1, 

с. 209, формула (6)] имеет три неизвестные при двух 

разрешающих уравнениях. Далее по тексту при преоб-

разованиях одна из неизвестных теряется, что свиде-

тельствует о неприменимости решения в общем случае. 

Общие формулы Колосова – Мусхелишвили. Для 

упругого кольца формулы в декартовых координатах 

имеют вид [1, 2] 

( ) ( )[ ]zzyyxx ϕ′+ϕ′=σ+σ 2 ;  (1) 

( ) ( )[ ]zzzi xyxxyy ψ′+ϕ ′′=σ+σ−σ 22 ; (2) 

( ) ( ) ( ) ( )zzzziuu yx ψ−ϕ′−κϕ=+µ2 , (3) 

где ( )zϕ , ( )zψ  – функции, голоморфные в области 

кольца с внутренним радиусом 1R  и внешним радиусом 

2R  (рисунок 1); 
( )ν+

=µ
12

E
, E  – модуль упругости; 

ν  – коэффициент Пуассона; κ  – константа, определяе-

мая видом напряженного состояния: ν−=κ 43  – при 

плоской деформации, ( ) ( )ν+ν−=κ 13  – при плоском 

напряженном состоянии. 

В полярной системе координат для напряжений rrσ , 

θσ r  можно получить уравнение [1] 

( ) ( ) ( ) ( )z
z

z
zzzzi rrr ψ′⋅−ϕ ′′−ϕ′+ϕ′=σ−σ θ . (4) 

 

 
Рисунок 1 – Кольцо под действием самоуравновешивающего-

ся внутреннего нормального напряжения ( )1
,

rr
Rσ θ  и внешнего 

нормального перемещения ( )2
,

r
u R θ  (

1
R  – внутренний ради-

ус кольца, 
2

R  – внешний радиус кольца) 

 

Учитывая, что на внутренней ( 1=n ) и внешней ( 2=n ) 

границах nL  кольца (где [ ]( )π∈θ== θ
2,0;2,1neRL

i
nn ) 

действуют самоуравновешивающиеся нагрузки (т.е. 
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( ) 0, ,, =nynx FF , где nynx FF ,, ,  – проекции главных векторов 

сил приложенных к внутренней радиуса 1R  и внешней ра-

диуса 2R  границам кольца), потенциалы ( )zϕ , ( )zψ  при-

обретают вид [1, 2] 
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где 1,ka , 2,ka , 1,kb , 2,kb  – в общем случае комплексные 

числа, выбираемые исходя из краевых условий (см. ри-

сунок 1). 

Воспользуемся формулами, связывающими компо-

ненты перемещений ( )θuur ,  в полярной системе коор-

динат с перемещениями в декартовой системе коорди-

нат ( )yx uu ,  [1]: 

( ) θ−
θ +=+

i
yxr eiuuiuu .  (7) 

При решении смешанной задачи в указанной выше 

постановке для областей с круговой границей исполь-

зуются краевые условия для ( )θσ=σ
=

,1
1

RrrRrrr , 

( )θσ=σ θ=θ ,1
2

RrRrr , а также ( )θ=
=

,2
2

Ruu rRrr , 

( )θ= θ=θ ,2
2

Ruu
Rr

. 

Будем полагать, что на внутренней границе кольца 

для ( )θσ ,1Rrr  справедливо следующее равенство: 

( ) ( ) ( )( )∑
∞

=

θ+θ+=θσ
1

0
1 sincos

2
,

j

jjrr jBjA
A

R ,  (8) 

где jA , jB  ( ∞= ,1j ) – вещественные коэффициенты 

рядов Фурье, для которых выполнены условия 

( ) ( )

( ) ( ) .,1,sin,
1

;,0,cos,
1

1

1

∞=θθθσ
π

=

∞=θθθσ
π

=

∫

∫
π

π−

π

π−

jdjRB

jdjRA

rrj

rrj

 (9) 

Простейшим и наиболее часто встречающимся усло-

вием для ( )θσ θ ,1Rr  является уравнение 

( ) 0,1 =θσ θ Rr . (10) 

 Наиболее общим условием для ( )θ,2Rur , является 

его задание на границах кольца с помощью двух раз-

личных рядов Фурье: 

( ) ( ) ( )( )∑
∞

=

θ+θ+=θ
1

**
*
0

2 sincos
2

,
j

jjr jBjA
A

Ru , (11) 

где 
*
jA , 

*
jB  – вещественные коэффициенты рядов 

Фурье, для которых выполнены условия 

( ) ( ) ,,0,cos,
1

2
*

∞=θθθ
π

= ∫
π

π−

jdjRuA rj  

( ) ( ) .,0,sin,
1

2
*

∞=θθθ
π

= ∫
π

π−

jdjRuB rj  (12) 

Наиболее простым и широко распространенным 

условием на ( )θθ ,2Ru  является уравнение, означающее 

сцепление границ кольца с границами круга, внедряе-

мого внутрь кольца (для внутренней границы кольца), и 

отверстия, в которое вставляется кольцо (для внешней 

границы кольца): 

( ) 0,2 =θθ Ru .   (13) 

Подставляя (5) в (4) и (5) в (3), а затем в (7), получаем: 
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(14)

 

Выполнив замену 
θ= i

rez  и перейдя на внутреннюю 

или внешнюю границу кольца при nRr = , получаем 

( 2,1=n ): 
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Разделяя вещественную и мнимую части в преды-

дущих равенствах и используя краевые условия (8), 

(10), (11) и (13), получаем: 
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Подставляя вещественную и мнимую части коэффи-

циентов 1,ka , 2,ka , 1,kb , 2,kb  в (15) и (16), далее получа-

ем вещественные уравнения, разделяя на части соответ-

ствующие системе )cos( θm  и )sin( θm : 
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Из (19) и (20) очевидно, что если 0
*

== jj BB , т.е. 

( )θσ ,1Rrr  и ( )θ,2Rur  – четные функции аргумента θ , 

то все мнимые части коэффициентов nka ,  и nkb ,  будут 

равны нулю, т.е. ( ) ( ) 0ImIm ,, == nknk ba  и достаточно 

определить вещественные части упомянутых коэффи-

циентов с помощью двух систем (17) и (18). 

(18) 
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Далее будем решать поставленную задачу, исполь-

зуя только (17), (18)  и, соответственно, гипотезу о чет-

ности ( )θσ ,1Rrr  и ( )θ,2Rur . Для констант из (17), (18) 

можно получить следующие уравнения: 

( ) .
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1,12
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b
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a µ=−−κ=+  (21) 

Для функций аргумента θ  из (17), (18) можно полу-

чить две системы: 
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которые автоматически удовлетворяются при условии, 

что 0
*
11 == AA . 

Рассмотрим более детально напряженное состояние 

на контуре (при 21 RRr ∧= ), которое определяет веще-

ственные коэффициенты 1,2a  2,2b  (остальные nka ,  и 

nkb ,  будут равны нулю). Из (4) и (5) можно получить 
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Подставляя (15) в (6), получаем 
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Из (24) очевидно, что величины 1,2a , 2,2b  опреде-

ляют величины главных векторов сил, приложенных к 

границам кольца в случае четности ( )θ,nr Ru  относи-

тельно аргумента θ  (т.е. при 0
*

== jj BB ), а следова-

тельно [с учетом (22)], для самоуравновешивающегося 

случая достаточно, чтобы 0
*
11 == AA  в разложениях 

напряжений ( )θσ ,1Rrr  и перемещений ( )θ,2Rur  на гра-

ницах кольца в ряд Фурье. 

Очевидно, что в случае, когда 0
*

== jj BB , для 

функций аргумента θk  (где 2≥k  – произвольное целое 

число) из (17), (18) можно получить систему уравнений: 
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Таким образом, из (21), (22), (25)–(28) получаем зна-

чения коэффициентов nka ,  и nkb ,  потенциалов (5) с 

условием, что 0
*

== jj BB  в (8) и (11). Для коэффици-

ентов 1,ka  справедливы следующие равенства: 
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Далее для коэффициентов 2,ka  ( 1≥k ) получаем уравнения: 
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Коэффициенты 1,kb  при 1≥k  определяются следу-

ющими выражениями: 
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Рассмотрим коэффициенты 2,kb : 
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Для коэффициентов 2,kb  ( 3≥k ) получаем уравнения: 
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Для проведения численного эксперимента зададим 

распределение радиальных напряжений ( )θσ ,1Rrr  на 

внутренней поверхности кольца и радиальных переме-

щений ( )θ,2Rur  на внешней границе кольца с помощью 

отрезка ряда Фурье, приближающего гипотрохоиду [1]: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ),1cos21,

;1cos21,

22
2

22

11

2

11

θ+++=θ

θ+++Σ=θσ

mllURu

mllR

r

rr
 (29) 

где U  и Σ  – произвольные нормирующие множители; 

nm  – целое число; l ( nn ml 10 ≤≤ ) – вещественная 

константа. 

Коэффициенты jA  и 
*
jA  ( 5,0=j ) вычисляются 

численно при подстановке конкретных значений U  и 

Σ , nm  и nl  в (31), а затем полученного выражения в (9) 

и (12) (рисунки 2, 3). 
 

 
 

Рисунок 2 – Распределение модуля нормальных радиальных 

напряжений ( )θσ ,1Rrr  на внутренней границе кольца, прибли-

женного в смысле отрезка ряда (8) для 5,0=j  с вычисленными по 

(9) коэффициентами jA  ( Па107−=Σ , 11 =m , 11 =l ) 

 

Вычисленные коэффициенты jA  и 
*
jA  ( 5,0=j ) 

подставляются в уравнения, определяющие коэффици-

енты nka ,  и nkb , , далее полученные значения применя-

ются в (5) и с помощью (1), (2) и (4) можно получить 

распределение напряжений в кольце (рисунок 4). 

Заключение. В настоящей статье впервые поставле-

на и решена смешанная задача для кольца с заданными 

напряжениями на внутренней границе и перемещения-

ми на внешней. 

Предполагается, что на внутренней границе напря-

жения и на внешней границе перемещения представле-

ны в виде разложений в ряды Фурье. 

Кроме того, демонстрируется удобство применения 

системы компьютерной алгебры Mathematica, позволя-

ющей строить распределения  напряжений с помощью 

комплекснозначных потенциалов, без предварительного 

выделения вещественной и мнимой частей. 

 
 

Рисунок 3 – Распределение радиальных перемещений 

( )θ,2Rur  внешней границы кольца, приближенных в смысле 

отрезка ряда (11) для 5,0=j  с вычисленными по (12) коэф-

фициентами 
*
jA  ( м10 7−=U , 32 =m , 312 =l ) 

 

 
Рисунок 4 – Распределение нормальных напряжений θσr  в 

кольце ( м 2,01 =R  и м 22,02 =R  при заданных нормальных 

напряжениях ( )θσ ,1Rrr  на внутренней границе кольца и пере-

мещениях ( )θ,2Rur , на внешней границе кольца при 

Па710−=Σ , м10 7−=U , 11 =m , 32 =m , 
nn ml 1= ) 
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