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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ СИСТЕМЫ РОЛИК / ВАЛ 

С УЧЕТОМ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И ТЕПЛА, ВЫДЕЛИВШЕГОСЯ ПРИ ТРЕНИИ 

 
Изучается напряженно-деформированное состояние, возникающее в области контакта двух твердых тел при действии кон-

тактного давления и температуры, вызванной трением между контактирующими телами. Рассмотрена пара трения качения «ро-

лик / вал», работающая во многоцикловом режиме. Получено распределение температуры в системе, вызванное выделением 

тепла при трении вала и ролика. Рассчитано пространственное напряженное состояние системы при совместном действии кон-

тактного давления и температуры. Результаты расчетов показали значительное изменение распределения напряжений в области 

контакта за счет действии тепловой нагрузки. 

 

Введение. Задача исследования контактного 

взаимодействия с трением имеет большое практическое 

значение в таких областях, как машиностроение и 

транспорт (зубчатые передачи, подшипники, система 

колесо / рельс). Весьма важным является также учет 

температурных эффектов, возникающих вследствие 

трения. Данной теме посвящено достаточно много работ. 

В работах [1, 2] изложены методы расчета напряженно-

деформированного состояния контактирующих тел, учи-

тывающих тепловыделение от трения. Задачи рассматри-

ваются в плоской постановке. В работе [3] рассматривается 

трехмерная задача о напряженно-деформированном состоянии 

при качении шара по полупространству, учитывающая 

тепловыделение. Более подробный анализ работ, 

посвященных данной тематике, приведен в [4]. Настоящая 

работа посвящена оценке влияния тепла, выделяющегося 

при многоцикловом трении в паре ролик / вал, на 

напряженно-деформированное состояние в окрестности 

контактного взаимодействия. По сравнению с работами, 

приведенными в [4], основными особенностями данной 

работы являются: анализ напряженно-деформированного 

состояния, вызванного температурными и контактными 

воздействиями конкретной прикладной системы ролик / 

вал; учет цикличности нагружения; анализ простран-

ственного напряженно-деформированного состояния 

системы. 

Постановка задачи. Исследуемая пара трения ро-

лик / вал, применяющаяся в испытаниях на контактную 

усталость [5], представлена на рисунке 1. Применительно 

к данной системе будем решать задачу определения тем-

пературного поля, вызванного циклическим движением 

ролика по валу, а также напряженно-деформированного 

состояния тела трехмерной окрестности при одновре-

менном действии контактного давления и тепла. 

Площадка контакта в системе ролик / вал мала по 

сравнению с размерами взаимодействующих тел, а сами 

тела ограничены поверхностями второго порядка. По-

этому для расчета напряжений в окрестности площадки 

контакта воспользуемся моделью полупространства, 

нагруженного эллиптически распределенным контакт-

ным давлением [6]: 

( )22222222
0 //1//1),( byaxHbyaxpyxp −−−−= , 

где p0 – максимум контактного давления; a и b – боль-

шая и малая полуоси эллипса контакта; H – функция 

Хевисайда. 

Исходную задачу теории термоупругости о совмест-

ном температурном и контактном нагружениях можно, 

в силу линейности определяющих уравнений, рассмот-

реть как суперпозицию решений двух отдельных задач, 

т.е. для температурного нагружения при отсутствии 

контактного взаимодействия  и контактного взаимодей-

ствия  при отсутствии нагрева. При этом во втором слу-

чае соотношения Дюамеля – Неймана, в силу того, что 

температура нулевая, переходят в обычный закон Гука. 

 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема 

 

Основное внимание будем уделять изменению 

напряженного состояния, вызванному влиянием темпе-

ратуры, в окрестности контактного взаимодействия. 

Определение размеров области контакта a и b произво-

дилось упрощенно лишь из условий контактного взаи-

модействия. Данное упрощение основано, с одной сто-

роны, на том, что контактное нагружение задано силой 

FN, т.е. условия на контактных поверхностях заданы в 

усилиях, а не в перемещениях. С другой стороны, уве-

личение размеров тел в окрестности контактного взаи-

модействия вследствие нагрева значительно (на не-

сколько порядков) меньше радиусов контактирующих 

тел, функциями которых являются a и b. 
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Распределение температуры при циклическом 

трении. Величина скорости тепловыделения при тре-

нии двух тел на единичной площадке непосредственно 

под поверхностью контакта при действии контактного 

давления p имеет вид [6] 

q fvp=& , 

где f – коэффициент трения, v – линейная скорость при 

движении ролика по валу. 

Поверхность вне контакта будем считать теплоизо-

лированной. Общая формула для скорости движущегося 

вдоль оси x источника тепла будет следующей: 

q( x, y ,t ) fvp( x vt , y )= −& . 

В силу того, что площадка контакта мала по сравне-

нию с радиусами ролика и вала, то тепловыделение в 

системе вследствие трения будем рассматривать как 

циклическое при движении источника тепла вдоль от-

резка [–l, l] на поверхности полупространства (l – длина 

окружности вала). Таким образом, окончательный вид 

циклической тепловой нагрузки будет следующим: 
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Решение задачи теплопроводности при движении 

источника тепла по поверхности полупространства со 

скоростью ),,( τηξq& дается следующей формулой [7]: 
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Физический смысл фундаментального решения 

),,(
)(

tyxG
T

 заключается в определении распределения 

температуры от мгновенно высвободившегося в начале 

координат на поверхности единичного количества теп-

лоты. 

Используя формулы (1), (2), получим распределение 

температуры в теле от циклически движущегося вдоль 

отрезка источника теплоты: 
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где 

∫ ∫ τηξτ−η−ξ−τηξ=

t

S

T
dddtzyxGqtzyxT

0
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представляет собой распределение температуры от 

единожды прошедшего отрезок [–l, l]  источника 

теплоты. На рисунке 2 приведены графики для 1T  в се-

чении y = 0 в разные моменты времени. Графики строи-

лись для следующих расчетных данных: p0 = 3·109 Па; f 

=  = 0,05; a = 1,781·10-4 м; b = 1,351·10-4 м; l = 0,005 м; 

κ  = = 0,044 10-4 м2/c; c = 462 Дж/(кг·К); ρ  = 7900 кг/ 

м3; v = = 60/2 2lπω =1,57 м/с; 2ω  = 3000 об/мин. Боль-

шая полуось эллипса контакта a параллельна оси x, а b 

параллельна оси y. 

Из рисунка 2 видно, что в момент времени t макси-

мум распределения температуры находится на поверх-

ности полупространства в окрестности движущегося 

источника тепла (области контактного взаимодействия 

с трением). Температура полупространства со временем 

постепенно затухает после прохождения источником 

тепла. 

 

 
Рисунок 2 – Распределение температуры в моменты времени: 
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Термоупругие напряжения. Зная распределение 

температуры в окрестности контакта, можно найти 

напряженно-деформированное состояние тела [8, 9]. Однако 

для нестационарного распределения тепла этот процесс пред-

ставляет собой определенные трудности. Поэтому ограни-

чимся рассмотрением напряженно-деформированного состо-

яния от установившейся после многих циклов трения стаци-

онарной температуры на поверхности, являющейся пределом 

осредненного по времени  выражения для T: 

dttyxT
t

yxT

t

t

st
),0,,(

1
lim),(

0

)( ∫∞→
= . 

Аналитическое существование предела для указан-

ного выражения установить довольно сложно. Прове-

T °С 

T °С 



 

134 

денный для принятых параметров системы численный 

эксперимент показал, что в некоторой точке на пути 

трения осредненная по времени температура 
st

T  воз-

растает не бесконечно, а лишь до некоторого значения, 

что объясняется рассеянием тепла в полупространстве. 

Из рисунка 3 видно, что после многих циклов темпера-

тура 
st

T  достигает предельного значения: 

)(lim
0

ssT
L

s >−
, 

где индексом L обозначено изображение функции по 

Лапласу. 

 

 

Рисунок 3 – Распределение температуры stT  во времени 

 

Таким образом, температурное поле для всего 

полупространства рассчитывается следующим образом [8]: 
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а формулы для напряжений имеют вид [8]: 
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Следует отметить, что при установившемся 

тепловом режиме полупространства отсутствуют 

температурные напряжения на плоскостях, 

параллельных его границе [8], поэтому в формулах (5) 

напряжения 
)(T

zzσ , 
)(T

xzσ , 
)(T

yzσ  равны 0. 

При движении ролика по валу после некоторого ко-

личества циклов устанавливается постоянная вдоль до-

рожки качения температура, т.е. распределение темпе-

ратуры не зависит от полярного угла. В рассматривае-

мом случае аналогом полярного угла является коорди-

ната x вдоль движения источника тепла. Следовательно, 

можно перейти к плоской задаче термоупругости для 

установившегося вдоль y кругового распределения тем-

пературы в силу (1) ),0()(
)()(

yTyT
stst = . Формулы (5) в 

данном случае примут следующий вид: 

 

.0),,(,0),,(,0),(

,))(ln(

)(
2

)1(2
),(

,))(ln(

)(
2

)1(2
),(

,))(ln(

)(
2

)1(2
),(

)()()(

222
2

)()(

222

2

2

)()(

222

2

2

)()(

=σ=σ=σ

η++η−+
∂

∂
×

×η
π

ν+αµ
−=σ

η++η−+
∂

∂
×

×η
π

ν+αµ
−=σ

ηξ++η−+
∂

∂
×

×η
π

ν+αµ
−=σ

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∞

∞− −

∞

∞− −

∞

∞− −

zyxzyxzy

dxdzzyx
xy

Tzy

dxdzzyx
x

Tzy

ddzzyx
y

Tzy

T
yz

T
xz

T
zz

b

b

stT
xy

b

b

stT
yy

b

b

stT
xx

 (6) 

Производя интегрирование по бесконечному 

промежутку в формулах  (6), получим 
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где 
22222

)(,)( η−+=+η−+= yxrzyxR . 

Предельный переход по соответствующим пределам 

интегрирования приводит формулы (6) к следующему 

виду: 
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Из формул (7) видно, что в итоге остается один 

ненулевой компонент тензора напряжений 
)(T

xxσ . Если 

также упростить выражение для распределения темпе-

ратуры (4) применительно к плоской задаче, то можно 

убедиться, что оно отличается от напряжения только 

отсутствием множителя – )1(2 ν+αµ . Из рисунка 4 вид-

но, что при действии стационарного источника тепла 



 

135 

температура и термоупругие напряжения распределя-

ются симметрично оси z и достигают максимальных 

значений 97 oC и 0,13p0 на поверхности трения, быстро 

затухая при удалении от нее. 
 

 
Рисунок 4 – Установившиеся распределения температуры и 

сжимающие напряжения )(T
xxσ  при действии циклического 

источника теплоты 

 

Объединенное напряженно-деформированное со-

стояние. Расчет напряжений 
)(n

ijσ  в любой точке 

M(x,y,z) полупространства при действии на поверхность 

нормальных контактных усилий p(n)(x,y) может быть 

произведен с использованием функций влияния 
)( B

ijG  из 

фундаментального решения задачи Буссинеска  о дей-

ствии сосредоточенной нормальной силы на полупро-

странство [6]: 
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Решение задачи (8) для эллиптического контактного 

взаимодействия (в том числе с учетом трения и некон-

тактных нагрузок) рассмотрено в работах [10–13]. 

В случае линейной зависимости между напряжения-

ми и деформациями и линейности разрешающих урав-

нений объединенное напряженное состояние при одно-

временном действии контактных и стационарных теп-

ловых нагрузок может быть получено суперпозицией 

соответствующих компонент тензоров напряжений 

 
)()()( T

ij
n

ij
Tn

ij σ+σ=σ +
. (9) 

Отметим, что поскольку коэффициент трения каче-

ния между роликом и валом весьма мал (f = 0,05), вклад 

силы трения качения в формирование напряженного 

состояния незначителен и в (9) не учитывается. 

Как следует из формул (7), температура вызывает 

появление лишь одной компоненты тензора напряже-

ний 
)(T

xxσ . Из рисунка 5 видно, что сжимающие темпе-

ратурные напряжения 
)(T

xxσ  в целом увеличивают сжи-

мающие напряжения 
)( Tn

xx
+σ  примерно на 13 % по срав-

нению с сжимающими напряжениями 
)(n

ijσ , вызванны-

ми только контактным давлением. 

 

 
 

 
Рисунок 5 – Распределение напряжения xxσ  при действии: 

а –  контактного давления; б – контактных и тепловых нагрузок 

 

Таким образом, учет термоупругих напряжений, вы-

званных многоцикловым трением качения, позволяет 

существенно уточнить напряженно-деформированное 

состояние в области контактного взаимодействия. 
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S. S. Sherbakov, A. V. Krupoderov. Stress-strain state of roller-shaft system with the account of contact interaction 

and heat generated by friction. 
Stress-strain state in the area of contact of two solids under the action of contact pressure and temperature, caused by friction between 

the contacting bodies is studied. Roller-shaft system operating in high-cycle regime under rolling friction is considered. Distribution of 

temperature in the system caused heat due to friction between the shaft and the roller is obtained. Spatial stress state of the system under 

the combined action of contact pressure and temperature is calculated. Calculation results showed significant change of stress distribution 

in the contact area due to the effect of the temperature load. 


