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ЗАКОН (ВНЕШНЕГО) ТРЕНИЯ И ЕГО ОБОБЩЕНИЕ: ТЕОРИЯ И ЭКСПЕРИМЕНТ 

 
Дан аналитический обзор известных законов трения. Для трибофатической системы представлен обобщенный закон трения. 

 

Введение. Как известно, всякая научная дисциплина 

призвана и имеет своей целью понять и описать те или 

иные закономерности и особенности развития опреде-

ленных явлений, ситуаций, событий, обусловленных 

существованием некоторых реальных или мыслимых 

объектов, которые обнаруживают специфические свой-

ства [1]. Если говорить о трибологии, то она занимает-

ся, по существу, двумя явлениями: трением и изнаши-

ванием. При этом понятие о трении представляется 

фундаментальным [2–13 и мн. др.]. Было бы удивитель-

но, если бы такого ранга явление не обнаруживало сво-

их, специфических, законов. И совсем неудивительно, 

что главный – первый закон трения обсуждается специ-

алистами (в той или иной постановке) вот уже несколь-

ко столетий. Ниже излагается очередной взгляд на про-

блему трения. Необходимость нового анализа диктуется 

практикой: оказалось, что реально существует и являет-

ся весьма ответственным своеобразный технический 

объект – силовая система [1]. Так называют всякую па-

ру трения, один из элементов которой дополнительно 

воспринимает и передает повторно-переменную (в 

частности – циклическую) нагрузку, которая обуслов-

ливает его объемное деформирование (растяжение-

сжатие, изгиб, кручение и т. д.) [37]. В работе прово-

дится сравнительный анализ применительно к этим 

двум объектам. 

1 Пара трения. Обычная формулировка общепри-

знанного в трибологии закона трения, называемого 

также законом Амонтона, такова: сила трения (FS) пря-

мо пропорциональна контактной нагрузке (FN), т. е. 

FS = f FN. (1)

где f – коэффициент трения. Его содержательный 

смысл: если растет контактная нагрузка FN, то сила тре-

ния FS увеличивается соответственно – так, что их со-

отношение FS / FN остается постоянным: 

FS / FN = f = tg α = const. (2)

Рисунок 1, а иллюстрирует зависимости (1) и (2). Из 

них следуют основные заключения: 

– в заданных условиях рост коэффициента трения f 

возможен только при увеличении соотношения (FS / FN) 

силы трения и контактной нагрузки (другими словами, 

при заданном f = const невозможно, чтобы, например, 

повышалась контактная нагрузка, а сила трения остава-

лась бы при этом неизменной); 

– имеют место взаимообусловленные неравенства 

0
S N

F F≤ ≤ , (3)

0
0 45≤ α ≤ , (4)

0 1
n

f≤ ≤ , (5)

lim
1

n
f f= > , (6)

в соответствии с которыми сила трения не может превы-

сить величину контактной нагрузки – согласно (3); коэф-

фициент трения не может быть больше единицы – соглас-

но (5), так что его значение (6) является предельным; угол 

трения α не может превышать 45 ° – согласно (4). 

Эти заключения относятся лишь к «обычному тре-

нию» – при упругом деформировании в воздухе; в дру-

гих условиях (например, в глубоком вакууме и др.) они 

нарушаются. 

 

 
Рисунок 1 – К графической иллюстрации закона трения 

(Амонтона) 
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На рисунке 1, б и 1, в дополнительно иллюстрируется 

смысл коэффициента трения в соответствии с законом 

(1) – путем сравнения двух пар трения, для которых чис-

ленные значения f существенно различны (f2 << f1). Если 

требуется повысить нагрузочную (несущую) способность 

(FN2 >> FN1, рисунок 1, б) пары трения при сохранении 

силы трения неизменной (FS = const), необходимо обес-

печить условия трения (материалы трущихся элементов, 

смазка и т. д.), в которых соответственно снижается 

коэффициент трения (f2 << f1). Нетрудно видеть, что 

это – алгоритм решения задачи об износостойкости 

массовых компонентов общемашиностроительного 

применения – узлов трения. А если, наоборот, требуется 

повысить силу трения (FS1 >> FS2, рисунок 1, в) при сохра-

нении контактной нагрузки неизменной (FN = const), 

необходимо обеспечить условия трения, в которых со-

ответственно растет коэффициент трения (f1 >> f2). Не-

трудно видеть, что это – алгоритм решения задачи о 

выборе материалов для специфических узлов трения – 

тормозных систем. 

Закон трения (1) относят к единичной площади контакта 

0 0

S N
F F

f
A A

= , (7)

где А0 – номинальная площадь контакта, и тогда он яв-

ляется удельным 

 
w a

fpτ = ,  (7а) 

и он, закон (1), записан в форме (7а) для случая, когда 

номинальное давление 
a

p  распределено равномерно по 

этой площади. Из (7а) следует, аналогично (2), что 

 / сonst
w a

f p= τ =  , (7б) 

т. е. коэффициент трения тоже не может зависеть от пло-

щади контакта, поскольку он относится к «одной» едини-

це (измерения) этой площади (кстати напомним, что ука-

занная единица может быть как малой, например, 1 мм2, 

так и большой, например, 1 м2). Заметим, что в (7а) и (7б) 

введено фрикционное напряжение 
0w S

F Aτ = , которое 

называют и удельной силой трения. 

В литературе известно много форм закона (моделей) 

внешнего трения, сформулированных различными уче-

ными. В таблицах 1–3 дана краткая сводка некоторых 

известных модификаций этого закона, предложенных 

многими авторами в разное время. Они отражают раз-

витие представлений о процессе трения и отличаются 

стремлением авторов учесть некоторые (многообраз-

ные) явления, характерные для внешнего трения при 

нормальных условиях. 

Так, одночленные модели (таблица 1) учитывают 

только одно явление (фактор), обусловливающее воз-

никновение сил сопротивления относительному пере-

мещению. Это, как правило, учет либо физической де-

формации поверхности, либо адгезии, либо энергетиче-

ских потерь. Двучленные модели (таблица 2) позволяют 

учесть одновременную реализацию в зоне трения двух 

явлений. Чаще всего это адгезионно-деформационные 

модели. В моделях – многочленных функциях (таблица 3) 

учитывается, кроме того, влияние смазки, скорости, сме-

щения и других параметров. 

В случае неравномерного распределения контактного 

давления (и, следовательно, фрикционных напряжений), в 

пределе можно прийти к представлению о коэффициенте 

трения в точке [1] – подобно тому, как в механике дефор-

мируемого твердого тела рассматривается система нор-

мальных и касательных напряжений в точке. 

 

Таблица 1 – Одночленные модели закона трения 
 

 

 

Таблица 2 – Двучленные модели закона трения 
 

 

 

2 Силовая (трибофатическая) система. Сделанный 

выше краткий анализ относится только к паре трения. 

Посмотрим, выполняется ли закон (7а) для случая тре-

ния в трибофатической системе. На рисунке 2 представ-

лена её простейшая схема: трение скольжения в системе 

типа вал / подшипник, для которой характерно одно-

временное объемное циклическое деформирование (из-

гибающий момент М) одного из её элементов – вала. 
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Таблица 3 – Модели закона трения (многочленные 

функции) 

 
Примечание – Fтр – сила трения; f – коэффициент трения; 

N – нормальная нагрузка; F – сила трения качения; λ – коэф-
фициент сопротивления качению; N – нормальная нагрузка; 
r – радиус образца; τсрез – сопротивление срезу мостиков хо-
лодной сварки  между металлами; HBmin – твердость более 
мягкого материала; Eпл – работа пластической деформации 
единицы объема; σт – предел текучести; w – ширина дорожки 

трения; t – толщина слоя; τ – сдвигающее напряжение; ε – де-
формация поверхностной зоны; параметр x = 1 – для чисто 
упругого контакта; параметр x = 0 – для чисто пластического 
контакта; fE – энергетический аналог коэффициента трения; 
δс – сближение осей в паре трения; γS – критическая (макси-
мальная) величина предварительного смещения – фрикцион-
ного сдвига, соответствующая началу трения движения; Wпл – 
работа, затраченная на пластическую деформацию металла; 
F0 – сила адгезионного взаимодействия; β – пьезокоэффици-
ент, зависящий от структурной неоднородности среды; τ0 – 

предельная величина деформации сдвига; h  – толщина слоя 

масла; η  – динамическая вязкость масла; v – скорость трения; 

a
p  – номинальное давление на площадке контакта; δ – тол-

щина частиц износа при трении; x – глубина пластически де-

формируемой зоны; 
0 1 0
, , , xε ε β  – параметры поверхностного 

распределения пластически деформированной зоны ( )пл
xε ; 

( )
V

K I NL=  – величина, характеризующая стационарный про-

цесс изнашивания; m  – коэффициент пропорциональности 

между изменением деформации и эквивалентной деформаци-

ей в i-м цикле; 
пл

E  – объемная плотность энергии деформа-

ции, оцениваемая на основе данных по измерению микро-

твердости в образце с глубиной; ρ  – плотность материала; 

γ  – поверхностная энергия; 
пл

γ  – поверхностная энергия раз-

рушения по Ирвину; H  – твердость; d  – средний диаметр 

мостика схватывания; E  – модуль Юнга; 2

Ic
K  – вязкость раз-

рушения; 
см

f  – коэффициент трения со смазкой; 
сух

f  – коэф-

фициент трения для несмазанного контакта; 
p

С  – объемная 

теплоемкость смазочной жидкости; 
ад

T∆  – скачок температу-

ры жидкости в условиях адиабатического процесса нагруже-

ния; 
см

V  – объем смазочной жидкости, подвергшейся сжима-

ющему воздействию ползуна; L  – путь трения; p  – парци-

альное давление паров адсорбата; 
r

p  – фактическое давление 

в контакте; 
s

p  – давление насыщенного пара адсорбата; 
m

V  – 

молярный объем жидкой фазы адсорбата; α ∼ 1– геометриче-

ский множитель; 
c

θ  и 
s

θ  – степени заполнения поверхности 

адсорбатом для контакта и свободной поверхности; z  – полуши-
рина щели, для которой существует эмпирическая формула, свя-
зывающая ее со средним радиусом R молекулы адсорбата. 

 

 
Рисунок 2 – Схема нагружения силовой системы типа 

вал/подшипник скольжения 

 

2.1 Феноменологический подход. Согласно закону 

Амонтона (1) можно указать две характеристики одно-

направленного процесса трения скольжения (его отме-

чает индекс S в формулах): силу трения (рисунок 3, а) 

S S N w a
F f F A= = τ  (8)

и коэффициент трения 

S w

S

N a

F
f

F p

τ
= = . (9)
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а) б) 

Рисунок 3 – К определению однонаправленной («статиче-
ской») (а) и циклической (б) составляющих силы трения в 

силовой системе (ОО1 – ось вала) 

 

Если бы скольжения не было, аналогичные характе-

ристики описывали бы трение (проскальзывание) при 

циклическом деформировании (его отмечает индекс С в 

формулах): циклическая сила трения (рисунок 3, б) 

( ) ( ) ( ) ( ) a

C C N a

A
F t f t F t A M t

W
± = = σ =  (10)

и циклический коэффициент трения 

( ) ( ) ( )
( ) C a a

C

N N N

F t t A AM t
f t

F F F W

σ
± = = = . (11)

В отличие от формул (8) и (9), в (10) и (11) учтено 

изменение характеристик трения во времени t и принят 

во внимание тот факт, что циклические напряжения 

могут менять знак (±σ), т. е. в зоне трения возникают 

либо напряжения сжатия (–σ), либо напряжения растя-

жения (+σ), обусловленные повторно-переменной 

нагрузкой. 

Четыре частные характеристики (8)–(11) можно све-

сти к двум относительным комплексным характеристи-

кам трения в силовой системе 

/
/

C S C S
F F F± = ±  и 

/
/

C S C S
f f f± = ± , 

которые, как нетрудно заметить, имеют одинаковое 

численное значение 

/ /
/ /

C S C S a w a S a
F f f p± = ± = ±σ τ = ±σ  

в случае, если циклическое деформирование описыва-

ется наибольшим значением переменного напряжения – 

амплитудой 
a

σ . 

Таким образом, хотя трение в силовой системе есть 

более сложное явление, чем трение при (чистом) 

скольжении, тем не менее оно может быть описано 

единственной характеристикой 

/ /
F a w a S a

f f p= ±σ τ = ±σ , (12)

которая является комплексным показателем трения в 

силовой системе; его называют индексом трения в си-

ловой системе [9]. Как видно из выражения (12), индекс 

трения в силовой системе связан с коэффициентом трения 

в аналогичной ей паре трения обратной зависимостью 

a

S

F a

f
f p

σ
= ± . (12а)

При этом между ними принципиальным является сле-

дующее различие: если коэффициент трения – всегда вели-

чина положительная, то индекс трения может быть положи-

тельным либо отрицательным в зависимости от знака цик-

лических напряжений, возбуждаемых в зоне контакта. 

Теперь вернёмся к закону (1) в форме (7а) для случая 

трения скольжения. В простейшей силовой системе 

(см., например, рисунок 2), на одной и той же площадке 

контакта Аа одновременно действуют и фрикционные 

(τw) и циклические ( )
a

σ  напряжения (см. рисунок 3). 

Какой будет форма закона трения в таком случае? 

Теоретически показано (см., например, [1, 9, 10]) и 

экспериментально подтверждено (см., например, [1, 

11]), что все характеристики трения зависят от величи-

ны внеконтактной нагрузки, если напряжения, ею вы-

званные, распределены в области контакта. Поэтому 

ясно, например, что (удельная) сила трения (τw) есть 

функция циклических напряжений ( )
a

σ  в силовой си-

стеме – τw(σ). Введя обозначение στ  для силы трения в 

такой системе, имеем 

( ) ( , ) ( / )
w w a a wσ σ στ = τ σ = τ τ σ = τ σ τ . (13)

Поскольку в общем случае сила трения пропорцио-

нальна нагрузке в контакте, функцию (13) следует счи-

тать линейной, т. е. 

w p aστ = τ ± µ σ , (14)

где параметр 

0 1,0
p

≤ µ ≤ , (15)

а знак ( )±  учитывает возможность реализации трения в 

зоне растяжения или сжатия. Если 0
p

µ = , то 
a

σ  не 

влияет на величину στ . Это возможно в двух ситуаци-

ях: 1) в системе отсутствуют циклические напряжения; 

2) циклические напряжения возбуждаются, но они не 

обнаруживаются в области контакта. В обоих этих слу-

чаях речь идет об обычной паре трения, для которой 

всегда 0
p

µ =  (и 0
a

σ = ). Если же 1
p

µ = , то это означа-

ет, что τw и 
a

σ  действуют на одной площадке и сона-

правлены. Такой будет ситуация, например, при воз-

вратно-поступательном движении индентора 1 по пла-

стине 2, подвергаемой растяжению-сжатию силой Q±  

(рисунок 4). Очевидно, это случай наибольшего влия-

ния 
a

σ  на στ  в силовой системе. Во всех промежуточ-

ных случаях ( 0 1,0
p

< µ < ) «взаимодействие» между τw и 

a
σ  (чтобы изменить величину στ ) тоже окажется про-

межуточным, при этом рост величины 
p

µ  тождествен 

усилению указанного взаимодействия. Нетрудно по-

нять, что в случае ортогональной направленности τw и 

a
σ  (как показано, например, на рисунках 2 и 3), вели-

чина 0
p

µ ≠ , так как 0
a

σ ≠ . И, наконец, поскольку ве-

личина 
a

σ  может быть положительной либо отрица-

тельной, она способна, в соответствии с выражением 

(14), увеличивать либо уменьшать значение στ  (по 

сравнению с τw). Следовательно, измеренная в силовой 

системе в направлении движения сила трения может 

оказаться меньше, больше или равной обычной силе 

трения в паре трения, т. е. 

στ   
w

τ . (16)

Соотношение (16) подтверждается и теоретически и 

экспериментально (см., например, [1, 9, 11]). 
 

 
Рисунок 4 – Схема силовой системы, в которой Fс и FS сона-

правлены 
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В функцию (14) введем индекс трения в силовой си-

стеме (12) 

( )1 1a

w p w p F

w

fσ

 σ
τ = τ ± µ = τ ± µ 

τ 
. (17)

И тогда видно, что величина στ  зависит и от соот-

ношения /
a w

σ τ , что и отражено в выражении (13). Ес-

ли разделить обе части формулы (17) на 
a

p , получим 

коэффициент трения в силовой системе 

( )1 1a

S p S p F

w

f f f fσ

 σ
= ± µ = ± µ 

τ 
. (17а)

В общем случае контактное давление в силовой си-

стеме pσ  тоже зависит от величины 
a

σ  (см., например, 

[1]), т. е. 

( , )
a a

p p pσ σ= σ , (18)

поэтому коэффициент трения в силовой системе 

( , )
.

( , )

w a

a a

f
p p

σ

σ

σ

τ τ σ
=

σ
 (19)

Если, в первом приближении, функцию (18) принять 

линейной 

a p a
p pσ = ± χ σ , (20)

то выражение (19) с учетом (17) и (20) примет вид 

1

1 ( / )

p F

S

p a a

f
f f

p
σ

± µ
=

± χ σ
. (21)

Анализ зависимостей (17а) и (21) показывает, что про-

гнозируется возможность следующего соотношения меж-

ду коэффициентами трения в силовой системе и соответ-

ствующей ей (по характеру движения) паре трения: 

fσ   
S

f . (22)

Данное соотношение, полученное на основе фено-

менологического подхода, подтверждается и теоретиче-

ски, и экспериментально. 

2.2 Теоретический анализ. В исследуемом случае 

(см. рисунок 2) в зоне взаимодействия образца и кон-

тробразца формируется напряженно-деформированное 

состояние при действии как контактной, так и некон-

тактной нагрузок. Это означает, что напряжения и де-

формации, вызванные внеконтактной нагрузкой, фор-

мируют дополнительные граничные условия на поверх-

ности контакта. Это приводит к существенному изме-

нению характеристик трения [38–41]. 

Теоретически сила трения в силовой системе Fσ/p мо-

жет рассматриваться как некоторая функция обычной си-

лы трения при скольжении (качении) 
)(s

F , которая возни-

кает в окружном направлении (объект – пара трения), и 

внеконтактной составляющей 
)(b

F  силы трения, которая 

дополнительно возникает вследствие возбуждения некон-

тактных (циклических) напряжений (деформаций) [38, 41]. 

В общем случае cилу трения в силовой системе предста-

вим как векторную сумму составляющих 
)(s

F  и 
)(b

F : 
( ) ( )

/

s b

pσ = +F F F , (23)

Для определения 
)(b

F рассмотрим объединенные рас-

пределения (зависящие как от контактной, так и внекон-

тактной нагрузок) нормальных p и касательных q контакт-

ных усилий на площадке контакта S. Их распределение в 

данном случае имеет следующий общий вид: 

( ) ( ), , ,
s N b b

F S F S =  p p p p , (24)

( ) ( )( ) , , , , ,s

N b b b
f F F S F S =  q q p q , (25)

где FN – контактная нагрузка; Fb – неконтактная нагруз-

ка; ps, qs и pb, qb – усилия на площадке контакта, вызван-

ные действием контактной (индекс s) и внеконтактной 

(индекс b) нагрузками соответственно; 
)(s

f  – коэффици-

ент трения при наличии лишь контактной нагрузки, т.е. в 

паре трения. 

Тогда коэффициент трения в точке 
)(•

f  примет вид 

( )
/f

• = q p . 

Выражения (24), (25) в случае выполнения законов 

Гука и Кулона представимы в виде суперпозиций соот-

ветствующих распределений 

( ) ( ) ( ), , , ,
N b c N b b

F F S F S F S= +p p p , (26)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
, , , , , , ,

s s s

N b s N b b
f F F S f F S f F S= + =q q q

 

( ) ( )( )
, , , ,

s

s N b b b
f p F F S F S′= +e q

 (27)

где /
s s s

=e q q  – единичный вектор касательного уси-

лия при чистом контакте, 
b
′q  – касательные усилия на 

площадке контакта, вызванные действием внеконтакт-

ной нагрузки. 

Из выражения (27) можно сделать важное заключе-

ние о том, что сила трения в силовой системе в общем 

случае не параллельна направлению движения. 

Процедуры определения pc, qc хорошо известны [42–46]. 

Распределения pb, qb в выражениях (24), (25) будем 

определять на основе напряженно-деформированного 

состояния 
( )

,
b

ij
σ  

)(b
ijε  (i, j = x, y, z), обусловленного вне-

контактной нагрузкой Fb. Пусть начало системы коор-

динат находится в центре площадки контакта, а ось z ей 

ортогональна и направлена против силы Fs. Тогда, в 

случае, если деформации совместны, для контактной 

площадки (с помощью обобщенного закона Гука) мож-

но сформулировать граничные условия в перемещениях: 

( )( )( )

0

b

b b ijS S z=
= εu u , (28а)

( )( )( )

0

b

b b ij zΣ Σ =
= εu u . (28б)

где Σ  – внешность S в плоскости z = 0. 

На основе (28), решая соответствующие интеграль-

ные уравнения теории контактного взаимодействия [42, 

43], можно определить 

( )b b b
p p= u , (29)

( ),
b b b b

q q p= u . (30)

Для конкретного напряженно-деформированного со-

стояния 
)(b

ijσ , 
)(b

ijε  можно, на основе выражений (6)–(28), 

сформулировать смешанные граничные условия. 

В двумерном случае для граничных условий типа (28а), 

при отсутствии нагрузки вне контактной области, для опре-

деления усилий pb, qb можно воспользоваться системой ин-

тегральных уравнений, аналогичной системе уравнений для 

определения чисто контактных усилий [43], 

( ) ( )
( )

( )
( )

x

xuE
xpdt

tx

tq
b

x
b

t

t

b

∂

∂

ν−

π
−

ν−

ν−π
−=

−∫
)(

2
)1(212

21
2

1

, (31)

( ) ( )
( )

( ) ( )
x

xuE
xqdt

tx

tp
b

z
b

t

t

b

∂

∂

ν−

π
−

ν−

ν−π
=

−∫
)(

2
)1(212

21
2

1

. (32)

где t1, t2 – границы контактной области. 
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Напряженное состояние рассматриваемой системы, 

вызванное изгибающей нагрузкой Fb, в области контак-

та определяется, в соответствии с формулой (4), глав-

ным образом компонентой 
)(b

yyσ . Поскольку для рас-

сматриваемого напряженного состояния выполняется 

условие (8), то граничные условия в области контакта 

будем формулировать в виде перемещений (28). 

Выражения (6)–(8) описывают деформации и пере-

мещения лишь в одном направлении. Запишем теперь 

выражения для всех ненулевых деформаций, вызванных 

на площадке контакта изгибающей внеконтактной 

нагрузкой Fb: 

( ) ( )b
yy

b
yy

E
σ=ε

1
, (33)

( ) ( ) ( )b
yy

b
xx

b
zz

E
σ

ν
−=ε=ε , (34)

( ) ( ) ( )
0=ε=ε=ε b

yz
b

xz
b

xy . (35)

где E – модуль Юнга, ν  – коэффициент Пуассона. 

Перемещения точек области контакта, соответству-

ющие деформированному состоянию (14)–(15), будут 

( ) ( )

0=
∫ε=

z

b
ii

b
i diu  (i = x, y, z). (36)

Таким образом, в результате действия внеконтакт-

ной нагрузки Fb в области контакта появляются нор-

мальные 
( )b
zu  и касательные 

( )b
xu , 

( )b
yu  к площадке кон-

такта перемещения. 

Из выражения (36) видно, что в области контакта 

суммарные перемещения не равны чисто контактным: 
( ) ( ) ( )s b s= + ≠u u u u . (37)

Для придания конкретного вида выражениям (17) 

рассмотрим соотношение (2) в виде 

( ) ( )
( )

( )zR
I

lyFbb
yy +

ν+

−
=σ 2

14
, (38)

где 
64

4
2R

I
π

= ; R2 – радиус вала; l = l1 – l2, l1 – длина вала; 

l2 – расстояние от точки закрепления вала до начала 

координат. 

Из соотношения (19) видно, что если 21 lyl <≤−  и 

Fb сонаправлена с контактной нагрузкой FN (т.е. Fb<0), 

то в области контакта имеют место растягивающие 

напряжения 
( )b
yyσ . 

Тогда перемещения (36), обусловленные изгибающей 

нагрузкой, примут вид 

( ) ( ) ( )
( )

( ) x
bb

xx
b

x CxzR
IE

lyF
dxu ++

ν+

−ν
−=ε= ∫ 2

14
, (39)

( ) ( ) ( )
( )

( ) y
bb

yy
b

y CyzR
IE

lyF
dyu ++

ν+

−
=ε= ∫ 2

18

2
, (40)

( ) ( ) ( )
( )

( ) z
bb

zz
b

y CzzR
IE

lyF
dzu ++

ν+

−ν
−=ε= ∫ 22

18
. (41)

Функции Сi в выражениях (39)–(41) определим из 

следующих соотношений: 

( )
0

0
=

=x

b
xu , 

( )
0

2

=
−= ly

b
yu , 

( )
wu

Rz

b
z =

−= 2

, (42)

где w – перемещения нейтральной оси (z = –R2), опреде-

ляемые из уравнения изогнутой оси вала. 

Поскольку область контакта перемещается вместе с 

валом при его изгибе, то в локальной системе коорди-

нат, связанной с областью контакта, w = 0 и, таким об-

разом, коэффициенты Сi будут 

0=xC , 
( )
( )

( ) 22
12

18

2
lzR

IE

llF
C b

y +
ν+

−
= , 

 
( )

( )
2
2

18
R

IE

lyF
C b

z
ν+

−ν
−= . 

(43)

Тогда перемещения (39)–(41) на поверхности кон-

такта (z = 0) примут вид 

( ) ( )
( ) 2

4 1

b b

x

F y l
u R x

E I

ν −
= −

+ ν
, (44)

( )

( )
( ) ( )2

2 2 12 2
8 1

b b

y

F R
u y y l l l l

E I
=  − + −  + ν

, (45)

( ) ( )
( )

2

2
8 1

b b

z

F y l
u R

E I

ν −
= −

+ ν
. (46)

Приступим теперь к определению распределений кон-

тактных усилий pb, qb приложенных к ролику. Будем рас-

сматривать изменение силы трения только в направлении 

движения. Определять pb будем лишь как функцию 
( )b

z
u : 

( )( )b

b b z
p p u= , (47)

а qb, в соответствии с законом Кулона, будет 

( )( )b

b S b z
q f p u= . (48)

Тогда проекцию силы трения скольжения или каче-

ния (23) на направление движения (параллельно оси х) 

на основании выражений (26), (27) можно выразить с 

помощью единого соотношения: 

[ ] ( )

( ) ( ) ( )

/

( ) ( )

( , )

( , ) ( , ) .

s b s

p

S

s s

c b N b

S

F F F f p x y ds

f p x y p x y ds f F P

σ = + = =

= + = +

∫

∫
 

(49)

Поскольку для ролика ( , ) 0
c

p x y > , то при Fb < 0 

( )
( 0)

b

yy
σ > ( , )

b
p x y < 0 и, следовательно, ( , ) ( , )

s
p x y p x y< , и 

наоборот. Иными словами, в зоне растяжения объединенное кон-

тактное давление уменьшается, а в зоне сжатия увеличивается. 

Если разделить выражение (49) на FN и провести не-

сложные преобразования, то коэффициент трения в си-

ловой системе можно записать в виде 

( )
( ) ( ) ( )

/ /

0

1

b

yys b s

p p
f f f f k

p
σ σ

  σ
 = + = +  

    

, (50)

где p0 – максимум распределения p, а kσ/p – функция, 

зависящая от отношения действующих в области контак-

та напряжений, вызванных внеконтактной и контактной 

нагрузками. 

Рассмотрим два простейших подхода к определению 

контактных усилий для заданных перемещений 
( )b

z
u . 

В первом случае представим площадку контакта и по-

лупространство под ней в виде цилиндрического сжимае-

мого стержня с поперечным сечением в форме площадки 

контакта. Высоту стержня примем равной R2, поскольку в 

системе координат, связанной с областью контакта, 
( )

2

0
= -

=
b

z
z R

u . Тогда постоянным на поверхности контакта 
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(стержня) перемещениям 
( )b

z
u  можно поставить в соответ-

ствие контактную (сжимающую стержень) силу 
(1)

b
P , ко-

торая находится из равенства 
( )b

z
u  величине перемещения 

внешней поверхности стержня: 

( )
( ) ( )1 1

2 2= =
b b b

z

P R p R
u

ES E
, (51)

Из (45) равномерное распределение контактного 

давления pb будет 

( )
( ) ( )

( )
1

1 0

2
2

b
b

yy
b zz

b

P Eu
p

S R

=
ν σ

= = = − . (52)

Тогда функции 
/ p

kσ  примет вид 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 0

/ 2

0 0 0

3 3

2 4

bb
yyyy b b z

p

s

P p S
k

p F p a p

=
σ

σ σ ν
= = = − 

  π 

. (53)

Во втором случае примем предположение о том, что 

площадка контакта является кругом радиуса а и вос-

пользуемся решением уравнений типа (31), (32) для за-

дачи о взаимодействии штампа с плоской круговой кон-

тактной поверхностью в полупространство [42–44] на 

величину D z . Постоянным на поверхности контакта 

перемещениям 
( )b

z
u = D z  поставим в соответствие кон-

тактную силу 
b

P , которая находится из соотношения 

( )

( )( )2 2
1

2

- n
= D =

bb

z z

P
u

Ea
. (54)

т.е. 

( )
( ) ( )

( )

2 2 0

2 22 2 2

2

(1 ) 4(1 )(1 ) (1 )

=

n sn -
= = - = -

- n - n + n - n

b
b

yy
b zz

b

aaF y lEau
P R R

I
. (55)

Тогда коэффициент 
( )2

b
k  примет вид 

( )

( ) ( )
( )

2

2 02

/ 2

0 0

3

4 (1 )

=

s

ж ц ss nчз чз = = -чз чз ч p - nчзи ш

bb
yyyy b z

p

s

P R
k

p F pa
. (56)

Отметим, что распределение контактного давления в 

случае штампа с контактной поверхностью конечных 

размеров имеет вид 

( )( )
( )2

2

2 2
2

=
p -

b

b

P
p r

a a r
. (57)

Особенности на краях области контакта характерны 

для решения задачи для граничного условия типа (28а) 

и, очевидно, должны отсутствовать в решении для пол-

ной системы граничных условий (28а) и (28б). 

Выполним расчет изменения коэффициента трения каче-

ния fσ в виде (50) при 
( )s

f  = 0,5; ν  = 0,3; E = 2,01·105 МПа; 

а = 5·10-4 м; R2 = 5·10-3 м (значения напряжений даны в 

МПа). При указанных значениях параметров функция 

/
0,225

p
kσ = . 

Функции 
( )1

/s p
k  (рисунки 5, 6, а), 

( )2

/s p
k (рисунки 5, 6, б) 

при указанных значениях параметров будут 

( )
225,0

1
/ =σ pk ; (58)

( )
787,0

2
/ =σ pk . (59)

Анализ формулы (50) и рисунка 5 показывает, что в 

силовой системе – при одновременном действии кон-

тактной и внеконтактной нагрузок – коэффициент со-

противления качению 
r

f fσ =  в зоне растяжения 

уменьшается по сравнению с коэффициентом трения 

при чистом качении 
( )s

f , а в зоне сжатия, напротив, 

увеличивается: 

( ) ( )
0

s

r yy
f fσ > < , (60)

( ) ( )
0

s

r yy
f fσ < > . (61)

Увеличение внеконтактной нагрузки обусловливает 

отклонение значения трибофатического коэффициента 

трения качения от значения коэффициента трения при 

чистом качении (см. рисунок 5). 

Из рисунка 6, представляющего поверхности значений 

коэффициента трения при различных значениях контакт-

ной и внеконтактной нагрузок, видно, что наибольшее 

отклонение коэффициента трения в силовой системе от 

коэффициента трения в паре трения будет при наиболь-

шем абсолютном значении соотношения 
( )

0
/

b

yy
pσ . 

2.3 Экспериментальный анализ. Указанные законо-

мерности подтверждаются соответствующими экспери-

ментальными результатами (рисунок 7) [1, 17]. 

 

 
Рисунок 5 – Коэффициент трения качения как функция кон-

тактной (р0) и внеконтактной (σyy) нагрузок для 
/ p

kσ = 0,225 (а) 

и 
/ p

kσ  = 0,787 (б) 

а) 

б) 
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Рисунок 6 – Пространственные диаграммы fr–σyy–р0 

для 
/ p

kσ = 0,225 (а) и 
/ p

kσ  = 0,787 (б) 

а)

  

б)

   

 

Рисунок 7 – Силовая система Ст18ХГТ/Ст18ХГТ (а) и силовая 

система Ст45/Ст25ХГТ (б): зависимость средних значений па-

раметра трения в силовой системе fσ  от соотношения 
0/а pσ  

(пунктиром указано значение коэффициента сопротивления 

качению rf  в паре трения) 

Здесь представлены зависимости осредненных зна-

чений коэффициента сопротивления качению fσ  (при 

постоянном значении контактных напряжений 
0

p ) от 

параметра 
0а pσ

 
для трибофатической системы сталь 

18ХГТ/сталь 18ХГТ. Каждой точке на графике (см. ри-

сунок 7, а) соответствуют ~20 значениям fσ за время 

испытаний на одной ступени нагружения при σа = const, 

что обеспечивает достаточную точность получаемых 

результатов. Анализ показывает, что при реализации 

трения в зоне растяжения с ростом величины напряже-

ний (переход сверху вниз) происходит снижение сред-

него значения параметра трения, а при реализации тре-

ния в зоне сжатия с ростом величины напряжений (пе-

реход сверху вниз) происходит увеличение среднего 

значения параметра трения. При постоянной величине 

амплитуды напряжений σа = 200 МПа средняя величина 

параметра трения в зоне растяжения на ~10% меньше 

аналогичной величины при трении в зоне сжатия, а при 

σа = 600 МПа данное расхождение составляет уже ~20 %. 

Все графики, представленные на рисунке 7, можно 

аппроксимировать линейным уравнением одного вида 

( )
0 0

1 1а аr

r r r r r F

r

a
f f a f f a f

p f p
σ

 σ σ
= ± = ± = ± 

 
, (62)

где 
r

a  – параметр взаимодействия, характеризующий 

угол наклона прямых ( )0аf pσ σ  к оси абсцисс. 

Таким образом, уравнение (56) практически анало-

гично уравнениям (17а) и (50), полученным исходя из 

других предпосылок. 

Результаты сравнения экспериментально установленных 

и теоретических значений коэффициента сопротивления 

качению в силовой системе при 
/

0,225
p

kσ =  и 
0

/ 0,3а pσ =  

представлены в таблице 4. 

 

Таблица 4 – Погрешность определения коэффициента со-

противления качению по экспериментальным 

результатам и теоретических расчетов 
 

 
 

Видно, что в данном случае расчетные оценки удо-

влетворительно соответствуют экспериментальным ре-

зультатам как в качественном (закономерности), так и в 

количественном (численные значения) отношениях. 

Аналогичные экспериментальные результаты полу-

чены и для других сочетаний материалов. Так, на ри-

сунке 7, б показаны результаты испытаний силовой си-

стемы сталь 45/сталь 25ХГТ. Здесь также обнаружива-

ются описанные выше закономерности. 

Таким образом, закон трения для силовой системы 

обобщается в следующей форме: 

f pσ σ στ = , (63)

а) 

б) 

а) 

б) 
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или 

1
.

1 ( / )

p F

S

p a a

f
f p

p
σ σ

± µ
τ =

± χ σ
 (63а)

Хотя формально выражения (7а) и (57) представля-

ются различными, однако содержательный смысл их 

оказывается единым: (обобщенная) сила трения про-

порциональна (обобщенной же) контактной нагрузке, 

при этом коэффициент пропорциональности (21) тоже 

становится обобщенным (он не равен коэффициенту 

пропорциональности в паре трения: в принципе 
S

f fσ ≠  

[см. также (22)]. Таким образом, закон трения в силовой 

системе гласит: в общем случае сила трения пропорци-

ональна как контактной, так и объемной нагрузке, если 

последняя возбуждает циклические напряжения ( ±σ ) в 

области контакта. 

Выше не рассматривается задача о выделении адгези-

онной составляющей силы (либо коэффициента) трения 

в силовой системе, как это принято обычно делать при 

чистом трении; такая задача остается за рамками дан-

ной статьи. Заметим лишь, что, по-видимому, обе 

нагрузки (и контактная, и циклическая) совместно вли-

яют на состояние адгезии при трении. Подобная задача, 

конечно же, может быть рассмотрена и на наноуровне; 

до настоящего времени она, по имеющимся сведениям, 

не ставилась (см., например, обзор [14]). 

 

Выводы. 

1 Сформулирован обобщенный закон трения (57), 

согласно которому сила трения пропорциональна как 

контактной, так и объемной нагрузке, если последняя 

возбуждает циклические напряжения в области контак-

та. Записаны его разные формы (17а), (57). Проверка 

этого закона в форме (56) показала, что погрешность 

теоретического решения составляет порядка 5 % для 

условия проведенного эксперимента. 

2 Численные значения коэффициента (силы) трения в 

силовой системе могут быть, в зависимости от условий 

испытания, больше или меньше аналогичных характе-

ристик в паре трения. 

3 Индекс трения (12) обобщенно характеризует тре-

ние в силовой системе, и он связан с обычным коэффи-

циентом трения обратной зависимостью. 

4 Параметр взаимодействия при трении в силовой 

системе 
p

µ  определяется (обусловлен) как условиями 

контакта, так и физико-механическими свойствами кон-

тактирующих материалов, и принимает численные зна-

чения в интервале (0; 1). Граничные величины означа-

ют: а) 0
p

µ =  – циклическое нагружение в системе не 

реализуется; б) 1pµ =  – направление движения при 

трении и при циклическом деформировании совпадают. 

Чем больше значение 
p

µ , тем сильнее взаимодействие 

элементов в системе. 

5 В работе выполнен комплексный феноменологиче-

ский, теоретический и экспериментальный анализы процес-

сов трения в силовой системе. Показано, что во всех случа-

ях устанавливаются единые (подобные) закономерности. 
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