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ДЕФОРМИРОВАНИЕ КРУГОВОЙ ПЯТИСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ 

С УПРУГИМИ И УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИМИ СЛОЯМИ 

Предлагается модель несимметричной по толщине пятислойной круговой пла-
стины, в которой одни слои деформируются упруго, другие проявляют пластические 

свойства. Для описания неупругого поведения используются уравнения теории ма-

лых упругопластических деформаций. Гипотезы Кирхгофа описывают деформирова-

ние несущих слоев, гипотеза Тимошенко – заполнителей. Для решения краевой зада-
чи использован метод упругих решений Ильюшина. Приведены результаты числен-

ных расчетов на основе полученного в итерационном виде решения. 
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Введение. В связи с расширяющимся применением в машиностроении и 

строительстве слоистых элементов появляется необходимость разработки ме-

ханико-математических моделей таких конструкций с учетом линейного и 

нелинейного деформирования материалов слоев. В монографиях [1, 2] пред-

ложены различные подходы к разработке расчетных моделей слоистых кон-

струкций, проявляющих в процессе деформирования упругие и пластические 

свойства. Тонкие несущие слои приняты достаточно жесткими, для них вы-

полняются гипотезы Кирхгофа. Заполнители легкие, для них справедлива ги-

потеза Тимошенко, то есть учитывается деформация относительного сдвига. 
Динамическое деформирование трехслойных цилиндрических оболочек 

под действием локальных нагрузок анализировалось в статьях [3, 4]. Анализ 
собственных и вынужденных колебаний стержней, включающих три и пять 

слоев, приведен в [5, 6]. Динамическое деформирование, обусловленное 

внешним воздействием на трех- и пятислойные круговые пластины, рассмот-

рено в статьях [7, 8]. Для решения названных задач использован метод разло-

жения искомых перемещений в ряды по системам собственных функций.  

Дисперсионные и энергетические характеристики изгибных волн в пла-

стине, расположенной на двухпараметрическом упругом основании, иссле-
дованы в статье [9]. Постановки и решения иных краевых задач о деформи-

ровании трехслойных упругих стержней и круговых пластин, связанных с 

упругими однопараметрическими и двухпараметрическими основаниями, 

рассмотрены в статьях [10, 11]. Изгиб трехслойных упругопластических 
пластин при термосиловых нагрузках изучался в работах [12, 13]. Деформи-

рование упругих пятислойных симметричных и несимметричных по тол-

щине круговых пластин под действием непрерывных и локальных нагрузок 

исследовано в статьях [14–16]. 
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В данной работе разрабатывается математическая модель пятислойной 

пластины, в которой часть несущих слоев деформируется неупруго.  

1 Постановка задачи. Исследуется осесимметричный изгиб несиммет-
ричной по толщине круговой пятислойной пластины нагрузкой q(r) (рисунок 1). 

Принимаются кинематические допущения: для тонких жестких несущих 

слоев 1, 2, 4 – гипотезы Кирхгофа; для заполнителей 3, 5 – гипотеза Тимо-

шенко, учитывающая дополнительные повороты нормалей на углы ψ1(r), 

ψ2(r) – относительные сдвиги в верхнем и нижнем заполнителях. Цилиндри-

ческая система координат связана со срединной плоскостью несущего слоя 1. 

Подлежат определению: прогиб пластины w(r), углы ψ1(r), ψ2(r) и радиаль-

ное перемещение u(r) срединной плоскости центрального слоя. 

 

Рисунок 1 – Расчетная схема пятислойной пластины 

Выражения радиальных перемещений в слоях через искомые функции: 

(1)

1 1, ,    0, 5 0, 5r ru u zw h z h= − − ≤ ≤ , 

(2 )

3 2 1 3 2 1 3, ,    0, 5 0,5r ru u zw h h h h z h h= − − ψ − − − ≤ ≤ − −  

(3)

1 2 1 3 1, ( 0,5 ) ,    0,5 0, 5r ru u zw z h h h z h= − + + ψ − − ≤ ≤ − , 

(4 )

5 1 1 5 1 5 4, ,    0,5 0,5r ru u zw h h h z h h h= − + ψ + ≤ ≤ + + , 

 (5)

1 1 1 1 5, ( 0,5 ) ,    0,5 0,5r ru u zw z h h z h h= − + − ψ ≤ ≤ + , (1) 

где hk – толщина k-го слоя. 

Деформации следуют из соотношений Коши [2] и перемещений (1). Дефор-

мирование верхнего защитного несущего слоя 4 и заполнителей 3, 5 (см. рису-
нок 1) предполагается упругим, подчиняющимся закону Гука. Физические ха-
рактеристики несущих слоев 1, 2 нелинейные, для них справедливы соотноше-

ния теории малых упругопластических деформаций Ильюшина [1]:  

 ( )( ) ( ) ( )
2 1 ( )

k k k

k k us G эα α= − ω ε ,  
( ) ( )

3
k k

kKσ = ε   (α = r, φ;  k = 1, 2), (2) 

где 
( )k

sα , 
( )kэα  – девиаторная часть, ( )kσ , 

( )kε  – шаровые составляющие тен-

зоров напряжений и деформаций; Gk, Kk – модули сдвига и объемной дефор-
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мации; 
( )

( )
k

k uω ε  – функции пластичности, которые при 
( ) ( )k k

u yε ≤ ε  следует 

положить равными нулю; 
( )k

uε  – интенсивность деформаций [2]; 
( )k

yε  – де-

формационный предел текучести.  

Введем в рассмотрение обобщенные внутренние усилия и моменты: 

5 5 5 5
( ) ( ) ( ) ( )

α α α α α α

1 1 1 1

σ d ;  σ d ;

k k

k k k k

k k k kh h

T T z M M z z

= = = =

≡ = ≡ =        

5

(5)

1 σ drz

h

Q z=  ;  

3

(3)

2 σ drz

h

Q z=  ; 

 
( 4) (5) ( 5)

1 5 10, 5H h T M h Tα α α α= + − ;  
(2 ) (3) ( 3)

2 3 10, 5H h T M h Tα α α α= − + + , (3) 

где 
( )k

ασ  – нормальные напряжения (α = r, φ). 

Используя соотношения (2), компоненты напряжений представим в виде 

суммы упругой (индекс «е») и нелинейной «ω» составляющих: 

( ) ( ) ( )

α α

k k k

eα ωσ = σ − σ ;    ( , ; 1, 2)r kα = ϕ = ; 

 ( ) ( ) ( )
α 2
k k k

e k kG э Kασ = + θ ;  ( ) ( )
α 2
k k

k kG эω ασ = ω . (4) 

Аналогично поступаем с внутренними усилиями (3):   

 
( ) ( ) ( )

α

k k k

eT T Tα αω= − ;  
( ) ( ) ( )

α

k k k

eM M Mα αω= −  ( , ; 1, 2)r kα = ϕ = . (5) 

Входящие в (5) упругие 
( ) ( )

,
k k

e eT Mα α , ieQ  и нелинейные 
( ) ( )

,
k k

T Mαω αω , iQ ω  со-

ставляющие вычисляются по формулам (3), в которых напряжения 
( )k

ασ  сле-

дует заменить на выражение (4), содержащее величины 
( )k

eασ , 
( )

α

k

ωσ .  

В итоге суммарные внутренние усилия принимают вид  

5 2
( ) ( )

α α

1 1

k k

e e

k k

T T T T Tα ω α αω

= =

= − ≡ −  ;  
5 2

( ) ( )

α α

1 1

k k

e e

k k

M M M M Mα ω α αω

= =

= − ≡ −  ; 

1 1 1eH H Hα α αω= − ;  
(4 ) (5) )

1α 5

(5

1–  0, 5e e eeH h T M h Tα α α= + ;  
)

1α 5

(4
H h Tαωω = ;  

 2 2 2eH H Hα α αω= − ; 
( 2) (3) (3)

11α 3 –  0,5e e ee h T M h TH α α α= − + , 
)

2α 3

(2
H h Tαωω = − . (6) 

Полученная в [15] система дифференциальных уравнений равновесия пла-

стины во внутренних обобщенных усилиях справедлива и здесь, так как при ее 

выводе не был использован закон Гука. С учетом (6) она приобретает вид 

φ

1
, ( )r r rT T T p

r
ω+ − = , 1 1 1φ 1 1

1
, ( )r r rH H H Q h

r
ω+ − − = , 

 2 2 2φ 2 2

1
, ( )r r rH H H Q h

r
ω+ − − = , φ

1
, (2 , , )r rr r r rM M M q q

r
ω+ − = − + . (7) 

Здесь слева от знака равенства находятся упругие составляющие внут-

ренних усилий, в которых индекс «е» опущен для простоты. Они выражают-
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ся через искомые функции формулами, приведенными в [15]. Справа распо-

лагаются слагаемые с индексом «ω», учитывающие физическую нелиней-

ность материалов слоев:  

1
, ( )r r rp T T T

r
ω ω ω ϕω= + − ;  1 1 1 1

1
, ( )r r rh H H H

r
ω ω ω ϕω= + − ; 

 2 2 2 2

1
, ( )r r rh H H H

r
ω ω ω ϕω= + − ;  

1
, (2 , , )r rr r r rq M M M

r
ω ω ω ϕω= + − . (8) 

Соответственно следующая из (7) система уравнений равновесия в пере-

мещениях пластины с упругопластическими слоями имеет вид 

2 1 2 1 3 2 4L ( , )ra u a a a w pω+ ψ − ψ − = ; 52 5 1 6 1 12 5L ( ),ra u a a w h hG ω+ ψ − − ψ = ; 

3 7 2 3 3 2 22 8L ;,( )ra u a a w h hG ω+ ψ − − ψ =−  

 3 4 6 1 8 2 9L ( , ) ,ra u a a a w q qω+ ψ + ψ − = − +  (9) 

где Li – дифференциальные операторы: 

2 2

,
L ( ) , r

rr

g g
g g

r r
≡ + − ;    3 2 3

2 , ,
L ( ) , rr r

rrr

g g g
g g

r r r
≡ + − + ; 

ai – коэффициенты: 

1 4 4 5 5 1 3 21 3 2 ;a K h h h hK hK K K
+ + + + +

= + + + +  4

3
;k k kK K G

+
≡ +  

2
5

2 5 4 4 5
2

;a K K h h
h+ += +   

2
3

3 3 22 3
2

;a
h

K K hh
+ += +   

5 34
4 4 5 4 5 5 3 2

2
1 1 1 3 1 3 2( 2 ) ( ) ( ) ( 2 )

2 2 2 2

h hh h
h ha hK K Kh h h h hK h h

+ + + +
+ + + − ++ + += − ; 

3
2 5 4 5 5 5

5 4 4 5 5 6 4 5 4 51 5

2
1; ;

2 3
2

4
( )

3
a K h h K a K

h
K

h h h h h
h h h h

+ + + +
 

= + = + +


+


+  


 

3
2

7 2
3

3 32 ;
3

a K hh K
h+ +

= +   3

2
2 1 3 3

1 3 2
3

2 38 ( 2 ) ;
42 3

a K
h h h h h

h h hK h
+ +=

 
+ +  

 
+


+  

5 54 4
9 4 4 5 4 5

22 2 2
2 11 1 1

1

22 2 2
21 3 31 1 1 1 2

2

5 5 5

3

1 3 2
2

3 2 1 3 3 3

4 2 3 4 2 3

.
12 4 2 3 4 2 3

a
h h hh h h h h

h h h h h h

h

K K

K

h

h h hh h h h h
h h h h h hK hK

+ +

+ + +

  
+ + + + + + +     

   

 
+ + + + + + +



=



+ +

 
+ + 

+  
 



 

Система дифференциальных уравнений (9) является нелинейной, поэто-

му для ее решения воспользуемся методом линейных последовательных 

приближений, основанном на методе «упругих» решений Ильюшина. В этом 

случае на каждом шаге итерации рассматриваемая задача сводится к соот-
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ветствующей задаче теории упругости с дополнительными «внешними» 

нагрузками, а система (9) принимает следующий итерационный вид:  

( )( ) ( ) ( 1)

2 1 2 3 42
L ( , )

nn n n

ra u a a a w p
−

ω+ ψ − ψ − = ; 

( ) ( ) ( 1)( ) ( )

2 5 61 12 5 15L ),(
n n nn n

r ha u a a w hG
−

ω+ ψ − − ψ = ; 

( ) ( ) ( 1)( ) ( )

3 7 8 3 32 22 2
L ),(

n n nn n

ra u a a w hh G
−

ω+ =− ψ − − ψ ; 

 
( ) ( )( ) ( ) ( 1)

3 4 6 8 91 2
L ( , )

n nn n n

ra u a a a w q q
−

ω+ ψ + ψ − = − + , (10) 

где n – номер приближения. 

Для жестко заделанного контура пластины 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 01 2
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) 0

n n n n n

rr r w r w r u rψ = ψ = = = = . (11) 

При шарнирном опирании c учетом наличия жесткой диафрагмы на конту-

ре, препятствующем относительному сдвигу слоев, выполняются условия  

 
( ) ( )( ) ( )

0 0 0 01 2
( ) ( ) ( ) ( ) 0

n nn n
u r r r w r= ψ = ψ = = ;  

( ) ( 1)

0 0( ) ( )
n n

r rM r M r
−

ω= . (12) 

На первом шаге нелинейные добавки в (10) полагаются равными нулю 

(0 ) (0 )(0 ) (0 )

1 2
0p h h qω ωω ω= = = = . 

При последующих итерациях они вычисляются на основе предыдущего 

приближения с использованием формул типа (8):  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1
, (2 , , );

n n n n

r rr r r rq M M M
r

− − − −
ω ω ω ϕω= + −  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1
, ( );

n n n n

r r rp T T T
r

− − − −
ω ω ω ϕω= + −  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 1 1 1

1
, ( );

n n n n

rr r
h H H H

r

− − − −
ω ω ω ϕω= + −  ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2 2

1
, ( ).

n n n n

rr r
h H H H

r

− − − −
ω ω ω ϕω= + − (13) 

Нелинейные составляющие в (12), (13):  

2 2
( -1) ( , 1) ( , 1) ( , 1)

1 1

d 2 ( ) d

k k

n k n k n k n

k k u

k kh h

T z G э z
− − −

α ω αω α

= =

≡ σ = ω ε   , 

2 2
( 1) ( , 1) ( , 1) ( , 1)

1 1

d 2 ( ) d

k k

n k n k n k n

k k u

k kh h

M z z G э z z
− − − −

αω α ω α

= =

≡ σ = ω ε   , 

 ( 1) (4, 1)
51α

n n
H h Tαω

− −
ω = ,  ( 1) ( 2, 1)

32α

n n
hH Tαω ω

− −= −   ( , )rα = ϕ . (14) 

2 Аналитическое решение. Используя методику решения подобной си-

стемы уравнений [15], решение системы (10) запишем в виде 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 21 2 4 1
( ) ( )

n n n n

r
С I r С I rψ = β + β + ψ , 

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3

1 1 1 2 1 22 2 4 1 1

2 3 3 2 3

1 5 5
2

3

( ) ( L) ( )
n n n n n

r r

bb b b
С k I r С k

G

G
I r

b

h

h G b h

−
ψ = β + β + ψ ψ ++  
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( 1) ( 1)

1 ( 1) ( 1) ( 1)3 21 2 2 2 3 1 2 3 3 24
1

2 3 3 2 3 3 1 1 2 3 3

L ( )

n n

n n nb h b h b b a b a ba
q q p

h G
p

b b a a Gbh G h

− −
− − − −ω ω

ω ω ω

 − γ − γ +
+ + − + − 

 
; 

(

2
( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 2 2 3 1

1 2 1 1

2 3 3 2 3 3 2 3 3

( 1) ( 1)1 ( 1) ( 1)4

2

2
1 3 21 2

1 2 3

5 1

3

5 ( ) ( )
d d

L ( ) d d d d

L ( )
n n n

r r

n nn n

b b b b b
w

h G b

h G h G h Gb
r r

b b

a
q q r p r b h r b h

h
r

a b G

− −− − −
ω ω ω ω

  γ − γ γ − γ
= − γ + γ ψ − ψ − × 

 

  γ
× − + − − − 
 

 

  

 

) ( )( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)2 3 3 2 4
3 2

1 1

d L ( ) d L ( ) d
n n na b a b a

p r q q r p r
a a

− − − − −
ω ω ω

 +
− − γ − + − 

 
    

( ) 2
( ) ( )0 1 1 2 1 0 2 1 2 2 6

82 4

1 2

( )( ) ( )( )

2

n

n n C rI r k I r k
С С C

β γ + γ β γ + γ
− − + +

β β
;  

2
( ) ( )( ) 3 4 2 3 3 4 2 2 32 4 1
1 1

1 2 3 3 1 1

5
2

3

5

2 3

1 L ( )
n nn

r r

a a b a a b b
u

h G b

h G h

a a

b a b Ga a
+

 − γ − γ −+ γ
= − ψ + ψ 
 

 (15) 

1 ( 1)
1 ( 1) 1 ( 1)2 3 4 24 4

3 2

1 1 1 1 2 3 3

L ( )
L ( ) L ( )

n
n np a aa a

q q p
a a a b h Ga

− −
− − − −ω

ω ω

  − γ
+ − γ − + + × 

 
 

( )( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 1)2 3 3 24
3 2 2 2 3 1 11 2

1 1

L ( )
n n n n na b a ba

b h b h b b q q p p
a a

− − − − − −
ω ω ωω ω

   +
× − + γ − γ − + − +   

  
 

( ) ( ) ( )2 1 4 1 3 2 4 2 1 4 2 3 2 4
1 1 1 12 4 9

1 1

( ) ( )
( ) ( )

n n na a k a a a a k a a
С I r С I r C r

a a

+ γ − − γ + γ − − γ
+ β + β + , 

где учтено, что из условия ограниченности перемещений в центре пластины 

константы C1 = C3 = C5 = C7 = C10 = 0; I1 – функции Бесселя; 
( )

1

n

r
ψ – частное 

решение уравнения Бесселя для сдвига ψ1; интегралы берутся в пределах от 

0 до r; 
1

L i

−
– интегральные операторы 

1

1

1
L ( ) dg rg r

r

−
≡  ,  

1

3

1 1
L ( ) d d dg r rg r r r

r r

−
≡    ; 

2 2 2
5 4 1 5 9 2 9 2 4 6 1 6 1 6 8 3 4 6 2 4 8 2 3 9

1 22 2
4 1 9 4 1 9

2
;  ;

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a
b b

a a a a a a

− + − + + − −
= =

− −
 

2 2 2
4 7 1 7 9 3 4 8 3 9 1 8

3 2
4 1 9

2
;

a a a a a a a a a a a a
b

a a a

− + + +
=

−
 

1 6 2 4 1 8 3 41
1 22 2 2

4 1 9 4 1 9 4 1 9

;   ;   .
a a a a a a a aa

a a a a a a a a a

− +
γ = γ = γ =

− − −
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При жестком защемлении контура пластины остальные константы инте-

грирования получим, удовлетворяя решением (15) условиям (11):  

0

( )

1
( ) ( ) 1 2 0
2 4

1 1 0 1 1 0

( )

( ) ( )

n

r
r rn n I r

С С
I r I r

=
ψ

β
= − −

β β
, 

( 1) ( 1)( )
( ) ( ) 3 223 1 3 3 2 1 21
4 1 2 2

3 3 2 1 2 0 1 2 2 3 3 1 2 0 1 21 2 0 1 2

5 5 L

( )( ) ( )( )( )( )

( )
n nn

n n r
r

b h b hb k b
С

h G h G

h G b I r k k b I r k kI r h G

− −
ω ω

 −ψ−
= ψ + + +

β − β −β β − β
 

1 ( 1) ( 1)2 2 3 1 4
1

2 3 3 1 2 0 1 2 1

L ( )
( )( )

n nb b a
q q p

b I r k k ah G

− − −
ω ω

 γ − γ
+ − + − 

β −  
 

0

( 1)2 3 3 2

1 2 3 3 1 2 0 1 2( )( )

n

r r

a b a b
p

a b I r kh G k

−
ω

=

+
− 

β − 
, 

0

( ) 1 ( 1) 1 ( 1)4
3 26

0 1

L ( ) L ( )
n n n

r r

a
C q q p

r a

− − − −
ω ω

=

 γ
= − + 

 
, 

0

( ) 2
( ) 1 ( 1) 1 ( 1) 064

3 28

1

L ( ) d L ( ) d
2

n

n n n

r r

C ra
C q q r p r

a

− − − −
ω ω

=

 
= γ − + − 

 
  ,   

 
0

( ) 1 ( 1)

29

1 0

1
L ( )

n n

r r
C p

a r

− −
ω

=
= − . (16) 

Таким образом, итерационные формулы (15), (16) с учетом (13), (14) позволя-

ют вычислять перемещения при изгибе круговой пятислойной несимметричной 

по толщине пластины с упругими и упругопластическими слоями. При шарнир-

ном закреплении контура константы интегрирования следуют из условий (12).  

Численные результаты получены для пластины единичного радиуса со 

слоями: кордиерит–фторопласт-4–дюралюминий–фторопласт-4–дюралюминий, 

контур которой защемлен. Толщины слоев, отнесенные к радиусу r0, h1 = h2 = 

= h4 = 0,01, h3 = h5 = 0,1. Функции пластичности и нелинейности в соотно-

шениях (2), (4) приняты в виде 

( )

0, ,
( )

(1 / ) , .k

u y

k u k

k y u u yA
α

ε ≤ ε
ω ε = 

− ε ε ε > ε

 

Механические характеристики материалов: для кордиерита G4 = 258 ГПа, 

K4 = 558 ГПа; для дюралюминия G1 = 26,7 ГПа, K1 = 80 ГПа, A1 = 0,96; 

α1 = 2,34; 
(1)

yε = 0,735 %; для фторопласта-4 – G3 = 90 МПа, K3 = 345 МПа [2]. 

Интенсивность равномерно распределенной нагрузки q0 = –20 МПа. 



158 

На рисунке 2 показаны графики изменения перемещений вдоль радиуса 

пластины. Четвертые приближения приняты за физически нелинейные пере-

мещения, их отличие от предыдущих составляет менее 1 %, что свидетель-

ствует о достаточно быстрой сходимости итерационного процесса.  

 

Рисунок 2 – Перемещения (а – прогиб w; относительные сдвиги б – ψ1, в – ψ2) 

в пятислойной пластине с кордиеритовым внешним слоем: 
1 – упругие; 2, 3 – второе и третье приближения; 4 – физически нелинейные 

В рассматриваемой пластине за счет учета упругопластических свойств 

двух несущих слоев перемещения на 12,8 % больше, чем у упругой пластины. 

Радиальные перемещения малы, они на три порядка меньше прогиба и сдвигов, 

поэтому на пластическое деформирование влияния практически не оказывают.  

Выводы. Численные результаты подтвердили необходимость учета 

физически нелинейных свойств материалов слоев при изгибе пятислойной 

несимметричной по толщине пластине с двумя упругопластическими несу-

щими слоями. Приведенные итерационные формулы позволяют вычислять 

перемещения в пятислойных пластинах и могут применяться в прочностных 

расчетах машиностроительных организаций.  

Работа выполнена при финансовой поддержке ГПНИ «Конвергенция-2025».  
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DEFORMATION OF A CIRCULAR FIVE-LAYER PLATE 

WITH ELASTIC AND ELASTOPLASTIC LAYERS 

A model of a five-layer circular plate, asymmetric in thickness, is proposed; some lay-

ers are deformed elastically, while others exhibit plastic properties. The inelastic behavior 
is described by the equations of small elastoplastic deformation theory. The Kirchhoff's 

hypotheses describes the deformation of the load-bearing layers, while the Timoshenko's 

hypothesis describes the deformation of the cores. The Ilyushin's method of elastic solu-

tions is used to solve the boundary-value problem. The results of numerical calculations 

based on the iterative solution are presented. 
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