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РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НАГРУЗКИ 

Рассматривается задача о колебаниях пятислойного симметричного по толщине 
стержня, который включает три несущих слоя (центральный и два внешних) и два 
относительно толстых легких заполнителя. Получено аналитическое решение для 
случая мгновенного приложения равномерно распределенной нагрузки. Использован 
метод разложения искомых перемещений в ряд по построенной системе собственных 
ортонормированных функций. Приведены графики изменения прогиба и относитель-
ного сдвига по длине стержня для различных материалов слоев. 
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Введение. Разработке методов расчета слоистых конструкций при раз-
личных видах и типах нагрузок посвящено значительное число публикаций. 
В монографии [1] систематически исследуется деформирование трехслойных 
конструкций при квазистатических и динамических нагрузках. Особое внима-
ние уделяется учету нелинейных и реономных свойств материалов слоев. 
Термомеханическому и радиационно-силовому нагружению трехслойных 
стержней и пластин посвящены монографии [2, 3]. Циклическая повреждае-
мость в процессе эксплуатации трехслойных конструкций, исследована в [4].  

В статье [5] рассмотрено квазистатическое деформирование упругой кру-
говой пятислойной пластины под действием локальной кольцевой нагрузки. 
Собственные колебания пятислойной круговой пластины при различных 
закреплениях контура исследованы в [6, 7]. 

Колебания сэндвич-стержня с легким заполнителем изучены в статье [8]. 
Анализ свободных колебаний пятислойных симметричных по толщине 
стержней представлен в работах [9–13]. Определены собственные частоты и 
формы колебаний, построены системы собственных ортонормированных 
функций. Исследование вынужденных колебаний пятислойных стержней, 
судя по публикациям, до настоящего времени не проводилось. 

Представленная работа посвящена анализу динамического поведения пя-
тислойного стержня при действии мгновенно приложенной равномерно рас-
пределенной нагрузки. 

Постановка задачи. Дифференциальные уравнения, описывающие из-
менение прогиба w и относительного сдвига ψ при вынужденных колебани-
ях симметричного по толщине пятислойного стержня (рисунок 1), получа-
ются из соответствующих уравнений свободных колебаний [9–13] добавле-
нием распределенной нагрузки q0: 
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2h1 – толщина центрального слоя; h2 – толщина внешних слоев; с – толщина 

заполнителей, Gk, Kk – параметры упругости материалов слоев.  

 

Рисунок 1 – Расчетная схема пятислойного стержня 

Для замыкания начально-краевой задачи необходимо к уравнениям дви-

жения (1) добавить начальные и граничные условия. 
В качестве начальных принимаем однородные условия  

 ( ) 0,0w x = ;  0,( )0w x = . (2) 

При заделке торцов стержня x = 0; l должны выполняться требования 

 (0 ) (0 ) , (0 ) 0;, , ,xt w t w t = = =   ( ) ( ) , ( ) 0, , ,xl w tl wt l t = = = . (3) 

В случае шарнирного опирания граничные условия следующие: 

 (0 ) (0 ) (0 ) 0;, , ,t tw M t = = =   ,( ), ) 0,( ) (t tl w l M l t = = = .  (4) 

После преобразований из системы (1) выделено отдельное уравнение для 

прогиба, а через его производную выражен относительный сдвиг:  
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Далее прогиб, относительный сдвиг и нагрузку раскладываем в ряды по 

системе собственных функций vn, n, полученных для граничных условий 

(3), (4) в [11]:  
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где Tn(t) – искомая функция времени. 
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dn – ортонормирующий множитель; n – собственные числа, которые связа-

ны с частотами колебаний ωn формулой 4 2 2
1 0 4 1 2( )n na M a a a =  − . 

Выражения для qn(t) получим, умножив третье из соотношений в (6) на vn 

и выполняя интегрирование по длине стержня: 
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В силу ортонормированности системы собственных функций 
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Подстановка в уравнение (5) выражений для прогиба и нагрузки (6) дает 
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Учитывая уравнение собственных колебаний 4,n хххх n nv v=  , получаем 
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Чтобы полученное уравнение выполнялось в любой момент времени, 

функция времени должна удовлетворять дифференциальному уравнению 

 2
n n n nT T q+ = .  

Его общее решение [1] при однородных начальных условиях –  

 

0

1
sin( ( ) ( ) )

t

n n n n
n

T T t q d+ =  −   
  . (9) 

Следует отметить, что наличие интегрального слагаемого в (9) не влияет 

на значения коэффициентов An, Bn, т. к. оно при t = 0 обращается в ноль. 

Решение для случая равномерно распределенной нагрузки. Предпо-

ложим, что нагрузка q0 = const распределена по всей длине стержня. Подста-

новка в формулу (7) дает параметры разложения в ряд по системе собствен-

ных функций: 
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Отсюда 
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Подставив коэффициенты (10) в (9), получим функцию времени при рав-

номерно распределенной нагрузке: 

 ( )
2

( ) 1 cos( )n
n n

n

q
T t t= − 


.  

Численные результаты. Собственные частоты колебаний ωn и соб-

ственные числа βn найдены ранее в [12] для случая защемленного стержня 

единичной длины, в котором h1 = h2 = 0,01l; c = 0,1l. 

На рисунке 2 представлены графики изменения прогиба (а) и сдвига (б) 

по длине стержня, соответствующие равномерно распределенной нагрузке 

q0 = 1,5 МПа для трех комбинаций материалов пакетов слоев. Графики, по-

лученные при замене внешних несущих слоев на титановый сплав, визуаль-

но не отличаются от кривых для базового пакета. Использование в качестве 

заполнителей пенополиуретана увеличивает прогиб на 12 %, сдвиг – на 11 %. 

Рисунок 3 иллюстрирует изменения прогиба (a) и сдвига (б) во времени 

при рассматриваемой нагрузке для базового пакета 1 и при использовании 

заполнителей из пенополиуретана 2. Применение более легкого заполнителя 

ведет к увеличению амплитуды колебаний до 10 % и росту частоты колеба-

ний примерно в 2 раза. 
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а) 

 

б)

 

Рисунок 2 – Зависимость прогиба w (а) и сдвига ѱ (б) вдоль оси стержня: 
1 – Д16Т – фторопласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – Д16Т; 

2 – титан – фторопласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – титан; 

3 – Д16Т – пенополиуретан – Д16-Т – пенополиуретан – Д16Т 

а)

  

б)

 

Рисунок 3 – Зависимость прогиба w (а) и сдвига ѱ (б) от времени 
1 – Д16Т – фторопласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – Д16Т; 

2 – Д16Т – пенополиуретан – Д16-Т – пенополиуретан – Д16Т 

Выводы. Полученные в работе выражения позволяют численно исследо-
вать перемещения и частоты колебаний пятислойного симметричного по 

толщине стержня при свободных и вынужденных колебаниях, что может 

быть использовано в расчетной практике предприятий машиностроительно-

го и строительного комплексов. 
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OSCILLATIONS OF A FIVE-LAYER ROD 

UNDER AN INSTANTLY APPLIED UNIFORMLY DISTRIBUTED LOAD 

This paper considers the vibrations of a five-layer rod symmetrical by thickness and con-
sisting of three load-bearing layers (a central layer and two outer layers) and two relatively 
thick lightweight cores. An analytical solution is obtained for the case of instantaneous ap-
plication of a uniformly distributed load. A method for expanding the sought-for displace-
ments into a series of orthonormal eigenfunctions is used. Graphs of the change in deflection 
and relative shear along the rod length are presented for the different layer materials. 

Keywords: five-layer symmetrical rod, uniformly distributed load, vibrations, deflec-
tion, relative shear. 
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