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ВВЕДЕНИЕ 
 
 
 

Ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà çàíèìàåò êëþ÷åâîå ìåñòî â ñèñòåìå 
ïîäãîòîâêè èíæåíåðîâ-ñòðîèòåëåé, ôîðìèðóÿ ó ñòóäåíòîâ ïðåä-
ñòàâëåíèå î çàêîíîìåðíîñòÿõ ðàáîòû êîíñòðóêöèé ïîä äåéñòâèåì 
íàãðóçîê ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷ ðàñ÷å-
òà îñîáîå çíà÷åíèå èìååò ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè, ïîñêîëüêó ïîòå-
ðÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ íåðåäêî ïðåäøåñòâóåò ðàçðóøåíèþ è 
ìîæåò ïðîèñõîäèòü âíåçàïíî, áåç çàìåòíûõ ïðèçíàêîâ èñ÷åðïàíèÿ 
ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà.  

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî âîïðîñàì ðàñ÷åòà íà óñòîé÷è-
âîñòü ðàì è ñòåðæíåé. Âûáîð óêàçàííîé òåìàòèêè îáóñëîâëåí òåì, 
÷òî èìåííî ñòåðæíåâûå ýëåìåíòû – êîëîííû, ñòîéêè, ðàñêîñû, 
ðèãåëè – îáðàçóþò îñíîâó áîëüøèíñòâà êàðêàñíûõ ñîîðóæåíèé.  

Â ïîñîáèè ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå 
îñíîâû óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñòåðæíåé, âûâîä êðèòè÷åñêèõ ñèë 
äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ çàêðåïëåíèÿ, à òàêæå ìåòîäû èõ îïðåäå-
ëåíèÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî àíàëèçó ïëîñêèõ ðàì, âêëþ÷àÿ 
îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà 
ïåðåìåùåíèé. Òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ ïðèìå-
ðàìè ðàñ÷åòîâ, èëëþñòðèðóþùèìè àëãîðèòìû ðåøåíèÿ òèïîâûõ 
çàäà÷. 

Ïîñîáèå îðèåíòèðîâàíî íà ñòóäåíòîâ ñòðîèòåëüíûõ ñïåöèàëü-
íîñòåé, èçó÷àþùèõ äèñöèïëèíó «Ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà». Ìàòå-
ðèàë ñòðóêòóðèðîâàí ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèé äåéñòâóþùåãî îáðàçî-
âàòåëüíîãî ñòàíäàðòà. Â òåêñòå èñïîëüçóþòñÿ îáùåïðèíÿòûå îáî-
çíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïðååìñòâåííîñòü ñ 
íîðìàòèâíîé è ó÷åáíîé ëèòåðàòóðîé. 

Öåëü ïîñîáèÿ ñîñòîèò â ôîðìèðîâàíèè ó îáó÷àþùèõñÿ ñèñòåì-
íîãî ïîíèìàíèÿ ÿâëåíèé óñòîé÷èâîñòè è ïðàêòè÷åñêèõ óìåíèé 
âûïîëíÿòü ðàñ÷åòû ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé íà ñòàäèè ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ. Îñâîåíèå ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà äîëæíî ñïîñîáñòâî-
âàòü ðàçâèòèþ èíæåíåðíîãî ìûøëåíèÿ, ñïîñîáíîñòè îöåíèâàòü 
íàäåæíîñòü êîíñòðóêòèâíûõ ðåøåíèé è ïðèíèìàòü îáîñíîâàííûå 
ïðîåêòíûå ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. 
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1 ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ 

 

1.1 Определения 

Ó ñ ò î é ÷ è â î ñ ò ü þ  íàçûâàåòñÿ ñïîñîáíîñòü ñîîðóæåíèé ñîõðà-
íÿòü ñâîå ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå èëè ïåðâîíà÷àëüíóþ ôîðìó 
ðàâíîâåñèÿ â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïðè äåéñòâèè âíåø-
íèõ ñèë. 

Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïðèëîæåííîé íàãðóçêè ñèñòåìà 
ìîæåò íàõîäèòñÿ â  óñòîé÷èâîì, íåóñòîé÷èâîì èëè áåçðàçëè÷íîì 
ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Ïðîâåäåì àíàëîãèþ ñ øàðèêîì, ðàñïîëî-
æåííûì íà ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ (ðèñóíîê 1.1). 

 
Ðèñóíîê 1.1 

Ó ñ ò î é ÷ è â û ì  ðàâíîâåñèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå 
íàãðóæåííîé ñèñòåìû, ïðè êîòîðîì ïðè ìàëåéøåì äîïîëíèòåëü-
íîì âîçìóùåíèè ñîîðóæåíèå îòêëîíÿåòñÿ îò èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ, 
íî ïîñëå èñ÷åçíîâåíèÿ âîçìóùåíèÿ ïîëíîñòüþ âîçâðàùàåòñÿ â 
ñâîå ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå èëè ïåðâîíà÷àëüíóþ ôîðìó ðàâ-
íîâåñèÿ (ñì. ðèñóíîê 1.1, à). 

Í å ó ñ ò î é ÷ è â û ì  ðàâíîâåñèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå 
íàãðóæåííîé ñèñòåìû, ïðè êîòîðîì äàæå ìàëåéøåå âîçìóùåíèå 
íå âîçâðàùàåò ñîîðóæåíèå â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå, à ïðèâîäèò ê 
áо́ëüøèì îòêëîíåíèÿì è íîâîìó ïîëîæåíèþ èëè íîâîé ôîðìå 
ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñóíîê 1.1, á). 

https://mechanika.bsut.by
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Á å ç ð à ç ë è ÷ í û ì  ðàâíîâåñèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå 
íàãðóæåííîé ñèñòåìû, ïðè êîòîðîì ëþáîå âîçìóùåíèå íå âîç-
âðàùàåò ñîîðóæåíèå â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå, íî è íå ïðèâîäèò ê 
áо́ëüøèì îòêëîíåíèÿì (ñì. ðèñóíîê 1.1, â). 

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè áåçðàçëè÷íîå ñîñòîÿ-
íèå ìîæíî ñ÷èòàòü íåóñòîé÷èâûì. Ïîýòîìó ñèñòåìó ìîæíî ñ÷è-
òàòü óñòîé÷èâîé òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñïîñîáíà âîçâðàòèòüñÿ â 
èñõîäíîå ïîëîæåíèå ïðè ëþáîì îòêëîíåíèè. 

Ïåðåõîä ñîîðóæåíèÿ èç óñòîé÷èâîãî â íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå 
ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ ï î ò å ð å é  ó ñ ò î é ÷ è â î ñ ò è. Ñîñòîÿíèå 
ïåðåõîäà íàçûâàåòñÿ ê ð è ò è ÷ å ñ ê è ì  ñ î ñ ò î ÿ í è å ì. Ïðè ýòîì 
âñå ïàðàìåòðû ñèñòåìû  íàçûâàþòñÿ ê ð è ò è ÷ å ñ ê è ì è. 

Ê ð è ò è ÷ å ñ ê î é  ñ è ë î é  Fcr íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå ñæèìàþùåé ñèëû, ïðè êîòîðîé ñèñòåìà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ðàçëè÷àþò: 
1 Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ñîîðóæåíèÿ – ýòî ñïîñîáíîñòü ñî-

îðóæåíèÿ ñîõðàíÿòü ñâîå ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå. Ñîîðóæåíèå 
â öåëîì íå ìîæåò äàëåå ñîõðàíÿòü ñâîå ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæå-
íèå è âûíóæäåíî åãî èçìåíèòü. Ïðîèñõîäèò íàðóøåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñîîðóæåíèå, êîòîðîå âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ ëèøü â íîâîì åãî ïîëîæåíèè. 

Íàïðèìåð, ïðè äåéñòâèè íà òåëî ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû F (ðè-
ñóíîê 1.2, à) ñîçäàåòñÿ îïðîêèäûâàþùèé ìîìåíò Mîïð = Fy (ðèñó-
íîê 1.2, á),  îò÷åãî  òåëî ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü è ïðèíÿòü 
íîâîå ïîëîæåíèå (ðèñóíîê 1.2, â). 

 
Ðèñóíîê 1.2 

Ñîáñòâåííûå âåñ P = mg ñîçäàåò óäåðæèâàþùèé ìîìåíò  
Móä =Pz, êîòîðûé ïðîòèâîñòîèò îïðîêèäûâàíèþ. Ïîëîæåíèå ñè-
ñòåìû çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ýòèõ ìîìåíòîâ. Åñëè Móä > Mîïð, 
òî ñèñòåìà óñòîé÷èâà; åñëè  Móä < Mîïð, òî ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà; 
åñëè  Móä = Mîïð, òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. 

2 Óñòîé÷èâîñòü ôîðì ðàâíîâåñèÿ â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿ-
íèè – ýòî ñïîñîáíîñòü ñîîðóæåíèÿ ñîõðàíÿòü ñâîþ ïåðâîíà÷àëü-
íóþ ôîðìó ðàâíîâåñèÿ. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ôîðìà äåôîðìàöèè 
ñòåðæíåâîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàëûì íà÷àëüíûì íàãðóç-
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êàì  îïðåäåëåííîãî âèäà, ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ýòèõ íàãðóçîê 
ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé è ïåðåõîäèò â  äðóãóþ ôîðìó, êà÷å-
ñòâåííî îòëè÷íóþ îò ïåðâîíà÷àëüíîé. Íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ìåæäó âíåøíèìè è âíóòðåííèìè ñèëàìè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ïåðâîíà÷àëüíîìó âèäó äåôîðìàöèè, êîòîðûå  âîññòàíàâëè-
âàþòñÿ â íîâîì äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. 

 
Ðèñóíîê 1.3 

Ïóñòü íà ïðÿìîé ñòåðæåíü ñ 
çàäåëàííûì âíèçó êîíöîì äåé-
ñòâóåò íåêîòîðàÿ ñæèìàþùàÿ 
ïðîäîëüíàÿ ñèëà F ìåíüøàÿ 
êðèòè÷åñêîé Fcr (ðèñóíîê 1.3, à), 
ñòåðæåíü îñòàåòñÿ â óñòîé÷èâîé 
ïðÿìîëèíåéíîé ôîðìå ðàâíîâå-
ñèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè  
äî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Fcr 
ñòåðæåíü ïðèîáðåòàåò íîâóþ 
êðèâîëèíåéíóþ ôîðìó ðàâíîâå-
ñèÿ (ðèñóíîê 1.3, á).  

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè íàãðóçêè ñâåðõ êðèòè÷åñêîé 
ñòåðæåíü íàõîäèòñÿ â íåóñòîé÷èâîé êðèâîëèíåéíîé ôîðìå ðàâíî-
âåñèÿ (ñì. ðèñóíîê 1.3, â). 

Óñëîâíî ðàçëè÷àþò ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî 
ðîäà. 

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ï å ð â î ã î  ð î ä à  ñâÿçàíà ñ íàðóøåíèåì 
ðàâíîâåñèÿ ìåæäó âíåøíèìè è âíóòðåííèìè ñèëàìè ïðè êà÷å-
ñòâåííîì èçìåíåíèè ôîðìû äåôîðìàöèè – âîçíèêàþò è èíòåíñèâ-
íî ðàçâèâàþòñÿ äåôîðìàöèè íîâîãî âèäà. 

Ìîæíî âûäåëèòü òðè òèïà: 
1 Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè öåíòðàëüíîãî ñæàòèÿ. Òàê, â ñå÷å-

íèÿõ öåíòðàëüíî ñæàòîãî ñòåðæíÿ (ñì. ðèñóíîê 1.3) ïðè íàãðóçêå 
ìåíüøå êðèòè÷åñêîé F < Fcr  âîçíèêàþò òîëüêî äåôîðìàöèè ñæà-
òèÿ, à ïðè äîñòèæåíèè ñèëû êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ F = Fcr  ïî-
ÿâëÿåòñÿ íîâûé âèä äåôîðìàöèè èçãèáà. 

2 Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñèììåòðè÷íîé ôîðìû äåôîðìàöèè. 
Ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü ñèììåòðè÷íûå êîíñòðóêöèè, èçîáðà-
æåííûå íà ðèñóíêå 1.4. Ïîä äåéñòâèåì ñèëû F ðàìà ïîëó÷àåò 
ñèììåòðè÷íûå äåôîðìàöèè (ñì. ðèñóíîê 1.4, à). Îäíàêî ïðè äî-
ñòèæåíèè ñèëîé F êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Fcr ðàìà òåðÿåò ñâîþ 
óñòîé÷èâîñòü è ïåðåõîäèò ê íåñèììåòðè÷íîé ôîðìå äåôîðìàöèè 
(ñì. ðèñóíîê 1.4, á). Àíàëîãè÷íîå ïðîèñõîäèò è â äâóõøàðíèðíîé 
àðêå (ñì. ðèñóíîê 1.4, â). 
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Ðèñóíîê 1.4 

3 Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïëîñêîé ôîðìû äåôîðìàöèè. Òîíêî-
ñòåííàÿ áàëêà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 1.5, à, ïîä äåéñòâèåì 
ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè F èçãèáàåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.  
Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå äîñòèæåíèÿ ñèëîé êðèòè÷åñêî-
ãî çíà÷åíèÿ, áàëêà îòêëîíÿåòñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, 
ïðîèñõîäèò äîïîëíèòåëüíûé åå èçãèá â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè 
è çàêðó÷èâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, òåðÿåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíàÿ ôîðìà 
ïëîñêîé äåôîðìàöèè (ðèñóíîê 1.5, á). 

 
Ðèñóíîê 1.5 

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â ò î ð î ã î  ð î ä à  ñâÿçàíà ñ íàðóøåíèåì 
ðàâíîâåñèÿ ìåæäó íàãðóçêîé è âíóòðåííèìè óñèëèÿìè áåç ïîÿâ-
ëåíèÿ íîâûõ âèäîâ äåôîðìàöèé. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåçêèì âîç-
ðàñòàíèåì ïðåäûäóùèõ äåôîðìàöèé. Òàê, âíåöåíòðåííî ñæàòûé 
ñòåðæåíü ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàåò íîâóþ ôîðìó ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò ñâîè ïåðåìåùåíèÿ, 
îñòàâàÿñü ñæàòî-èçîãíóòûì (ðèñóíîê 1.6, à). Íîâûå âèäû äåôîð-
ìàöèé íå ïîÿâëÿþòñÿ. Àíàëîãè÷íîå äåôîðìèðîâàíèå ïðîèñõîäèò 
è ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òðåõøàðíèðíîé àðêè (ðèñóíîê 1.6, á). 
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Ðèñóíîê 1.6 

Ïðè ðàñ÷åòå íà óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíåâûõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, 
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðâîãî ðîäà.  

 
 
1.2 Число степеней свободы  
      при расчете на устойчивость 

Íà÷àëüíûì è îäíèì èç âàæíåéøèõ ýòàïîâ ïðè âûïîëíåíèè 
ðàñ÷åòà ëþáîé êîíñòðóêöèè íà óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëå-
íèå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû åå ðàñ÷åòíîé ñõåìû. Ýòîò ïàðàìåòð 
íåîáõîäèì â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ïðàâèëüíîãî ñîñòàâëåíèÿ óðàâ-
íåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåâûå ñèñòåìû 
òåðÿþò èñõîäíóþ ôîðìó óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è ïðèíèìàþò 
íîâóþ ôîðìó ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Èçìåíåíèå ôîðìû èëè ïîëî-
æåíèÿ ñèñòåìû ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì êîîðäèíàò åå õàðàêòåðíûõ 
òî÷åê.  

× è ñ ë î ì  ñ ò å ï å í å é  ñ â î á î ä û  íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íåçà-
âèñèìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå 
âñåõ òî÷åê äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû. 

Â çàäà÷àõ ñòàòèêè îïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ óñèëèé âåäåòñÿ ïî 
íåäåôîðìèðîâàííîé ñõåìå, ò. å. ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèé ðàâíîâå-
ñèÿ íå ó÷èòûâàþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè â ñèëó ñâîåé ìàëî-
ñòè. Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåèçìåíÿåìûõ ñèñòåì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáî-
äû W ≤ 0. Òàê, íà ðèñóíêå 1.7, à ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû W = –2. 

Ëþáîé ýëåìåíò ðåàëüíîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ äåôîðìèðóå-
ìûì è íåçàâèñèìî îò ÷èñëà è õàðàêòåðà ñâÿçåé, íàëîæåííûõ íà 
íåãî â öåëîì, îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû è 
ôîðì íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Â çàäà÷àõ óñòîé÷èâîñòè óðàâíå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ ïî äåôîðìèðîâàííîé ñõåìå ñ ó÷åòîì 
ïåðåìåùåíèé è äåôîðìàöèé, âûçûâàåìûõ äåéñòâóþùåé íàãðóç-
êîé. Â ýòîì ñëó÷àå W = ∞ (ðèñóíîê 1.7, á).  
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Ðèñóíîê 1.7 

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòà óïðóãàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàìåíåíà 
áîëåå ïðîñòîé ñõåìîé, èìåþùåé êîíå÷íîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáî-
äû. Ýòî ïîçâîëÿåò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàìåíèòü ñèñòå-
ìîé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì â êîíñòðóêöèþ ââîäÿò 
óïðóãîïîäàòëèâûå ñâÿçè (ðèñóíîê 1.8), à ÷àñòè ñòåðæíåâîé ñèñòå-
ìû çàìåíÿþò íà àáñîëþòíî æåñòêèå ñòåðæíè. Ñèñòåìà ïðåâðàùà-
åòñÿ â ìåõàíèçì, äîïóñêàþùèé ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ. Ñòåðæíè 
ýòîãî ìåõàíèçìà íå èçãèáàþòñÿ, à òîëüêî ëèíåéíî ïåðåìåùàþòñÿ 
èëè ïîâîðà÷èâàþòñÿ. 

 
Ðèñóíîê 1.8 

Íà ðèñóíêå 1.9, à èçîáðà-
æåí ñòåðæåíü ñ áåñêîíå÷íûì 
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ìû 
åãî ìîæåì ïðåäñòàâèòü, 
íàïðèìåð, â âèäå ñèñòåìû ñ 
îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èëè  
äâóìÿ (ðèñóíîê 1.9, á). Ñòå-
ïåíü óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòíîé 
ñõåìû âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç 
öåëè èññëåäîâàíèÿ, ìåòîäà è 
äîïóñòèìîé òî÷íîñòè ðåøå-
íèÿ. 

 
Ðèñóíîê 1.9 
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1.3 Методы расчета на устойчивость 
Öåëüþ ðàñ÷åòà íà óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êðèòè-

÷åñêèõ çíà÷åíèé âíåøíèõ íàãðóçîê, äåéñòâóþùèõ íà ñîîðóæåíèå 
èëè îòäåëüíûå åãî ýëåìåíòû. 

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñèë ÿâëÿþòñÿ 
ñòàòè÷åñêèé, ýíåðãåòè÷åñêèé è äèíàìè÷åñêèé ìåòîäû. 

Ñòàòè÷åñêèé ìåòîä. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷àþò
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìîæíûõ ôîðì ñòàòè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

Ðàñ÷åò ïî ñòàòè÷åñêîìó ìåòîäó ñîñòîèò èç òðåõ øàãîâ: 
1 Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî  íàãðóçêà íåçíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò êðè-

òè÷åñêóþ, çàäàííîé óïðóãîé ñèñòåìå äàþò áåñêîíå÷íî ìàëûå ïå-
ðåìåùåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå êà÷åñòâåííî íîâîå äåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.  Ñ÷èòàþò, ÷òî äåôîðìèðîâàííàÿ ôîðìà áåñêî-
íå÷íî áëèçêà ê èñõîäíîé, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþòñÿ ïî
íåäåôîðìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ.

2 Äëÿ äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë. Âèä óðàâíåíèé çàâèñèò îò
÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäû óðàâíåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèå, äëÿ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì 
÷èñëîì ñâîáîäû – äèôôåðåíöèàëüíûå. 

3 Àíàëèçèðóÿ óðàâíåíèÿ, íàõîäÿò êðèòè÷åñêóþ ñèëó. Êðèòè-
÷åñêàÿ ñèëà îïðåäåëÿòñÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïî-
ëó÷àåìîãî ïðèðàâíèâàíèåì ê íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ðàçðåøàþùåé
ñèñòåìû. Ñòàòè÷åñêèé êðèòåðèé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè áóäåò 
èìåòü âèä 

( ) 0D k = . 

Äëÿ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàçðåøà-
þùàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à äëÿ
ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû – èç óðàâíåíèé ñòà-
òè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. 

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû, ïðè íåîáõîäèìîñòè, èç 
óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü è ôîðìû ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè.  

Ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ï ð è í ö è ï å  
Ë à ã ð à í æ à  –  Ä è ð è õ ë å :  

– åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâå-
ñèÿ, òî åå ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ E ìèíèìàëüíà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ýíåðãèåé âî âñåõ äðóãèõ åå ïîëîæåíèÿõ;  

– åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâå-
ñèÿ, òî åå ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ E èìååò ìèíèìóì;  
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– â áåçðàçëè÷íîì (êðèòè÷åñêîì) ñîñòîÿíèè ïîëíàÿ ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîñòîÿííà E=const.  

Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íàãðóæåííîé ñèñòåìû E ÷èñ-
ëåííî ðàâíà ñóììå ïîòåíöèàëüíûõ ýíåðãèé âíóòðåííèõ è âíåø-
íèõ ñèë: 

E U T U W= + = − , 

ãäå U – ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âíóòðåííèõ ñèë; T –
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âíåøíèõ ñèë; W – ðàáîòà âíåøíèõ ñèë. 

Èç ïðèíöèïà Ëàãðàíæà – Äèðèõëå ñëåäóåò, ÷òî  ðàçíîñòü äâóõ 
ñîñåäíèõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè E1 è E2 ðàâíà íóëþ: 

( ) ( )1 2 1 1 2 2 0E E E U W U W U WΔ = − = − − − = Δ − Δ = . 

Ðàñ÷åò ñîñòîèò èç òðåõ øàãîâ: 
1 Ñèñòåìå çàäàþò ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ, ò. å. ñèñòåìó ïðèâîäÿò 

â äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. 
2 Ñîñòàâëÿþò âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèðàùåíèé ïîòåíöèàëüíîé 

ýíåðãèè äåôîðìàöèè è ðàáîòû âíåøíèõ ñèë. 
3 Îïðåäåëÿþò êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïðèðàùåíèÿ: 

U WΔ = Δ . 

Ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì, òàê êàê äëÿ 
åãî èñïîëüçîâàíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü, êàêóþ ôîðìó ðàâíîâåñèÿ 
ïðèíèìàåò ñèñòåìà, à ýòî ÷àùå âñåãî íåèçâåñòíî. Ôîðìó ðàâíîâå-
ñèÿ çàäàþò áëèçêîé ê ðåàëüíîé â âèäå êàêîãî-ëèáî ïîëèíîìà èëè 
ñèíóñîèäû. ×åì áëèæå ýòà ôîðìà ê äåéñòâèòåëüíîé ôîðìå ïîòåðè 
óñòîé÷èâîñòè, òåì áëèæå ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ êðèòè÷åñêàÿ 
íàãðóçêà.  

Äàííûé ìåòîä äàåò çàâûøåííûå ðåçóëüòàòû. 

Äèíàìè÷åñêèé ìåòîä. Â ýòîì ìåòîäå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëåáà-
òåëüíàÿ ñèñòåìà ïîä äåéñòâèåì ñîîáùåííîãî åé äèíàìè÷åñêîãî 
âîçìóùåíèÿ. Äàæå òîãäà, êîãäà äåéñòâóþò òîëüêî ñòàòè÷åñêèå 
íàãðóçêè, âíåøíèå íàãðóçêè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äèíàìè÷åñêèå.  

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ýòèì ìåòîäîì èñõîäÿò èç 
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî êîëåáëþùàÿñÿ ñèñòåìà îêîëî ñâîåãî ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ íå ñïîñîáíà âîçâðàùàòüñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîìó ïî-
ëîæåíèþ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â êðèòè÷åñêîì 
ñîñòîÿíèè ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû 
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò. å.  ω → 0.  

Ðàñ÷åò ñîñòîèò èç òðåõ øàãîâ: 
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1 Ñèñòåìå çàäàþò ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå êà÷å-
ñòâåííî íîâîå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. 

2 Ñîñòàâëÿþò óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. 
3 Íàéäÿ îáùåå âûðàæåíèå ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, 

ïðèðàâíèâàþò åãî ê íóëþ, îòêóäà è íàõîäÿò çíà÷åíèå êðèòè÷å-
ñêîé ñèëû. Êðèòè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ ñèëà, ïðè êîòîðîé ÷àñòîòà ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ðàâíà íóëþ. Â îáùåì ñëó÷àå äèíà-
ìè÷åñêèé êðèòåðèé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè áóäåò èìåòü âèä 

( ) ( )min 0 1, 2, ...i iω = = . 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ áîëüøèíñòâà êîíñòðóêöèé ïî òðåì ìå-
òîäàì äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò, òàê êàê ýòè ìåòîäû îñíîâàíû 
íà îäíèõ è òåõ æå óïðîùàþùèõ ãèïîòåçàõ. Îäíàêî â ñëîæíûõ 
êîíñòðóêöèÿõ ðåçóëüòàòû ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ, òîãäà â êà÷åñòâå 
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíèìàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èç êðèòè÷å-
ñêèõ íàãðóçîê, ïîñ÷èòàííûõ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. 

Пример 1.1. Äëÿ ñòåðæíÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.10, à, 
òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü êðèòè÷åñêóþ ñèëó ñ ïîìîùüþ ñòàòè÷åñêîãî, 
ýíåðãåòè÷åñêîãî è äèíàìè÷åñêîãî ìåòîäîâ. 

Ñòàòè÷åñêèé ìåòîä. Ñòåðæåíü ñîåäèíåí ñ çåìëåé óïðóãèì 
øàðíèðîì. Äàííûé âèä çàêðåïëåíèÿ äîïóñêàåò ìàëûé ïîâîðîò. 
Ñòåðæåíü ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. 

Îòêëîíèì ñòåðæåíü íà ìàëûé óãîë φ, â óïðóãîì øàðíèðå âîç-
íèêàåò ìîìåíò M = cφ. Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñèå ñòåðæíÿ îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè A (ðèñóíîê 1.10, á).  

0iAM = ,    ( )sin 0M Fl− ϕ = , 

( )sin 0c Flϕ − ϕ = ,     ( )sin
Fl

c
ϕ = ϕ . 

 
Ðèñóíîê 1.10 

 
Çäåñü âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ: 
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1. φ = 0 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ñèëû F. Â ýòîì ñëó÷àå ñòåðæåíü 
ñîõðàíÿåò ïåðâîíà÷àëüíóþ ôîðìó ðàâíîâåñèÿ. 

2. φ ≠ 0, òîãäà  

( )sin

Fl

c

ϕ =
ϕ

. 

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè, âñåãäà áîëüøå 1, ò. å. 

( ) 1
sin

ϕ >
ϕ

,  

ñëåäîâàòåëüíî  

1,
Fl c

F
c l

> > . 

Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêîé ñèëå 

cr

c
F

l
= . 

Ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä. Çàäàäèì ìàëîå ïåðåìåùåíèå ñèñòåìû 
(ñì. ðèñóíîê 1.10, â ).  

Ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû  
20,5 0,5 0,5U M c cΔ = ϕ = ϕϕ = ϕ . 

Ïðèðàùåíèå ðàáîòû âíåøíåé ñèëû F  íà ïåðåìåùåíèè δ áóäåò 

( )(1 cos )W F FlΔ = δ = − ϕ . 

Â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ïðèðàùåíèÿ ðàâíû: 

( )20,5 (1 cos )crc F lϕ = − ϕ , 

òîãäà êðèòè÷åñêàÿ ñèëà 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 22 (1 cos ) 4 sin 0,5 4 0,5
cr

c c c c
F

l ll l

ϕ ϕ ϕ= = ≈ =
− ϕ ϕ ϕ

, 

cr

c
F

l
= . 

Äèíàìè÷åñêèé ìåòîä. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà äàííîãî ñòåðæíÿ äëÿ 
äèíàìè÷åñêîãî ìåòîäà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.10, ã. Îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñî ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññîé 
ñâåðõó, êîòîðàÿ ìîæåò êîëåáàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ (ñì. ðèñóíîê 1.10, ä).  

Çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êîëåáàíèé: 

I Mϕ =  . 
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Ìîìåíò èíåðöèè ìàññû 2I ml= . Èç óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî-
ëó÷èì 

( )sinM Fl c= ϕ − ϕ . 

Òàê êàê óãëû ìàëûå, ïðèìåì ÷òî sin(φ) ≈ φ, òîãäà 

I Fl cϕ = ϕ − ϕ , 

0
c Fl

I

−ϕ + ϕ = , 

2 0ϕ + ω ϕ = ,  2 c Fl

I

−ω = . 

Ïðèðàâíÿåì ÷àñòîòó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé íóëþ: 

0crc F l

I

−ω = = , 

ïîëó÷èì çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû 

cr

c
F

l
= . 

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îäèíàêîâûå âûðàæåíèÿ äëÿ 
êðèòè÷åñêèõ ñèë, íàéäåííûõ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. 

 

Контрольные вопросы 

1 ×òî òàêîå óñòîé÷èâîñòü? 
2 Êàêèå âèäû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè Âû çíàåòå? 
3 Â ÷åì ñîñòîèò îñíîâíàÿ çàäà÷à ðàñ÷åòà íà óñòîé÷èâîñòü? 
4 Êàêèå ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ â ðàñ÷åòàõ íà óñòîé÷èâîñòü? 
5 Êàêèå êðèòåðèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè êðèòè÷åñêîé ñèëû? 
6 Êàêîâû àëãîðèòìû ñòàòè÷åñêîãî, ýíåðãåòè÷åñêîãî è äèíàìè÷åñêîãî ìå-

òîäîâ? 
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2 УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТОГО СТЕРЖНЯ  
ПОСТОЯННОГО СЕЧЕНИЯ 

2.1 Задача Эйлера 

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ïîñòîÿííîé æåñòêîñòè EJ äëèíîé l, êîòî-
ðûé íàãðóæåí ñæèìàþùåé ñèëîé F (ðèñóíîê 2.1).  

Âïåðâûå ýòà çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà è ðå-
øåíà Ë. Ýéëåðîì â ñåðåäèíå XVIII âåêà. Äëÿ 
íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîé âîñïîëüçóåìñÿ ñòà-
òè÷åñêèì ìåòîäîì.

Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòåðæåíü âûïó-
÷èâàåòñÿ, åãî ïðîãèáû îïèñûâàþòñÿ ôóíê-
öèåé y(z). Ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ñòåïåíåé ñâîáîäû, òàê êàê êàæäîé òî÷êå ñî-
îòâåòñòâóåò ñâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè y(z). 

Â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè ñ êîîðäèíàòîé z
âû÷èñëèì èçãèáàþùèé ìîìåíò 

( ) ( )M z Fy z= −

è ïîäñòàâèì â ïðèáëèæåííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå óïðóãîé ëèíèè áàëêè 

xEJy M′′ = . Ðèñóíîê 2.1 
Ïîëó÷àåì îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 

′′ + = 0EJy Fy . 

Óïðîñòèì, ñäåëàåì çàìåíó  
2k F EJ=

è ïîëó÷èì óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîì âèäå
2 0y k y′′ + = .          (2.1) 

Ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèå õîðîøî èçâåñòíî: 

1 2sin( ) cos( )y Ñ kz Ñ kz= + , 

ãäå C1, C2 – êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåìûå èç ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ. 
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Â íàøåì ñëó÷àå íà îáîèõ êîíöàõ ñòåðæíÿ (z = 0, l) øàðíèðíûå 
îïîðû, êîòîðûå èñêëþ÷àþò ïåðåìåùåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñè y. Çà-
ïèøåì èõ 

0, 0z y= = :    1 20 1 0y Ñ Ñ= ⋅ + ⋅ = ; 

, 0z l y= = :     1 2sin( ) cos( ) 0y Ñ kl Ñ kl= + = . 
Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ C1, C2: 

1 2

1 2

0 1 0,

sin( ) cos( ) 0.

C C

kl C kl C

⋅ + ⋅ =
 + =

 

Ñîãëàñíî ñòàòè÷åñêîìó êðèòåðèþ ïåðåõîäà â êðèòè÷åñêîå ñîñòî-
ÿíèå, ïðèðàâíÿåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû ê íóëþ: 

0 1
0

sin( ) cos( )kl kl
= . 

Ðàñêðûâ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: 

sin( ) 0kl = . 

Åãî ðåøåíèå  

= π ∈ Ζ,kl n n , 

ãäå  Ζ  – ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. 

Îáîçíà÷èì ,kl = ν  òîãäà nν = π . Âûðàçèì çíà÷åíèå ñèëû F 

2 2
2

EJ
F k EJ

l
= = ν . 

Âåëè÷èíó 

F
l

EJ
ν =  

íàçûâàþò ï à ð à ì å ò ð î ì  ñ æ à ò î ã î  ñ ò å ð æ í ÿ . 

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû ñîîòâåòñòâóåò åå êðèòè÷åñêîìó 
çíà÷åíèþ ïðè ( )min 1nν = π = . Òîãäà çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû 

Ýéëåðà áóäåò 
2

2
2 2cr cr

EJ EJ
F

l l

π= ν = .                          (2.2) 

Ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå êîí-
ñòàíò C1, C2  è çíà÷åíèå k â âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà, îáîçíà÷èâ  
êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç C: 
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sin
z

y C
l

π =  
 

. 

Òî åñòü ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòåðæåíü èçãèáàåòñÿ ïî  ñèíó-
ñîèäå. Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòó C îïðåäåëèòü íå óäàåòñÿ, ïðîãèá y  
îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. 

 

2.2 Критическая сила при различных закреплениях  
      стержня 

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå âèäû çàêðåïëåíèÿ ñæàòîãî ñòåðæíÿ ñ 
æåñòêèìè îïîðàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè îòêëîíåíèè ñòåðæíÿ 
ñèëà F ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå âåðòèêàëè. 

1 Øàðíèð – øàðíèð. Øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå ñ äâóõ êîíöîâ 
ñòåðæíÿ (ðèñóíîê 2.2, a) ìû óæå ðàññìîòðåëè è ïîëó÷èëè çíà÷åíèå 
êðèòè÷åñêîé ñèëû ñîãëàñíî (2.2): 

2
2

2 2cr cr

EJ EJ
F

l l

π= ν = . 

 
Ðèñóíîê 2.2 

2 Çàäåëêà – ñâîáîäíûé êðàé. Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ïðèêðåïëåí-
íûì îäíèì êîíöîì ê çåìëå çàäåëêîé (ñì. ðèñóíîê 2.2, á). Íà÷àëî 
êîîðäèíàò O ïðèìåì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè äåéñòâèÿ ñæèìà-
þùåé ñèëû â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ñòåðæíÿ è çåìëè. Äå-
ôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (2.1). Â ýòîì 
ñëó÷àå ïðîãèá âåðõíåãî êîíöà ñòåðæíÿ è óãîë ïîâîðîòà íèæíåãî 
êîíöà ñòåðæíÿ â çàäåëêå  áóäóò ðàâíû íóëþ:  
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, 0z l y= = :   ( ) ( )1 2sin cos 0y C kl C kl= + = ; 

0, 0z y′= = :  1 21 0 0y C k C k′ = ⋅ − ⋅ = . 

Ñôîðìèðóåì ìàòðèöó îäíîðîäíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé è ïðèðàâíÿåì åå îïðåäåëèòåëü ê íóëþ: 

( ) ( )
0

sin cos

1 0

kl kl
= . 

Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì  

( )cos 0kl = . 

Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ  

2
kl

π= . 

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âíåøíåé ñèëû îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

( )
π π = = = 

 

2 2
2

22 2
cr

EJ
F k EJ EJ

l l
.                  (2.3) 

Ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå êîí-
ñòàíò C1, C2 è çíà÷åíèå k â âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà, îáîçíà÷èâ êîí-
ñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç C: 

2
cos

z
y

l
C

 
 


=


π
. 

Òî åñòü ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòåðæåíü èçãèáàåòñÿ ïî ïîëî-
âèíå ñèíóñîèäû. 

3 Çàäåëêà – øàðíèð. Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ñíèçó ïðèêðåïëåí-
íûì ê çåìëå çàäåëêîé, à ñâåðõó – øàðíèðíîé îïîðîé (ñì. ðèñóíîê 
2.2, â). 

Ïðåäâàðèòåëüíî äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ êàæäûé ÷ëåí 
óðàâíåíèÿ (2.1), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâà-
þùåå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ â îá-
ùåì âèäå: 

(4) 2 0y k y′′+ = .  

Åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä: 

( ) ( )1 2 3 4sin cosy C kz C kz C z C= + + + . 
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Ñîñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ ïîâîðîòà, èçãèáàþùèõ ìîìåí-
òîâ è ïîïåðå÷íûõ ñèë, âîçíèêàþùèõ â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè z:  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

′ = − +
 ′′= = − −
 ′′′= = − +

1 2 3

2 2
1 2

3 3
1 2

cos sin ,

sin cos ,

cos sin .
x

y

y C k kz C k kz C

M EJy EJk C kz EJk C kz

Q EJy EJk C kz EJk C kz

 

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå Ñ1, Ñ2, Ñ3 è Ñ4 îïðåäåëèì èç ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ 
îíè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå  

0, 0z y= = :   1 2 3 40 1 0 0y C C C C= ⋅ + ⋅ + ⋅ + = ; 

0, 0z y′= = :  1 2 31 0 0y C k C k C′ = ⋅ − ⋅ + = ; 

, 0z l y= = :   ( ) ( )1 2 3 4sin cos 0y C kl C kl C l C= + + + = ; 

= =, 0xz l M :  ( ) ( )= − − =2 2
1 2sin cos 0xM EJk C kl EJk C kl . 

Ñôîðìèðóåì îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû è ïðèðàâíÿåì åãî ê íóëþ: 

( ) ( )
( ) ( )

=

− −2 2

0 1 0 1

0 1 0
0

sin cos 1

sin cos 0 0

k

kl kl l

EJk kl EJk kl

. 

Óïðîñòèâ, ïîëó÷èì  

( )tg  kl kl= . 

Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ  

4,4934kl = ,    
π= =4,4934

0,7
k

l l
, 

ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêàÿ ñèëà  

( )
π π = = = 

 

2 2
2

20,7 0,7
cr

EJ
F k EJ EJ

l l
. 

Ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå êîí-
ñòàíò C1, C2, C3, C4 è çíà÷åíèå k â âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà, îáîçíà-
÷èâ êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç C: 

sin cos
kz kz

y C kl kz kl
l l

    = − − +    
    

. 
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4 Çàäåëêà – çàäåëêà. Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü c äâóìÿ çàùåìëåí-
íûìè êîíöàìè, èçîáðàæёííûé íà ðèñóíêå 2.2, ã, ñî ñëåäóþùèìè 
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: 

0, 0z y= = :   1 2 3 40 1 0 0y C C C C= ⋅ + ⋅ + ⋅ + = ; 

0, 0z y′= = :  1 2 31 0 0y C k C k C′ = ⋅ − ⋅ + = ; 

, 0z l y= = :   ( ) ( )1 2 3 4sin cos 0y C kl C kl C l C= + + + = ; 

, 0z l y′= = :  ( ) ( )1 2 3cos sin 0y kC kl kC kl C′ = − + = . 

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé 
ñèëû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû: 

( ) ( )
( ) ( )

0 1 0 1

0 1 0
0

sin cos 1

cos sin 1 0

k

kl kl l

k kl k kl

=

−

, 

èëè  

( ) ( )( )sin 2 1 coskl kl kl= − . 

Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ  
2kl = π , 

ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêàÿ ñèëà ðàâíà 

( )
π π = = = π = 

 

2 2
2 2

2 2

2
4

0,5
cr

EJ EJ
F k EJ EJ

l l l
. 

Ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå êîí-
ñòàíò C1, C2, C3, C4 è çíà÷åíèå k â âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà, îáîçíà-
÷èâ êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç C: 

2
1 cos

z
y C

l

 π = −  
  

. 

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû ìîæíî îáîáùèòü îä-
íîé ôîðìóëîé, ââåäÿ êîýôôèöèåíò ïðèâåäåíèÿ äëèíû ñòåðæíÿ μ: 

2
2

2 2( )
cr cr

EJ EJ
F

l l

π= ν =
μ

. 

Ñ ïàðàìåòðîì ñæàòîãî ñòåðæíÿ îí ñâÿçàí ñîîòíîøåíèåì 

https://mechanika.bsut.by



mec
ha

nik
a.b

su
t.b

y

21 

cr

πμ =
ν

. 

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðèâåäåíèÿ äëèíû μ äëÿ êàæäîé 
ñõåìû óêàçàíû íà ðèñóíêå 2.2. 

Пример 2.1. Äëÿ ðàìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 2.3, à, òðåáó-
åòñÿ âû÷èñëèòü êðèòè÷åñêèé ìîìåíò. 

Ñæàòûì ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòåðæåíü AB. Âû÷èñëèì â íåì ïðî-
äîëüíóþ ñèëó. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ðåàêöèþ ñâÿçè â øàðíèðíî ïî-
äâèæíîé îïîðå B. 

 
Ðèñóíîê 2.3 

Ñäåëàåì ñå÷åíèå ïî øàðíèðó C è ñîñòàâèì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ 
âåðõíåé ÷àñòè ðàìû: 

= âåðõ.÷ 0iCM ,   2 0Bm V a− ⋅ = ,   
2

B

m
V

a
= . 

Ïðîäîëüíàÿ ñæèìàþùàÿ ñèëà â âåðòèêàëüíîì ñòåðæíå ïî ìî-
äóëþ ðàâíà  ðåàêöèè VB 

2
AC B

m
N V

a
= = . 

Òàê êàê øàðíèðíî-ïîäâèæíàÿ îïîðà B äîïóñêàåò ñâîáîäíîå äâè-
æåíèå â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, òî çàäàííóþ ðàìó ìîæíî 
ïðèâåñòè ê  ñòåðæíþ, çàùåìëåííîìó îäíèì êîíöîì (ñì. ðèñóíîê 
2.3, á), ïîä äåéñòâèåì ñæèìàþùåé ñèëû (2 )m a .  

Ïî ôîðìóëå  (2.3) âû÷èñëèì êðèòè÷åñêóþ ñèëó 

( )
2

22 4 2

cr
cr

m EJ
F

a a

π= = . 

Âûðàçèì êðèòè÷åñêèé ìîìåíò 
2

8
cr

EJ
m

a

π= . 
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2.3 Расчеты стержневых систем с упругими опорами  
Ðàíåå ìû ðàññìîòðåëè ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ ñ æåñò-

êèìè îïîðàìè. Íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îïîðíûå 
óñòðîéñòâà ïðåäïîëàãàþò ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âìå-
ñòî èäåàëüíûõ îïîð èñïîëüçóþò óïðóãîïîäàòëèâûå.  

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòåðæíè, íà îäíîì êîíöå êîòîðûõ 
ðàñïîëîæåíà óïðóãîïîäàòëèâàÿ îïîðà, à âòîðîé êîíåö øàðíèðíî 
ëèáî æåñòêî çàêðåïëåí.  

Øàðíèðíî-íåïîäâèæíàÿ îïîðà. Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü, çàêðåï-
ëåííûé ñ îäíîãî òîðöà øàðíèðíî-íåïîäâèæíîé æåñòêîé îïîðîé, à 
ñ äðóãîãî êîíöà – óïðóãîïîäàòëèâîé (ðèñóíîê 2.4, à). Çäåñü âîç-
ìîæíà îäíà èç äâóõ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
íàèìåíüøåìó çíà÷åíèþ êðèòè÷åñêîé ñèëû. 

 
Ðèñóíîê 2.4 

Ïåðâàÿ ôîðìà âîçíèêàåò â ñëó÷àå âûñîêîé æåñòêîñòè ïðóæèíû 
c è ìàëîé æåñòêîñòè EJ  ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå 
ïðóæèíà íå ðàñòÿãèâàåòñÿ, âåðõíèé êîíåö ñòåðæíÿ íå îòêëîíÿåòñÿ, 
è ñèñòåìà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü êàê ñòåðæåíü ñ æåñòêèìè îïîðàìè. 
Òî åñòü êðèòè÷åñêàÿ ñèëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ýéëåðà 

π=
2

(1)
2cr

EJ
F

l
.                                (2.4) 

Âòîðàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âîçíèêàåò ïðè ìàëîé æåñò-
êîñòè ïðóæèíû è îòíîñèòåëüíî âûñîêîé æåñòêîñòè ñòåðæíÿ. Â 
ýòîì ñëó÷àå ñòåðæåíü òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, ïîâîðà÷èâàÿñü îòíîñè-
òåëüíî øàðíèðà â òî÷êå O, íî ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì ñâîå ïåðâîíà÷àëü-
íîå ïðÿìîëèíåéíîå ïîëîæåíèå (ñì. ðèñóíîê 2.4, á). 
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Ïóñòü ñòåðæåíü ïîòåðÿë óñòîé÷èâîñòü è çàíÿë íîâîå ïîëîæå-
íèå. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû íàéäåì ñ ïîìîùüþ ýíåðãåòè÷å-
ñêîãî ìåòîäà. Çàäàäèì ìàëîå ïåðåìåùåíèå ñèñòåìû (ñì. ðèñóíîê 
2.4, á ).  

Â óïðóãîé îïîðå äåéñòâóåò óñèëèå RB ïðîïîðöèîíàëüíîå åå ðàñ-
òÿæåíèþ ∆. Ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ΔU çà 
ñ÷åò ðàñòÿæåíèÿ ïðóæèíû: 

Δ = Δ = ΔΔ = Δ21 1 1

2 2 2
BU R c c . 

Ïðèðàùåíèå ðàáîòû âíåøíåé ñèëû F  íà ïåðåìåùåíèè δ áóäåò 
(ñ÷èòàåì ñèíóñû ìàëûõ óãëîâ ðàâíûìè ñàìèì  óãëàì) 

( ) ( ) ( )Δ = δ = − ϕ = ϕ ≈ ϕ = ϕ22 21
(1 cos ) 2 sin 0,5 2 0,5

2
W F Fl Fl Fl Fl . 

Â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ïðèðàùåíèÿ ðàâíû 

Δ = ϕ2)2 (21 1

2 2
crFc l , 

òîãäà êðèòè÷åñêàÿ ñèëà 

( )
Δ Δ Δ= ≈ ≈ =
ϕ Δϕ  

 
 

2 2 2

2 2 2
(2)

tg
cr

c c c
cl

l l
l

l

F , 

=(2)
cr clF .                                   (2.5) 

Òàê êàê ðåàëüíàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè íåèçâåñòíà, çà 
êðèòè÷åñêóþ ïðèíèìàþò ìåíüøóþ èç äâóõ íàéäåííûõ ñèë: 

= (1) (2)min( ; )cr cr crF F F . 

Æåñòêàÿ çàäåëêà. Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü, çàêðåïëåííûé ñ îä-
íîãî òîðöà æåñòêîé çàäåëêîé, à ñ äðóãîãî êîíöà – óïðóãîïîäàòëè-
âîé îïîðîé (ðèñóíîê 2.5, à). Çäåñü âîçìîæíà òîëüêî îäíà ôîðìà 
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. 

Âîñïîëüçóåìñÿ ñòàòè÷åñêèì ñïîñîáîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè-
÷åñêîé ñèëû. Çàäàäèì ìàëîå ïåðåìåùåíèå ñèñòåìû (ðèñóíîê 2.5, á ).  

Â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè ñ êîîðäèíàòîé z âû÷èñëèì èçãèáàþ-
ùèé ìîìåíò 

= Δ − − −( ) ( ( )) ( )BM z F y z R l z  

è ïîäñòàâèì â ïðèáëèæåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå óïðó-
ãîé ëèíèè áàëêè 
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xEJy M′′ = . 

Ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 

′′ + = Δ − Δ −( )EJy Fy F c l z . 

Óïðîñòèì, ñäåëàåì çàìåíó  

=2 F
k

EJ
 

è ïîëó÷èì óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîì âèäå 

 ′′ + = Δ − − 
 

2 2 ( )
c

y k y k l z
EJ

. 

Ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ: 

 = + + Δ − − 
 

1 2 2
sin( ) cos( ) 1 ( )

c
y Ñ kz Ñ kz l z

k EJ
, 

ãäå C1, C2 , ∆ – âåëè÷èíû, ïîëó÷àåìûå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çà-
êðåïëåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ. 

 
Ðèñóíîê 2.5 

Â íàøåì ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå âåðõíåé òî÷êè 
ñòåðæíÿ äîëæíî áûòü ðàâíûì óäëèíåíèþ ïðóæèíû. Ïðîãèá íèæ-
íåé òî÷êè y è  óãîë ïîâîðîòà θ ñå÷åíèÿ â æåñòêîé çàäåëêå áóäóò 
ðàâíû íóëþ. Óãîë ïîâîðîòà ÷èñëåííî ðàâåí ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò 
ôóíêöèè ïðîãèáà 

( ) ( ) +′θ = = Δ−1 2 2
cos sin

c
C k kz C k kz

k
y

EJ
. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøåì â âèäå: 
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= = Δ,z l y :   ( ) ( )= + + Δ = Δ1 2sin cosy C kl C kl ; 

0, 0z y= = :    = ⋅ + ⋅ + Δ − = 
 

1 2 2
0 1 1 0

cl
y C C

k EJ
; 

0, 0z y′= = :  ′ = ⋅ − ⋅ + Δ =1 2 2
1 0 0

c
y C k C k

k EJ
. 

Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ C1, C2

, ∆: 
+ + ⋅ Δ =


  ⋅ + ⋅ + − Δ =    


 − ⋅ + Δ =


1 2

1 2 2

1 2 2

sin( ) cos( ) 0 0

0 1 1 0,

0 0.

kl C kl C

cl
C C

k EJ

c
kC C

k EJ

 

Ñîãëàñíî ñòàòè÷åñêîìó êðèòåðèþ ïåðåõîäà â êðèòè÷åñêîå ñîñòî-
ÿíèå, ïðèðàâíÿåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû ê íóëþ: 

− =
2

2

sin( ) cos( ) 0

0 1 1 0

0

kl kl

cl

k EJ
c

k
k EJ

. 

Ðàñêðûâ îïðåäåëèòåëü è óïðîñòèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, ïîëó-
÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: 

( )
− =

3

3
tg( )

kl EJ
kl kl

cl
.                         (2.6) 

Ýòî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî kl, ðåøåíèå êîòî-
ðîãî çàâèñèò êàê îò æåñòêîñòè ñòåðæíÿ EJ, òàê è îò æåñòêîñòè 
óïðóãîïîäàòëèâîé îïîðû c. Äàííîå óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî 
ìíîãî ðåøåíèé, êîòîðûå âîçìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ íà êîìïüþòåðå. Íàñ èíòåðåñóåò íàèìåíüøèé êîðåíü, 
êîòîðûé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êðèòè÷åñêîé ñèëå:  

= 2
crF k EJ . 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè îòñóòñòâèè ñîïðîòèâëåíèÿ ïðóæèíû  
(ñ = 0) ìèíèìàëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ  
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π=
2

kl  

è êðèòè÷åñêàÿ ñèëà ðàâíà ñèëå äëÿ ñòåðæíÿ ñ âåðõíèì ñâîáîäíûì 
è íèæíèì æåñòêî çàùåìëåííûì êîíöàìè 

π = = = 
 

2

2
2

2,47
2

cr

EJ
F k EJ EJ

l l
. 

Åñëè æå æåñòêîñòü óïðóãîïîäàòëèâîé îïîðû ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè, òî ìèíèìàëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ  

4,4934kl = , 

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà âåðõíèé êîíåö ñòðåæíÿ øàðíèðíî 
çàêðåïëåí, à íèæíèé æåñòêî çàäåëàí. Êðèòè÷åñêàÿ ñèëà  

 = = = 
 

2

2
2

4,4934
20,19cr

EJ
F k EJ EJ

l l
. 

Òî åñòü âñå êîðíè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ ëåæàò â ãðàíè-
öàõ îò 1,5708 äî 4,4934,  à äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû âûïîëíÿåòñÿ 
íåðàâåíñòâî 

≤ ≤
2 2

2,47 20,19cr

EJ EJ
F

l l
. 

Пример 2.2. Íåîáõîäèìî íàéòè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû Fcr 
è ïîêàçàòü ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ðàìû (ðèñóíîê 2.6, à). 
Äëèíû ó÷àñòêîâ ïðèíÿòü l1 = 5 ì, l2 = 3 ì, l3 = 6 ì, æåñòêîñòü ñòîåê – 
EJ1 = 103 êÍ∙ì, EJ3 = 700 êÍ∙ì, ðèãåëÿ – EJ2

 = ∞. 

 
Ðèñóíîê 2.6 

Ñòåðæåíü AB ñæèìàåòñÿ ñèëîé F, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé îí ìî-
æåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü. Òî÷êà B ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ ãîðèçîí-
òàëüíî çà ñ÷åò óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòîéêè CD. ×àñòü ðàìû 
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BCD ëåâåå øàðíèðà B ìîæåò áûòü çàìåíåíà óïðóãîïîäàòëèâîé îïî-
ðîé. Ñòåðæåíü AB ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü ïî äâóì ðàçëè÷-
íûì ñõåìàì: êàê øàðíèðíî îïåðòûé ñæàòûé ñòåðæåíü (ñì. ðèñó-
íîê 2.6, á) è ïîâîðà÷èâàòüñÿ îòíîñèòåëüíî øàðíèðà A, îñòàâàÿñü 
ïðÿìîëèíåéíûì (ñì. ðèñóíîê 2.6, â). Ðàññìîòðèì îòäåëüíî êàæäûé 
ñëó÷àé. 

Ñõåìà 1. Äàííàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàðíèðíî îïåðòóþ 
ñæàòóþ ñòîéêó. Êðèòè÷åñêàÿ ñèëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ýé-
ëåðà. Ñîãëàñíî (2.4) ïîëó÷èì 

π ⋅= = =
2 2 3

(1) 1
2 2
1

3,14 10
394,4 êÍ

5
cr

EJ
F

l
. 

Ñõåìà 2. Â ýòîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêàÿ ñèëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (2.5)  

= 1
(2)

cr clF . 

Æåñòêîñòü óïðóãîïîäàòëèâîé îïîðû c îïðåäåëèì, âû÷èñëèâ ïå-
ðåìåùåíèå òî÷êè C îò äåéñòâèÿ ðåàêöèè â òî÷êå B. Òàê êàê ðèãåëü 
àáñîëþòíî æåñòêèé (EJ2

 = ∞), òî ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê B è C ðàâíû. 
Ïåðåìåùåíèå îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðàëà Ìàêñ-

âåëëà – Ìîðà (ïðèëîæåíèå À). Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ýïþðû èçãèáà-
þùèõ ìîìåíòîâ â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: â ãðóçîâîì ñîñòîÿíèè «p» (ðè-
ñóíîê 2.7, a) è åäèíè÷íîì ñîñòîÿíèè «1» (ðèñóíîê 2.7, á). 

 
Ðèñóíîê 2.7 

Ïåðåìåùåíèå òî÷êè C îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû òðàïåöèé 
(ñì. ïðèëîæåíèå À): 

Δ = = ⋅ Δ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + Δ ⋅ =
3

1 3

3 3

d (2 6 6 2 0 0 0 6 6 0)
6

p

l

M M l
z c c

EJ EJ
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= Δ = Δ
⋅
6 18

72
6 700 175

c c . 

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåì æåñòêîñòü îïîðû 

Δ = Δ18

175
c ,     = =175

9,72êÍ/ì
18

c . 

Êðèòè÷åñêàÿ ñèëà äëÿ ñõåìû 2: 

= = ⋅ =(2)
1 9,72 5 48,6 êÍcr clF . 

 
Ðèñóíîê 2.8 

Çà êðèòè÷åñêóþ ñèëó ñèñòåìû 
ïðèíèìàåì ìèíèìàëüíóþ èç ïîëó-
÷åííûõ ñèë: 

= =(1) (2)min( ; )cr cr crF F F  
(2)min(394,4; 48,6) Í48,6êcrF= = = . 

Íà ðèñóíêå 2.8 óêàçàíà ôîðìà ïî-
òåðè óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ðàìû, 
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìå 2. 

Пример 2.3. Íåîáõîäèìî íàéòè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû Fcr 
è ïîêàçàòü ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ðàìû (ðèñóíîê 2.9, à). 
Äëèíû ó÷àñòêîâ ïðèíÿòü l1 = 4 ì, l2 = 3 ì, l3 = 5 ì, æåñòêîñòü ñòîåê – 
EJ1 = 103 êÍ∙ì, EJ3 = 1400 êÍ∙ì, ðèãåëåé – EJ2

 = ∞. 

  
Ðèñóíîê 2.9 

Ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè ðàìû ìîæíî îïèñàòü êàê ïîòåðþ óñòîé-
÷èâîñòè ñòåðæíÿ AB ñ óïðóãîïîäàòëèâîé îïîðîé â òî÷êå B (ñì. ðè-
ñóíîê 2.9, á).  Â ýòîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêóþ ñèëó ìîæíî îïðåäåëèòü, 
èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (2.6): 
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( )
− =

3

1 1
1 1 3

1

tg( )
kl EJ

kl kl
cl

.                    (2.7) 

Æåñòêîñòü ïðóæèíû c îïðåäåëèì, ðàññìîòðåâ ïåðåìåùåíèå 
òî÷êè C, ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû RB (ðèñóíîê 2.10, à).  

Ðàñ÷åò ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé ðàìû. Ïåðåìåùåíèå òî÷êè C 
íàéäåì ìåòîäîì Ìàêñâåëëà – Ìîðà. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ýïþðó èç-
ãèáàþùèõ ìîìåíòîâ M îò âíåøíåé ñèëû RB = c∆. Ñèñòåìà ñòàòè÷å-
ñêè íåîïðåäåëèìà, äëÿ åå ðàñ÷åòà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ñèë. 

Ñòåïåíü ñòàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè ðàìû nc = 1. Ñôîðìèðóåì 
îñíîâíóþ ñèñòåìó (ðèñóíîê 2.10, á). 

 
Ðèñóíîê 2.10 

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå: 

δ + Δ =11 1 1 0pX . 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åäèíè÷íîãî è ãðóçîâîãî ïåðåìåùåíèé ñôîðìè-
ðóåì åäèíè÷íîå «1» (ðèñóíîê 2.11, à) è ãðóçîâîå «p» (ðèñóíîê 2.11, 

á) ñîñòîÿíèÿ è ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ýïþðû ìîìåíòîâ 1M  è 

pM .  

Åäèíè÷íîå è ãðóçîâîå ïåðåìåùåíèÿ âû÷èñëèì, èñïîëüçóÿ ôîð-
ìóëó Ìàêñâåëëà – Ìîðà: 

δ = = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + 1 1 3
11

3

d (2 5 5 2 0 0 0 5 5 0)
6l

M M l
z

EJ EJ
 

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = =
⋅

3

3

5 5
(2 5 5 2 0 0 0 5 5 0) 2 50

6 6 1400 84

l

EJ
; 
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Δ = = − ⋅ Δ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + Δ ⋅ = 1 3
1

3

d (2 5 5 2 0 0 0 5 5 0)
6

p
p

l

M M l
z c c

EJ EJ
 

= − Δ = − Δ
⋅
5 5

50
6 1400 168

c c . 

 
Ðèñóíîê 2.11 

Ðåøàÿ êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì: 

= ΔΔ
Δ

= − =
δ

1
1

11

5 84
.

168 5 2
p c

cX  

Îêîí÷àòåëüíóþ ýïþðó ñòðîèì ãðàôè÷åñêè (ðèñóíîê 2.12), âû-
÷èñëÿÿ åå îðäèíàòû ïî ôîðìóëå  

= +1 1 pM M X M . 

 
Ðèñóíîê 2.12 

Îïðåäåëåíèå æåñòêîñòè óïðóãîïîäàòëèâîé îïîðû. Ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ïåðåìåùåíèé â ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûõ ñèñòåìàõ åäè-
íè÷íîå óñèëèå ïî íàïðàâëåíèþ èñêîìîãî ïåðåìåùåíèÿ ìîæíî ïðè-
ëîæèòü íå ê çàäàííîé, à ê îñíîâíîé ñèñòåìå. Â îñíîâíîé ñèñòåìå 
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ìåòîäà ñèë (ñì. ðèñóíîê 2.10, á) ïðèëîæèì óñèëèå = 1F  è ïî-
ñòðîèì åäèíè÷íóþ ýïþðó M (ðèñóíîê 2.13, à).  

Âû÷èñëèì ïåðåìåùåíèå òî÷êè C: 

Δ = = ⋅ Δ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + Δ ⋅ = 3

3

d (2 2,5 5 2 0 0 0 5 2,5 0)
6l

MM l
z c c

EJ EJ
 

= Δ = Δ
⋅
5 5

25
6 1400 336

c c , 

ò. å.  Δ = Δ5

336
c , îòêóäà 

= =336
67,2 êÍ/ì

5
c . 

 
Ðèñóíîê 2.13 

Îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû. Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå æåñòêî-
ñòåé â òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå (2.7): 

( )
− =

⋅

3

1
1 1 3

1000
tg( )

67,2 4

kl
kl kl , 

( )− = 3

1 1 1tg( ) 0,2325kl kl kl . 

Ðåøåíèå èùåì ÷èñëåííî ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ. Îáîçíà-
÷èì 

= − − 3( ) tg( ) 0,2325f x x x x ,   = 1x kl . 

Êîðåíü óðàâíåíèÿ èùåì íà îòðåçêå îò a = 1 äî b = 3, òàê êàê 
ôóíêöèÿ â ýòèõ òî÷êàõ ðàçíîãî çíàêà. Íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåì 
çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x), ñðàâíèâàÿ ñ íóëåì. Ðåçóëüòàòû çàïèñûâàåì 
â òàáëèöó 2.1. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåì, êîãäà |f(x)| < 0,005. 
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Òàáëèöà 2.1 
№ a b f(a) f(b) f(a)f(b) x = (a+b)/2 f(x) 

0 1,600 4,000 34,88 –12,04 –419,882 2,800 –1,95 

1 1,600 2,800 34,88 –1,95 –67,957 2,200 1,10 

2 2,200 2,800 1,10 –1,95 –2,140 2,500 –0,39 

3 2,200 2,500 1,10 –0,39 –0,424 2,350 0,35 

4 2,350 2,500 0,35 –0,39 –0,133 2,425 –0,02 

5 2,350 2,425 0,35 –0,02 –0,007 2,388 0,16 

6 2,388 2,425 0,16 –0,02 –0,003 2,406 0,07 

7 2,406 2,425 0,07 –0,02 –0,001 2,416 0,03 

8 2,416 2,425 0,03 –0,02 –0,001 2,420 0,00 

Êîðåíü óðàâíåíèÿ  

= =1 2,42x kl ,      = = =
1

2,42 2,42
0,605

4
k

l
. 

Êðèòè÷åñêàÿ ñèëà  

⋅ === 2 20,605 366,0 êÍ1000crF k EJ . 

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàìû ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 2.13, á. 
 

Контрольные вопросы 

1 ×åìó ðàâíà ñèëà Ýéëåðà? 
2 ×åìó ðàâíû êðèòè÷åñêèå ñèëû ïðè ðàçëè÷íûõ çàêðåïëåíèÿõ êîíöîâ 

ñòåðæíÿ? 
3 ×åìó ðàâíû ïðèâåäåííûå äëèíû ñòåðæíåé ñ ðàçëè÷íûìè çàêðåïëåíèÿìè 

ïî êîíöàì? 
4 Êàê îïðåäåëèòü ïàðàìåòð ñæàòîãî ñòåðæíÿ ν? 
5 Ïî êàêîé êðèâîé èçãèáàåòñÿ øàðíèðíî îïёðòûé ñæàòûé ñòåðæåíü ïðè 

ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. 
6 Êàêèå ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âîçìîæíû, åñëè ñòåðæåíü çàêðåïëåí 

îäíèì êîíöîì æåñòêîé øàðíèðíî-íåïîäâèæíîé îïîðîé, à äðóãèì – óïðóãîïî-
äàòëèâîé? 
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3 РАСЧЕТЫ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ  
НА УСТОЙЧИВОСТЬ МЕТОДОМ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
 

3.1 Гипотезы метода перемещений 

Ðàñ÷åò ñòåðæíåâûõ ñèñòåì íà óñòîé÷èâîñòü ìîæíî âûïîëíèòü 
ëèáî ìåòîäîì ñèë, ëèáî ìåòîäîì ïåðåìåùåíèé. Òàê êàê ðàñ÷åò ðàì 
íà óñòîé÷èâîñòü ìåòîäîì ñèë âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè, 
ðàññìîòðèì ìåòîä ïåðåìåùåíèé. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè 
ñòåðæíåâûõ ñèñòåì äàííûé ìåòîä, íàðÿäó ñ äðóãèìè êëàññè÷å-
ñêèìè ìåòîäàìè, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì. Ïðè-
ìåì ñëåäóþùèå ãèïîòåçû: 

1 Íàãðóçêà ñ÷èòàåòñÿ óçëîâîé. Åñëè èìååòñÿ íàãðóçêà â ïðîëåòå 
(ðèñóíîê 3.1, à), òî ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîäîëüíûå 
ñèëû â ñòåðæíÿõ (ðèñóíîê 3.1, á), à çàòåì äëÿ ñæàòûõ ñòåðæíåé 
ïðîäîëüíûå ñèëû ïðèêëàäûâàþòñÿ êàê óçëîâûå (ðèñóíîê 3.1, â). 
Ðàñòÿãèâàþùèå óñèëèÿ íå ó÷èòûâàþò.  

 
Ðèñóíîê 3.1 

2 Íàãðóçêà ñ÷èòàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé îäíîìó ïàðàìåòðó, ò.å. 
âñå óçëîâûå ñèëû âîçðàñòàþò â îäèíàêîâîé ñòåïåíè. 

3 Ñòåðæíè ñèñòåìû ïðèíèìàþòñÿ àáñîëþòíî ïðÿìûìè, íåñæè-
ìàåìûìè è íåðàñòÿãèâàåìûìè, ñîåäèíåííûìè æåñòêî èëè øàð-
íèðíî. 

4 Ñáëèæåíèåì êîíöîâ ñòåðæíåé ïðåíåáðåãàåì, ò. å. ñ÷èòàåì, 
÷òî ïðîåêöèÿ èçîãíóòîãî ñòåðæíÿ íà ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå 
ðàâíà åãî ïåðâîíà÷àëüíîé äëèíå. 

5 Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ñòåðæíè ðàáîòàþò â óïðóãîé ñòàäèè. 
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3.2 Последовательность расчета  
      методом перемещений 

Âûäåëèì îñíîâíûå ýòàïû ðàñ÷åòà ñòåðæíåâîé ñèñòåìû ìåòîäîì 
ïåðåìåùåíèé ïðè óçëîâîé íàãðóçêå: 

1 Îïðåäåëÿþò ïðîäîëüíûå óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ ñèñòåìû iN . 
2 Âû÷èñëÿþò ïàðàìåòðû ñæàòûõ ñòåðæíåé: 

i
i i

i

N
l

EJ
ν = . 

3 Îïðåäåëÿþò ñòåïåíü êèíåìàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè è ôîð-
ìèðóþò îñíîâíóþ ñèñòåìó: 

ë ókn n n= + , 

ãäå nó – ÷èñëî óãëîâûõ ïåðåìåùåíèé, në – ÷èñëî ëèíåéíûõ ïåðå-
ìåùåíèé óçëîâ ñèñòåìû. 

4 Ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé  

11 1 12 2 1

1 1 2 2

( ) ( ) ... ( ) 0,

......

( ) ( ) ... ( ) 0.

n n

n n nn n

r Z r Z r Z

r Z r Z r Z

ν + ν + + ν =


 ν + ν + + ν =

                (3.1) 

Ñèëîâûå ðåàêöèè Rip â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò, òàê êàê íàãðóçêà 
ïðèëîæåíà â óçëàõ è íå âûçûâàåò îïîðíûõ ðåàêöèé âî ââåäåííûõ 
ñâÿçÿõ. Åäèíè÷íûå ðåàêöèè rij(ν) â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò ïàðà-
ìåòðîâ ñæàòîãî ñòåðæíÿ ν. 

5 Ñòðîÿò ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â åäèíè÷íûõ ñîñòîÿ-
íèÿõ. Êàê è ïðè ïðî÷íîñòíîì ðàñ÷åòå, äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò ãîòî-
âûå ýïþðû â îòäåëüíûõ ñòåðæíÿõ. Â ñëó÷àå èçãèáàåìûõ ñòåðæíåé 
èñïîëüçóþò ïðèëîæåíèå Á, â ñëó÷àå ñæàòî-èçîãíóòûõ – ïðèëîæå-
íèå Â. Â îòëè÷èå îò èçîãíóòûõ ñòåðæíåé, ýïþðû ìîìåíòîâ â ñæàòî-
èçîãíóòûõ êðèâîëèíåéíû. Â óçëàõ ââåäåíû ïîïðàâî÷íûå ôóíêöèè φ1(ν), φ2(ν), φ3(ν), φ4(ν), η1(ν), η2(ν). Ýòè ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ôóíê-
öèÿìè ïðîô. À. Ô. Ñìèðíîâà è ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè Ã. 

6 Ïðèðàâíèâàþò îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ê íóëþ 

11 1

1

( ) ... ( )

... ... ... 0

( ) ... ( )

n

n nn

r r

r r

ν ν
=

ν ν
, 
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ïîëó÷àþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ðåøàÿ êîòîðîå, îïðåäå-
ëÿþò ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ν. Çà êðèòè÷åñêîå ïðèíèìàþò 
ìèíèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå 

mincrν = ν  

è âû÷èñëÿþò êðèòè÷åñêóþ ñèëó 

2
2cr cr

EJ
F

l
= ν . 

Пример 3.1. Ñèñòåìà ñòîåê, ñâÿçàííûõ àáñîëþòíî æåñòêèìè 
ñòåðæíÿìè, íàãðóæåíà ñæèìàþùèìè ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè 
(ðèñóíîê 3.2). Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñòîåê ìîæåò ïðîèñõîäèòü 
òîëüêî â ïëîñêîñòè ñèñòåìû. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêîå 
çíà÷åíèå Ðcr âíåøíåé ñèëû Ð è êîýôôèöèåíò ïðèâåäåíèÿ äëèíû 
ñæàòûõ ñòîåê μ. 

 
Ðèñóíîê 3.2 

Âû÷èñëèì ïàðàìåòðû ñæàòûõ ñòåðæíåé. Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðè-
òåëüíî îïðåäåëèì óñèëèÿ â ñòîéêàõ. Âûðåçàÿ øàðíèðíûå óçëû 
ðàìû è ðàññìàòðèâàÿ èõ ðàâíîâåñèå, íàéäåì ïðîäîëüíûå ñèëû â 
ñòåðæíÿõ 1–7 (ðèñóíîê 3.3, à): 

0iyF = ,  

1 3 5 6 7N N N N N P= = = = = − ,   

2 4 0N N= = . 

 
Ðèñóíîê 3.3 

https://mechanika.bsut.by



mec
ha

nik
a.b

su
t.b

y

36 

Çíàê «ìèíóñ» ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòåðæíè ñæàòû. Ñòðîèì ýïþðó 
ïðîäîëüíûõ ñèë N (ñì. ðèñóíîê 3.3, á). 

Äëÿ êàæäîãî èç ñòåðæíåé îïðåäåëÿåì ïàðàìåòðû  

/i i i il N EJν = (i = 1, …, 5):  

– äëÿ ñæàòûõ ñòîåê  

1 3 5 /l P EJν = ν = ν = = ν , 

– äëÿ íåíàãðóæåííûõ ñòîåê  

2 4 0ν = ν = . 

Âû÷èñëèì ñòåïåíü êèíåìàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè nê. Êîëè-
÷åñòâî óãëîâûõ ïåðåìåùåíèé nó ÷èñëåííî ðàâíî êîëè÷åñòâó æåñò-
êèõ óçëîâ. Ó íàñ âñå óçëû øàðíèðíûå, ïîýòîìó nó = 0. Óçëû ñè-
ñòåìû ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî ãîðèçîíòàëüíî, ïîýòîìó në = 1. 
Èìååì 

nê = nó + në = 0 + 1 = 1. 

Ôîðìèðóåì îñíîâíóþ ñèñòåìó ìåòîäà ïåðåìåùåíèé. Äëÿ ýòîãî 
ââîäèì ãîðèçîíòàëüíûé îïîðíûé ñòåðæåíü, ïðåïÿòñòâóþùèé ãîðè-
çîíòàëüíîìó ñìåùåíèþ óçëîâ, è ââîäèì íåèçâåñòíóþ ìåòîäà ïåðå-
ìåùåíèé Z1 (ðèñóíîê 3.4). 

 
Ðèñóíîê 3.4 

Òàê êàê ñèñòåìà ñòîåê îäèí ðàç êèíåìàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìà, 
òî ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.1) âûðîæäàåòñÿ â îäíî óðàâ-
íåíèå 

r11Z1 = 0, 

ãäå Z1 – ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå, âîçíèêàþùåå òîëüêî ïðè ïî-
òåðå óñòîé÷èâîñòè; r11 – åäèíè÷íàÿ ðåàêöèÿ ââåäåííîé ñâÿçè îò 

1 1=Z . 
Ôîðìèðóåì ñîñòîÿíèå «1» îñíîâíîé ñèñòåìû, çàäàâàÿ åäèíè÷íîå 

ëèíåéíîå ïåðåìåùåíèå ââåäåííîãî îïîðíîãî ñòåðæíÿ â íàïðàâëåíèè 
Z1 (ðèñóíîê 3.5, à). ×òîáû íàéòè ðåàêöèþ r11 â ãîðèçîíòàëüíîì 
ñòåðæíå, íåîáõîäèìî îòñå÷ü ðàìó îò îïîð, âêëþ÷àÿ ñàì ñòåðæåíü.  
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Â ñå÷åíèÿõ âîçíèêàþò ïðîäîëüíûå, ïîïåðå÷íûå ñèëû è èçãèáàþùèå 
ìîìåíòû. Â ìåñòàõ ñå÷åíèé ïðèêëàäûâàåì ðåàêöèè, âçÿòûå èç ïðèëî-
æåíèé (äëÿ èçîãíóòûõ ñòîåê 2, 4 – èç ïðèëîæåíèÿ Á, äëÿ ñæàòî-èçî-
ãíóòûõ ñòîåê 1, 3, 5, 6, 7 – èç ïðèëîæåíèÿ Â), ïîïåðå÷íûå ñèëû è 
èçãèáàþùèå ìîìåíòû íå óêàçûâàåì (ðèñóíîê 3.5, á). 

 
Ðèñóíîê 3.5 

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà ãîðèçîíòàëüíóþ 
îñü z: 

0= izF ,      11 13 3

3 3
5 ( ) 2 0

EJ EJ
r

l l
− η ν − = , 

îòñþäà 

( )= η ν +11 13

3
5 ( ) 2

EJ
r

l
. 

Òàê êàê ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè óçåë ðàìû ïîâîðà÷èâàåòñÿ è 
Z1 ≠ 0, òî èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 

11 0r = , 

ïðè ýòîì crν = ν  

11 0r = ,   ( )13

3
5 ( ) 2 0cr

EJ

l
η ν + = . 

Óðàâíåíèå óñòîé÷èâîñòè è åãî ðåøåíèå 

15 ( ) 2 0crη ν + = , 

1( ) 2 / 5 0, 4000crη ν = − = − . 
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Ïî òàáëèöå ôóíêöèé Ñìèðíîâà (ïðèëîæåíèå Ã) íàõîäèì 

1(1,85) 0,3954η = − ,     1 (1,9) 0, 4736η = − . 
Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íàõîäèì çíà÷åíèå êðèòè-

÷åñêîãî ïàðàìåòðà 

( )−ν = + − − − =
− − −

1,9 1,85
1,85 0,4000 ( 0,3954) 1,853

0,4736 ( 0,3954)
cr . 

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêóþ ñèëó 

2 2
2 2 2

1,853 3,43cr cr

EJ EJ EJ
Ð

l l l
= ν = = . 

Êîýôôèöèåíò ïðèâåäåíèÿ äëèíû ñæàòûõ ñòîåê 

πμ = = =
ν

3,14
1,69

1,852cr

. 

Пример 3.2. Ðàìà íàãðóæåíà âåðòèêàëüíîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñè-
ëîé (ðèñóíîê 3.6, à). Æåñòêîñòü ñòîéêè EJ, ðèãåëÿ – 2,5EJ, äëèíû 
îäèíàêîâû. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Ðcr âíåø-
íåé ñèëû Ð è êîýôôèöèåíò ïðèâåäåíèÿ äëèíû ñæàòîé ñòîéêè μ. 

 
Ðèñóíîê 3.6 

Âûðåçàÿ óçåë ðàìû è ðàññìàòðèâàÿ åãî ðàâíîâåñèå (ñì. ðèñóíîê 
3.6, á), îïðåäåëÿåì ïðîäîëüíûå ñèëû â ñòåðæíÿõ: 

0iyF = ,   1N P= − ;   

0izF = ,   2 0N = . 

Çíàê «ìèíóñ» ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòåðæåíü ñæàò. Ñòðîèì ýïþðó 
ïðîäîëüíûõ ñèë N (ñì. ðèñóíîê 3.6, â).  

Âû÷èñëèì ïàðàìåòðû ñæàòûõ ñòåðæíåé. Äëÿ ñæàòîé ñòîéêè 

1

N P
l l

EJ EJ
ν = = = ν . 

Ñèñòåìà èìååò îäèí æåñòêèé óçåë, êîòîðûé äîïóñêàåò óãëîâîå 
ïåðåìåùåíèå. Ëèíåéíûå ñìåùåíèÿ îòñóòñòâóþò, òàê êàê èõ 
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îãðàíè÷èâàþò îïîðíûå ñâÿçè. Ñòåïåíü êèíåìàòè÷åñêîé íåîïðåäå-
ëèìîñòè 

nê = nó + në = 1 + 0 = 1. 

Ôîðìèðóåì îñíîâíóþ ñèñòåìó ìåòîäà ïåðåìåùåíèé. Äëÿ ýòîãî 
ââîäèì ïëàâàþùóþ çàäåëêó, ïðåïÿòñòâóþùóþ ïîâîðîòó óçëà, è 
ââîäèì íåèçâåñòíóþ ìåòîäà ïåðåìåùåíèé Z1 (ðèñóíîê 3.7, à). 

 
Ðèñóíîê 3.7 

Òàê êàê nê = 1, áóäåò îäíî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå 

r11Z1 = 0, 

ãäå Z1 – óãîë ïîâîðîòà óçëà, âîçíèêàþùèé òîëüêî ïðè ïîòåðå óñòîé-
÷èâîñòè; r11 – åäèíè÷íàÿ ðåàêöèÿ ââåäåííîé ñâÿçè îò 1  1=Z . 

Ôîðìèðóåì ñîñòîÿíèå «1» îñíîâíîé ñèñòåìû, çàäàâàÿ åäèíè÷-
íûé óãîë ïîâîðîòà ïëàâàþùåé çàäåëêè â íàïðàâëåíèè Z1 (ñì. ðè-
ñóíîê 3.7, á). Ïî òàáëèöàì ïðèëîæåíèé ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ 

ìîìåíòîâ 1M (ñì. ðèñóíîê 3.7, â), äëÿ èçîãíóòîãî ðèãåëÿ èñïîëü-
çóåì ïðèëîæåíèå Á, äëÿ ñæàòî-èçîãíóòîé  ñòîéêè – ïðèëîæåíèå Â). 

×òîáû íàéòè ðåàêöèþ r11, âûðåæåì óçåë è ñîñòàâèì óðàâíåíèå 
ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ. Â ñå÷åíèÿõ âîçíèêàþò ïðîäîëüíûå, ïîïåðå÷-
íûå ñèëû è èçãèáàþùèå ìîìåíòû. Â ìåñòàõ ñå÷åíèé ïðèêëàäûâàåì 
ìîìåíòû, âçÿòûå èç èõ ýïþðû ìîìåíòîâ, ïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíûå 
ñèëû íå óêàçûâàåì (ñì. ðèñóíîê 3.7, ã), òàê êàê îíè íå ñîçäàþò 
ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî óçëà 
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0= iM ,   11 1

3 10
( ) 0

EJ EJ
r

l l
− + ϕ ν + = , 

îòñþäà  

( )11 13 ( ) 10
EJ

r
l

= ϕ ν + . 

Êîãäà ñèëà P äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Pcr, ñæàòàÿ 
ñòîéêà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, óçåë ðàìû ïîâîðà÷èâàåòñÿ è âîçíè-
êàþò äåôîðìàöèè èçãèáà. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð ν ñòàíîâèòñÿ êðèòè-
÷åñêèì νcr. Óñëîâèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè: 

11 0r = ,   ( )13 ( ) 10 0cr

EJ

l
ϕ ν + = . 

Óðàâíåíèå óñòîé÷èâîñòè è åãî ðåøåíèå 

13 ( ) 10 0crϕ ν + = , 

ϕ ν = −1

10
( )

3
cr , 

1( ) 3,3333crϕ ν = − . 

Ïî òàáëèöå ôóíêöèé Ñìèðíîâà (ïðèëîæåíèå Ã) íàõîäèì 

1(4,1) 2,9802ϕ = − ;   1(4,15) 3,5532ϕ = − . 

Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íàõîäèì çíà÷åíèå êðèòè-
÷åñêîãî ïàðàìåòðà 

( )−ν = + − − − =
− − −

4,15 4,1
4,1 3,3333 ( 2,9802) 4,131

3,5532 ( 2,9802)
cr . 

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêóþ ñèëó 

2 2
2 2 2

4,131 17,07cr cr

EJ EJ EJ
Ð

l l l
= ν = = . 

Êîýôôèöèåíò ïðèâåäåíèÿ äëèíû ñæàòûõ ñòîåê 

3,14
0,76

4,131cr

πμ = = =
ν

. 

Пример 3.3. Äëÿ ñæàòîãî íåðàçðåçíîãî ñòåðæíÿ òðåáóåòñÿ îïðå-
äåëèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âíåøíåé ñèëû Ðcr (ðèñóíîê 3.8, à). 
Æåñòêîñòü 1-ãî ó÷àñòêà – EJ, 2-ãî ó÷àñòêà – 1,2EJ, èõ äëèíû ñî-
îòâåòñòâåííî ðàâíû l è 2l.  

Îïðåäåëÿåì ïðîäîëüíûå ñèëû íà 1-ì è 2-ì ó÷àñòêàõ: 
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PNN −== 21 . 

Çíàê «ìèíóñ» ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòåðæåíü ñæàò. Ñòðîèì ýïþðó ïðî-
äîëüíûõ ñèë N (ðèñóíîê 3.8, á).  

 
Ðèñóíîê 3.8 

Âû÷èñëèì ïàðàìåòðû ñæàòûõ ñòåðæíåé  

1
1 1

1

N P
l l

EJ EJ
ν = = = ν , 

ν = = = = ν2
2 2

2

2 1,690 1,690
1,4

N P P
l l l

EJ EJ EJ
. 

Ñèñòåìà èìååò îäèí æåñòêèé óçåë, êîòîðûé äîïóñêàåò óãëîâîå 
ïåðåìåùåíèå. Ëèíåéíûå ñìåùåíèÿ îòñóòñòâóþò, òàê êàê èõ 
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îãðàíè÷èâàåò çàäåëêà íà ïðàâîì êîíöå. Ñòåïåíü êèíåìàòè÷åñêîé 
íåîïðåäåëèìîñòè 

nê = nó + në = 1 + 0 = 1. 

Ôîðìèðóåì îñíîâíóþ ñèñòåìó ìåòîäà ïåðåìåùåíèé. Äëÿ ýòîãî 
ââîäèì ïëàâàþùóþ çàäåëêó, ïðåïÿòñòâóþùóþ ïîâîðîòó óçëà, è 
ââîäèì íåèçâåñòíóþ ìåòîäà ïåðåìåùåíèé Z1 (ñì. ðèñóíîê 3.8, â). 

Òàê êàê nê = 1, áóäåò îäíî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå 

r11Z1 = 0, 

ãäå Z1 – óãîë ïîâîðîòà çàäåëêè íàä îïîðîé, âîçíèêàþùèé òîëüêî 
ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè; r11 – åäèíè÷íàÿ ðåàêöèÿ ââåäåííîé ñâÿçè 
îò 1  1=Z . 

Ôîðìèðóåì ñîñòîÿíèå «1» îñíîâíîé ñèñòåìû, çàäàâàÿ åäèíè÷-
íûé óãîë ïîâîðîòà ïëàâàþùåé çàäåëêè â íàïðàâëåíèè Z1 (ñì. ðè-
ñóíîê 3.8, ã). Ïî òàáëèöå ïðèëîæåíèÿ Â ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ 

ìîìåíòîâ 1M (ñì. ðèñóíîê 3.8, ä). 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèè r11 âûðåæåì óçåë è ñîñòàâèì óðàâíå-

íèå ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ (ñì. ðèñóíîê 3.8, å) 

0= iM ,   11 1 1 2 2

3 2,8
( ) ( ) 0

EJ EJ
r

l l
− + ϕ ν + ϕ ν = , 

îòñþäà  

11 1 1 2 2

3 2,8
( ) ( )

EJ EJ
r

l l
= ϕ ν + ϕ ν . 

Êîãäà ñèëà P äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Pcr, íåðàçðåçíîé 
ñòåðæåíü òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, ñå÷åíèå íàä îïîðîé ïîâîðà÷èâàåòñÿ 
è âîçíèêàþò äåôîðìàöèè èçãèáà. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð ν ñòàíîâèòñÿ 
êðèòè÷åñêèì νcr. Óñëîâèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè: 

11 0r = ,   11 1 1 2 2

3 2,8
( ) ( ) 0

EJ EJ
r

l l
= ϕ ν + ϕ ν = . 

Âûðàçèì ν1 è ν2 ÷åðåç ν = νcr, óïðîñòèì è ïîëó÷èì óðàâíåíèå 
óñòîé÷èâîñòè  

1 23 ( ) 2,8 (1,690 ) 0cr crϕ ν + ϕ ν = , 

1 2( ) 0,933 (1,690 ) 0cr crϕ ν + ϕ ν = . 

Ðåøåíèå èùåì ÷èñëåííî ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ, èñïîëü-
çóÿ ïðèëîæåíèå Ã ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé Ñìèðíîâà. Îáîçíà÷èì 

1 2( ) ( ) 0,933 (1,690 )F ν = ϕ ν + ϕ ν . 
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Êîðåíü óðàâíåíèÿ èùåì â ïåðåäåëàõ îò 0 äî 3, òàê êàê ôóíêöèÿ 
â ýòèõ òî÷êàõ ðàçíîãî çíàêà. Íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå 
ôóíêöèè F, ñðàâíèâàÿ ñ íóëåì. Ðåçóëüòàòû çàïèñûâàåì â òàáëèöó 
3.1. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåì, êîãäà |F(ν)| < 0,005. 

Ïðèíèìàåì, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ν 

νcr = 2,852. 

Äëÿ 1-ãî ó÷àñòêà  

ν1 cr = νcr = 2,852, 

äëÿ 2-ãî –  
ν2 cr = 1,690νcr = 4,820. 

Òàáëèöà 3.1 
№ ν  1( )ϕ ν  2 (1,69 )ϕ ν  F *ν  ( )*

1 0,5i i+ν = ν + ν  

0 
0,000 1,000 1,000 1,933 – – 
3,000 0,136 –0,568 –0,394 0,000 0,5(0,000+3,000) = 1,500 

1 1,500 0,839 0,765 1,553 3,000 0,5(1,500+3,000) = 2,250 
2 2,250 0,599 0,384 0,957 3,000 0,5(2,250+3,000 )= 2,625 
3 2,625 0,409 0,040 0,446 3,000 0,5(2,625+3,000) = 2,813 
4 2,813 0.285 –0,213 0,086 3,000 0,5(2,813+3,000) = 2,906 
5 2,906 0,215 -0,373 –0,133 2,813 0,5(2,906+2,813) = 2,860 
6 2,860 0,250 -0,290 –0,021 2,813 0,5(2,860+2,813) = 2,837 
7 2,837 0,268 -0,252 0,333 2,860 0,5(0,837+0,860) = 0,849 
8 2,849 0,259 –0,272 0,005 2,860 0,5(2,849+2,860) = 2,855 
9 2,855 0,254 –2,282 –0,009 2,849 0,5(2,855+2,849) = 2,852 
10 2,852 0,256 –0,277 –0,002 2,852 – 

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âíåøíåé ñèëû äëÿ 1-ãî ó÷àñòêà  

ν
= = =

2 2
1 1(1)

2 2 2
1

2,852
8,13cr

cr

EJ EJ EJ
Ð

l l l
, 

äëÿ 2-ãî –  
2 2
2 1(2)

2 2 2
2

4,820 1,4
8,13

(2 )
cr

cr

EJ EJ EJ
Ð

l l l

ν ⋅= = = . 

Çíà÷åíèÿ (1)
crÐ  è (2)

crÐ  ñîâïàëè, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàâèëüíî-
ñòè ðàñ÷åòà.  

Òàêèì îáðàçîì, ñòåðæåíü ïîòåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè äîñòèæå-
íèè ñèëû êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ  

2
8,13cr

EJ
Ð

l
= . 
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Пример 3.4. Äëÿ íåðàçðåçíîãî ñòåðæíÿ ñ óïðóãî-ïîäàòëèâîé 
îïîðîé æåñòêîñòüþ c = 50 êÍ/ì òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêîå 
çíà÷åíèå Ðcr âíåøíåé ñèëû Ð è èçîáðàçèòü ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè (ðèñóíîê 3.9, à). Äëèíû ó÷àñòêîâ ïðèíÿòü l1 = l2 = 6 ì,  
EJ1 = EJ2 = 950 êÍ ⋅ ì).  

Îïðåäåëÿåì ïðîäîëüíûå ñèëû íà 1-ì è 2-ì ó÷àñòêàõ: 

1 2N N P= = − . 

Çíàê «ìèíóñ» ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòåðæåíü ñæàò. Ñòðîèì ýïþðó ïðî-
äîëüíûõ ñèë N (ðèñóíîê 3.9, á).  

Âû÷èñëèì ïàðàìåòðû ñæàòûõ ñòåðæíåé  

1 2

P
l

EJ
ν = ν = ν = . 

Ñèñòåìà èìååò îäèí æåñòêèé óçåë, êîòîðûé äîïóñêàåò óãëîâîå 
ïåðåìåùåíèå. Óïðóãî-ïîäàòëèâàÿ îïîðà äîïóñêàåò ëèíåéíîå ñìå-
ùåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ. Ñòåïåíü 
êèíåìàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè 

nê = nó + në = 1 + 1 = 2. 

Ñòåðæåíü äâà ðàçà êèíåìàòè÷åñêè íåîïðåäåëèì. Ôîðìèðóåì îñ-
íîâíóþ ñèñòåìó ìåòîäà ïåðåìåùåíèé. Äëÿ ýòîãî ââîäèì ïëàâàþ-
ùóþ çàäåëêó, ïðåïÿòñòâóþùóþ ïîâîðîòó óçëà, è âåðòèêàëüíûé 
îïîðíûé ñòåðæåíü, ïðåïÿòñòâóþùèé ëèíåéíûì ïåðåìåùåíèÿì 
óïðóãî-ïîäàòëèâîé îïîðû. Çàäàåì íåèçâåñòíûå ìåòîäà ïåðåìåùå-
íèé: óãîë ïîâîðîòà Z1 è âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå Z2 (ðèñóíîê 3.9, â). 

Òàê êàê nê = 2, ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé áóäåò èìåòü âèä 
+ =

 + =
11 1 12 2

21 1 22 2

0,

0,

r Z r Z

r Z r Z
 

ãäå Z1 – óãîë ïîâîðîòà óçëà; Z2 – âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå; r11 è 
r12 – åäèíè÷íûå ðåàêöèè â ïëàâàþùåé çàäåëêå îò 1  1=Z  è 2  1=Z  
ñîîòâåòñòâåííî; r21 è r22 – åäèíè÷íûå ðåàêöèè â îïîðíîì ñòåðæíå 
îò 1  1=Z  è 2  1=Z . 

Ôîðìèðóåì ñîñòîÿíèå «1» îñíîâíîé ñèñòåìû, çàäàâàÿ åäèíè÷-
íûé óãîë ïîâîðîòà ïëàâàþùåé çàäåëêè â íàïðàâëåíèè Z1 (ðèñóíîê 
3.9, ã). Ïî ïðèëîæåíèþ Â ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ 1M  
è ïîïåðå÷íûõ ñèë 1Q  (ðèñóíîê 3.9, ä). 

Äàëåå ñôîðìèðóåì ñîñòîÿíèå «2» îñíîâíîé ñèñòåìû, çàäàâàÿ 
åäèíè÷íîå ëèíåéíîå ïåðåìåùåíèå â íàïðàâëåíèè Z2 (ðèñóíîê 3.9, å). 
Ïî ïðèëîæåíèþ Â ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ 2M  è ïî-
ïåðå÷íûõ ñèë 2Q  (ðèñóíîê 3.9, æ). 
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Ðèñóíîê 3.9 
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×òîáû íàéòè åäèíè÷íûå ðåàêöèè, âûðåæåì óçåë ñ ââåäåííûìè 
ñâÿçÿìè è ðàññìîòðèì ðàâíîâåñèå óçëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíò-
íûõ ðåàêöèé r11 è r12 ñîñòàâèì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ óçëà â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿõ (ðèñóíîê 3.10, à, á): 

0= iM ,  11 1950 ( )r = ϕ ν ; 

0= iM ,  12 0r = . 

Ïî ïåðâîé òåîðåìå Ðýëåÿ  

21 12 0r r= = . 

 
Ðèñóíîê 3.10 

Ðåàêöèÿ óïðóãî-ïî-
äàòëèâîé îïîðû ïðîïîð-
öèîíàëüíà åå ïåðåìåùå-
íèÿì, ò. å.  

R  = cΔ, 

ãäå R – ðåàêöèÿ îïîðû, Δ – 
ïåðåìåùåíèå îïîðíîãî ñå-
÷åíèÿ, c – æåñòêîñòü 
îïîðû. 

Â ñîñòîÿíèè «2» îïîð-
íîå ñå÷åíèå ñìåùàåòñÿ 
ââåðõ íà Δ = 1. Äëÿ ñèëî-
âîé ðåàêöèè r22 ñîñòàâèì 
óðàâíåíèå ïðîåêöèé íà 
âåðòèêàëüíóþ îñü (ðèñó-
íîê 3.10, â) 

0= iyF ,   = ⋅ η ν + = η ν +22 1 12 13,19 ( ) 26,38 ( ) 50r ñ . 

Óðàâíåíèå óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷èì, ïðèðàâíÿâ îïðåäåëèòåëü ñè-
ñòåìû ê íóëþ: 

11 12

21 22

0
r r

r r
= . 

Ðàñêðûâàåì îïðåäåëèòåëü  

11 22 12 21 0r r r r− = . 

Òàê êàê 12 21 0r r= = , òî  

11 22 0r r = . 
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Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 11 22 0r r =  íåîáõîäèìî, ÷òîáû 11 0r =  
èëè 22 0r = . Ðàññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ.  

1 Ïóñòü 11 0r =   è 22 0r ≠ , òîãäà 

1950 ( ) 0ϕ ν = , 

1( ) 0ϕ ν = ,  

Ïî òàáëèöå ôóíêöèé Ñìèðíîâà (ïðèëîæåíèå Ã) íàõîäèì 

1 3,1416ν = π = . 

2 Ïóñòü 22 0r =  è 11 0r ≠ , òîãäà  

126,38 ( ) 50 0η ν + = , 

1

50
( ) 1,8954

26,38
η ν = − = − . 

Ïî òàáëèöå ôóíêöèé Ñìèðíîâà (ïðèëîæåíèå Ã) 

1(2,60) 1,8299η = − ,  1 (2, 65) 1, 9474η = − , 

ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íàõîäèì 

( )2

2,65 2,6
2,6 1,8954 ( 1,8299) 2,6278

1,9474 ( 1,8299)

−ν = + − − − =
− − −

. 

Èç äâóõ çíà÷åíèé ν âûáèðàåì íàèìåíüøåå  

1 2 2min( , ) 2,6278crν = ν ν = ν = , 

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ 2. 

Âû÷èñëÿåì êðèòè÷åñêóþ ñèëó 
2 2 3

3

2 2

2,6278 950 10
182,2 10 182,2

6
cr

cr

EJ
Ð

l

ν ⋅ ⋅= = = ⋅ =  êÍ. 

Îïðåäåëèì ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ñëó÷àÿ 2  22 0r = , 
11 0r ≠ . Èç ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 
12 0r = , 21 0r = ,  ïîëó÷àåì 

11 1

22 2

0,

0;

r Z

r Z

=
 =

    11 1

2

0,

0 0,

r Z

Z

⋅ =
 ⋅ =

  

ñëåäîâàòåëüíî, 1 20, 0Z Z= ≠ . 
Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ñìåùåíèå ñå÷åíèÿ áàëêè 

ïî âåðòèêàëè çà ñ÷åò äåôîðìàöèè óïðóãî-ïîäàòëèâîé îïîðû. Èìååò 
ìåñòî ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè (ðèñóíîê 3.11). 
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Ðèñóíîê 3.11 

Пример 3.5. Òðåáóåòñÿ íàéòè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè qcr è ïîêàçàòü ôîðìó ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè ðàìû (ðèñóíîê 3.12, à). Äëèíû ó÷àñòêîâ ïðèíÿòü  
l1 = 5,4 ì, l2 = 4 ì, h = 4,2 ì, æåñòêîñòè ðèãåëåé – EJ, ñòîéêè – 
kEJ (k = 1,5). 

 
Ðèñóíîê 3.12 

Òàê êàê ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà ïðèëîæåíà â ïðîëåòå, òî ñíà-
÷àëà íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ïðî÷íîñòíîé ðàñ÷åò äëÿ ïðèâåäåíèÿ 
íàãðóçêè ê óçëîâîé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ýïþðû ïðî-
äîëüíûõ ñèë è ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ óñèëèé ïðèëîæèòü êàê âíåø-
íèå ñèëû ïðè ðàñ÷åòå íà óñòîé÷èâîñòü.  

Ïðèâåäåíèå íàãðóçêè ê óçëîâîé. Ðàñ÷åò âûïîëíèì ìåòîäîì ïå-
ðåìåùåíèé.  

Ñèñòåìà èìååò îäèí æåñòêèé óçåë, êîòîðûé äîïóñêàåò óãëîâîå 
ïåðåìåùåíèå. Æåñòêèå îïîðû (çàäåëêà ñïðàâà è øàðíèðíî-íåïî-
äâèæíàÿ îïîðà ñíèçó) íå äîïóñêàþò ëèíåéíîå ñìåùåíèå óçëà. Âû-
÷èñëèì ñòåïåíü êèíåìàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè 

nê = nó + në = 1 + 0 = 1. 

Ðàìà îäèí ðàç êèíåìàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìà. Ôîðìèðóåì îñíîâ-
íóþ ñèñòåìó ìåòîäà ïåðåìåùåíèé. Äëÿ ýòîãî ââîäèì ïëàâàþùóþ 
çàäåëêó, ïðåïÿòñòâóþùóþ ïîâîðîòó óçëà, è çàäàåì óãîë ïîâîðîòà 
Z1 (ñì. ðèñóíîê 3.12, á). 

Òàê êàê nê = 1, ïîëó÷èì îäíî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå 

r11Z1 + R1p= 0, 

ãäå r11 – åäèíè÷íàÿ ðåàêöèÿ âî ââåäåííîé ñâÿçè îò 1 1Z = ; Z1 – óãîë 
ïîâîðîòà çàäåëêè â óçëå, R1p – ãðóçîâàÿ ðåàêöèÿ âî ââåäåííîé ñâÿçè 
îò âíåøíåé íàãðóçêè. 
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Ôîðìèðóåì ñîñòîÿíèå «1» îñíîâíîé ñèñòåìû, çàäàâàÿ åäèíè÷-
íûé óãîë ïîâîðîòà ïëàâàþùåé çàäåëêè â íàïðàâëåíèè Z1 (ðèñóíîê 
3.13, à). Ïî ïðèëîæåíèþ Á ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ 

1M (ðèñóíîê 3.13, á). Âû÷èñëÿåì îðäèíàòû íà êîíöàõ ñòåðæíåé, 
ó÷èòûâàÿ èõ äëèíû è æåñòêîñòè. Äëèíû ïîäñòàâëÿåì â ìåòðàõ. 
Âû÷èñëåíèÿ âåäåì äî òðåõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. 

 
Ðèñóíîê 3.13 

Ôîðìèðóåì ñîñòîÿíèå «p» îñíîâíîé ñèñòåìû, ïðèêëàäûâàÿ ê îñ-
íîâíîé ñèñòåìå âíåøíþþ ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó (ðèñóíîê 3.14, à). 
Ïî ïðèëîæåíèþ Á ñòðîèì ãðóçîâóþ ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ 
Mp (ðèñóíîê 3.14, á). 

 
Ðèñóíîê 3.14 

×òîáû íàéòè åäèíè÷íóþ è ãðóçîâóþ ðåàêöèè, âûðåæåì óçåë ñ 
ïëàâàþùåé çàäåëêîé è ðàññìîòðèì ðàâíîâåñèå óçëà â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñîñòîÿíèÿõ. Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ óçëà 
(ðèñóíîê 3.15): 

– ñîñòîÿíèå «1» – 

0= iM ,   

11 1,071 0,556 0r EJ EJ EJ− + + + = , 

11 2,627r EJ= ; 
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– ñîñòîÿíèå «p» – 

0= iM ,  

 1 3,645 0pR q− + = ,  

1 3,645pR q= . 

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ðåàêöèé â êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è ïî-
ëó÷èì 

1 3
1

11

3,645
1,3875 ì

2,627
pR q q

Z
r EJ EJ

= − = − = − . 

 
Ðèñóíîê 3.15 

Ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ. Îðäèíàòû ýïþðû M â çà-
äàííîé ñèñòåìå íàõîäèì ïî ôîðìóëå 

1 1= + pM M Z M . 

Äëÿ ýòîãî óìíîæàåì îðäèíàòû åäèíè÷íîé ýïþðû 1M  íà íàéäåí-
íîå çíà÷åíèå ïåðåìåùåíèÿ 1Z  è äîáàâëÿåì îðäèíàòû ãðóçîâîé 
ýïþðû pM . Òàê êàê âåëè÷èíà Z1 îòðèöàòåëüíà, òî îðäèíàòû ýïþðû 

1 1M Z  îòîáðàæàåì ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû îñè ðàìû ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ýïþðîé 1M . Ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ ýïþðó èçãèáàþùèõ 
ìîìåíòîâ M  (ðèñóíîê 3.16). 

 
Ðèñóíîê 3.16 

Ýïþðó ïîïåðå÷íûõ ñèë Q ïîñòðîèì ïî ãîòîâîé ýïþðå èçãèáàþ-
ùèõ ìîìåíòîâ Ì. 

Íà ó÷àñòêå 2–3 ýïþðà Ì êðèâîëèíåéíà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðäè-
íàò ýïþðû Q íà êîíöàõ ó÷àñòêà âûðåæåì ýëåìåíò 2–3, ïðèëîæèì 
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âíåøíþþ íàãðóçêó q, ìîìåíòû íà êîíöàõ ñòåðæíÿ (èç ýïþðû ìî-
ìåíòîâ) è íåèçâåñòíûå ïîïåðå÷íûå ñèëû (ðèñóíîê 3.17). 

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ 
ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷åê 2 è 3:  

2 0iM = , 

2
1

3 12,874 0
2

ql
q Q l− − − = , 

 

 
Ðèñóíîê 3.17 

   3

5,4 2,874
3,232

2 5,4

q q
Q q

⋅= − − = − ; 

3 0iM = ,    
2
1

2 1 2,874 0
2

ql
Q l q− + − = , 

2

5,4 2,874
2,168

2 5,4

q q
Q q

⋅= − = . 

Íà ó÷àñòêàõ 3–4 è 3–5 ýïþðà Ì ïðÿìîëèíåéíà, ïîïåðå÷íàÿ 
ñèëà ðàâíà òàíãåíñó óãëà íàêëîíà ýïþðû ìîìåíòîâ. Ïîïåðå÷íàÿ 
ñèëà Q ïîëîæèòåëüíà, åñëè äëÿ ñîâìåùåíèÿ îñè ñòåðæíÿ ñ ýïþðîé 
Ì îñü âðàùàþò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è íàîáîðîò. Çíà÷åíèÿ äëèí 
ñòåðæíåé ïîäñòàâëÿåì â ìåòðàõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì 

3 4
2

1,388 0,694 2,082
0,521

4

q q q
Q q

l
−

+= = = , 

3 5

1,486 1,486
0,354

4,2

q q
Q q

h
− = = = . 

Ïî ðàññ÷èòàííûì îðäèíàòàì ñòðîèì ýïþðó Q (ðèñóíîê 3.18, à). 

 
Ðèñóíîê 3.18 

Ýïþðó ïðîäîëüíûõ ñèë N ñòðîèì ïî ãîòîâîé ýïþðå Q. Âûðåæåì 
øàðíèðíûé óçåë 2 è æåñòêèé óçåë 3 ðàìû, â ñå÷åíèÿõ ïðèëîæèì 
ïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíûå ñèëû (ñì. ðèñóíîê 3.18, á). Ïîëîæèòåëü-
íûå ïîïåðå÷íûå ñèëû íàïðàâèì òàê, ÷òîáû îíè âðàùàëè óçëû ïî 
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÷àñîâîé ñòðåëêå, îòðèöàòåëüíûå – ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Âñå ïðî-
äîëüíûå ñèëû N ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûìè – ðàñòÿãèâàþùèìè. 

Èç óðàâíåíèé ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà âåðòèêàëüíóþ è ãîðèçîí-
òàëüíóþ îñè íàéäåì íåèçâåñòíûå ïðîäîëüíûå ñèëû:  

2 1 2,168− = −N q ,     − =2 3 0N , 

3 4 0,354− =N q ,     3 5 3,232 0,521 3,753− = − − = −N q q q . 

 
Ðèñóíîê 3.19 

Çíàêè «ìèíóñ» óêàçûâàþò íà 
òî, ÷òî ñòåðæíè 2–1 è 3–5 
ñæàòû. Ïî ïîëó÷åííûì äàí-
íûì ñòðîèì ýïþðó N, îñè 
ñòåðæíåé ðàñïîëàãàåì ïî 
ñåðåäèíå ýïþð, óêàçûâàåì 
çíàêè (ðèñóíîê 3.19). 

Ðàñ÷åò íà óñòîé÷èâîñòü. Ïðè ðàñ÷åòå íà óñòîé÷èâîñòü ïðîäîëü-
íûå ñæèìàþùèå ñèëû â ñòåðæíÿõ îò íàãðóçêè q ïðèêëàäûâàþòñÿ 
êàê âíåøíèå ñèëû (ðèñóíîê 3.20, à). Ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðî-
äîëüíûõ ñèë íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ðàñ÷åòíóþ ñõåìó ðàìû óñëîâíî ðàç-
äåëÿåì íà äâå ÷àñòè ïî øàðíèðó 2. Ëåâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíà øàð-
íèðíî îïåðòîé ñæàòîé ñòîéêå ñèëîé 2,168q (ðèñóíîê 3.20, á), à ïðà-
âàÿ ÷àñòü ðàìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3.20, â. Ëþáàÿ èç ÷àñòåé 
ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî êàæäóþ ÷àñòü. 

 
Ðèñóíîê 3.20 

Ñõåìà 1. Äàííàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàðíèðíî îïåðòóþ 
ñæàòóþ ñòîéêó. Êðèòè÷åñêàÿ ñèëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ýé-
ëåðà. Ñîãëàñíî (2.2) ïîëó÷èì 

π= =
2

(1) (1)
2

2,168cr cr

kEJ
F q

h
, 

2 2
(1)

2 2

3,14 1,5
0,387

2,168 2,168 4,2
cr

kEJ EJ
q EJ

h

π ⋅= = =
⋅

. 
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Ñõåìà 2. Äàííàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Ò-îáðàçíóþ ñòàòè÷å-
ñêè íåîïðåäåëèìóþ ðàìó.  Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû èñ-
ïîëüçóåì ìåòîä ïåðåìåùåíèé.  

Âû÷èñëèì ïàðàìåòð ñæàòîé ñòîéêè 3–5  

ν = = =3,753 3,753
4,2 6,643

1,5

q q q
h

kEJ EJ EJ
. 

Ñèñòåìà èìååò îäèí æåñòêèé óçåë, êîòîðûé äîïóñêàåò óãëîâîå 
ïåðåìåùåíèå. Ëèíåéíûå ñìåùåíèÿ îòñóòñòâóþò, òàê êàê èõ îãðà-
íè÷èâàåò çàäåëêà íà ïðàâîì êîíöå. Ñòåïåíü êèíåìàòè÷åñêîé 
íåîïðåäåëèìîñòè 

nê = nó + në = 1 + 0 = 1. 

Ôîðìèðóåì îñíîâíóþ ñè-
ñòåìó ìåòîäà ïåðåìåùåíèé. 
Äëÿ ýòîãî ââîäèì ïëàâàþùóþ 
çàäåëêó, ïðåïÿòñòâóþùóþ ïî-
âîðîòó óçëà, è ââîäèì íåèç-
âåñòíóþ ìåòîäà ïåðåìåùåíèé 
Z1 (ðèñóíîê 3.21). Òàê êàê  
nê = 1, áóäåò îäíî êàíîíè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå 

r11Z1 = 0, 
 

Ðèñóíîê 3.21 

ãäå r11 – åäèíè÷íàÿ ðåàêöèÿ ââåäåííîé ñâÿçè îò 1  1=Z ; Z1 – óãîë 
ïîâîðîòà çàäåëêè, âîçíèêàþùèé òîëüêî ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. 

Ôîðìèðóåì ñîñòîÿíèå «1» îñíîâíîé ñèñòåìû, çàäàâàÿ åäèíè÷-
íûé óãîë ïîâîðîòà ïëàâàþùåé çàäåëêè â íàïðàâëåíèè Z1 (ðèñóíîê 
3.22, à). Äëÿ èçîãíóòûõ ñòåðæíåé 2–3 è 3–4 ýïþðó èçãèáàþùèõ 
ìîìåíòîâ ñòðîèì ïî ïðèëîæåíèþ Á, à äëÿ ñæàòî-èçîãíóòîãî  
ñòåðæíÿ 3–5 – ïî ïðèëîæåíèþ Â (ðèñóíîê 3.22, á).  

 
Ðèñóíîê 3.22 
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèè r11 âûðåæåì óçåë 3 è ñîñòàâèì óðàâ-
íåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ (ðèñóíîê 3.23, à) 

0= iM ,   11 11,071 ( ) 0,556 0r EJ EJ EJ− + + ϕ ν + = , 

îòñþäà                    

11 11,071 ( ) 1,556r EJ EJ= ϕ ν + . 

Êîãäà ñèëà q äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ qcr, ðàìà òåðÿåò 
óñòîé÷èâîñòü, ñå÷åíèå â óçëå 3 ïîâîðà÷èâàåòñÿ è âîçíèêàþò äåôîð-
ìàöèè èçãèáà. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð ν ñòàíîâèòñÿ êðèòè÷åñêèì νcr. 

 
Ðèñóíîê 3.23 

Óñëîâèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè: 

11 0r = ,   11 11,071 ( ) 1,556 0crr EJ EJ= ϕ ν + = , 

11,071 ( ) 1,556crϕ ν = − ,   1( ) 1, 4528crϕ ν = − . 

Ïî òàáëèöå ôóíêöèé Ñìèðíîâà (ïðèëîæåíèå Ã) 

1 (3,85) 1, 4142ϕ = − ,     1 (3, 9) 1, 6269ϕ = − , 

ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íàõîäèì 

( )3,9 3,85
3,85 1,4528 ( 1,4142) 3,8540

1,6269 ( 1,4142)
cr

−ν = + − − − =
− − −

. 

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàãðóçêè  

(2)

6,643 3,8540cr
cr

q

EJ
ν = = ,     

2

(2) 3,8540
0,337

6,643
crq EJ EJ

 = = 
 

. 

Èç äâóõ çíà÷åíèé (1)
crq  è (2)

crq  âûáèðàåì íàèìåíüøåå  
(1) (2) (2)min( , ) 0,337cr cr cr crq q q q EJ= = = , 

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå 2. 
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Íà ðèñóíêå 3.23, á óêàçàíà ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè èñõîä-
íîé ðàìû. 

 

3.3 Использование симметрии 

Ðàñ÷åòû íà óñòîé÷èâîñòü äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ðàì ìîæíî óïðî-
ñòèòü, åñëè ðàìà íàãðóæåíà ñèììåòðè÷íîé íàãðóçêîé. Ïðè ðàñ÷å-
òàõ ïî äåôîðìèðîâàííîé ñõåìå ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè íå ñîáëþäà-
åòñÿ, ïîýòîìó  ïðîèçâîëüíóþ íàãðóçêó íåëüçÿ ðàçëîæèòü íà ñèì-
ìåòðè÷íóþ è îáðàòíîñèììåòðè÷íóþ, êàê ýòî áûëî âîçìîæíî ïðè 
ñòàòè÷åñêîì ðàñ÷åòå [13]. Îäíàêî â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ íåñèììåò-
ðè÷íóþ íàãðóçêó ìîæíî çàìåíèòü ñèììåòðè÷íîé. 

Èçâåñòíî, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà ïðè äåéñòâèè ñèììåòðè÷-
íîé íàãðóçêè ìîæåò èìåòü  îäíó èç ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè: 
ñèììåòðè÷íóþ èëè îáðàòíîñèììåòðè÷íóþ [3]. Çàðàíåå îïðåäåëèòü, 
êàêîé ôîðìå ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà â îáùåì ñëó÷àå 
íåâîçìîæíî, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþò îáå ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâî-
ñòè è çà êðèòè÷åñêóþ ïðèíèìàþò íàèìåíüøóþ èç ñèë. 

Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ðàì ïðè äåéñòâèè ñèììåòðè÷íîé íàãðóçêè 
óïðîùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçäåëåíèè íà äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòè 
îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå  ñèììåòðè÷íîé è îáðàòíî-
ñèììåòðè÷íîé  ôîðìàì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. 

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ ðàìó, íàãðóæåííóþ âåðòèêàëüíûìè 
ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè (ðèñóíîê 3.24, à).  

Ñòåïåíü êèíåìàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè ðàìû ðàâíà 3. Ñôîð-
ìèðóåì îñíîâíóþ ñèñòåìó ìåòîäà ïåðåìåùåíèé (ðèñóíîê 3.24, á). 

Íà ðèñóíêå 3.24, â ïîêàçàíà ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè. Çäåñü = −1 2Z Z , =3 0Z  è íåîáõîäèìî ðåøèòü îäíî óðàâíå-
íèå  ñ îäíèì íåèçâåñòíûì (Z1). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû 

ñèì
crP  êîýôôèöèåíò r11 ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ: 

=11 0r . 

Â ñëó÷àå îáðàòíîñèììåòðè÷íîé ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè 
(ðèñóíîê 3.24, ã) =1 2Z Z , ≠3 0Z  ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé 
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ (Z1

 è Z3). Çäåñü ïðè-
ðàâíèâàåì ê íóëþ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, ñîñòîÿùèé èç êîýôôèöè-
åíòîâ r22, r23, r32, r33: 

=22 23

32 33

0
r r

r r
 

è îïðåäåëÿåì êðèòè÷åñêóþ ñèëó îáð
crP , ñîîòâåòñòâóþùóþ îáðàòíî-

ñèììåòðè÷íîé ôîðìå ïîòåðå ðàâíîâåñèÿ. 
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Ðèñóíîê 3.24 

Âûïîëíèâ îòäåëüíî ðàñ÷åò ïî êàæäîé ôîðìå ïîòåðè óñòîé÷èâî-
ñòè, êðèòè÷åñêóþ ñèëó äëÿ ðàìû íàõîäÿò êàê ìåíüøóþ èç ïîëó-
÷åííûõ çíà÷åíèé: 

= ñèì îáðmin( , )cr cr crÐ Ð Ð . 

Îòäåëüíûå èññëåäîâàíèÿ äâóõ òèïîâ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè 
ñóùåñòâåííî ñíèæàþò òðóäîåìêîñòü çàäà÷è ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷å-
òîì áåç ó÷åòà ñèììåòðèè. 

 
Контрольные вопросы 

1 Êàêèå ãèïîòåçû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ðàì íà óñòîé÷èâîñòü ìåòîäîì 
ïåðåìåùåíèé? 

2 Â ÷åì ñîñòîèò ïîðÿäîê ðàñ÷åòà ðàìû íà óñòîé÷èâîñòü? 
3 ×åì îòëè÷àþòñÿ ïî âèäó ýïþðû ìîìåíòîâ äëÿ èçîãíóòûõ è ñæàòî-èçî-

ãíóòûõ ñòåðæíåé? 
4 Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèììåòðèþ ñèñòåìû ïðè ðåøåíèè 

çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè?  
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äëÿ âóçîâ / À. Ô. Ñìèðíîâ, À. Â. Àëåêñàíäðîâ, Á. ß. Ëàùåíèêîâ, Í. Í. Øà-
ïîøíèêîâ ; ïîä ðåä. À. Ô. Ñìèðíîâà. – Ì. : Ñòðîéèçäàò, 1984. – 415 c. 

11 Ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà. Îñíîâû òåîðèè ñ ïðèìåðàìè ðàñ÷åòîâ : ó÷åá. /
À. Å. Ñàðãñÿí, À. Ò. Äåì÷åíêî, Í. Â. Äâîðÿí÷èêîâ, Ã. À. Äæèí÷âåëàøâèëè ; 
ïîä ðåä. À. Å. Ñàðãñÿíà. – Ì. : Âûñøàÿ øêîëà, 2000. – 416 ñ. 

12 Øàêèðçÿíîâ, Ð. À. Äèíàìèêà è óñòîé÷èâîñòü ñîîðóæåíèé : ó÷åá. ïîñî-
áèå / Ð. À. Øàêèðçÿíîâ, Ô. Ð. Øàêèðçÿíîâ. – Êàçàíü : Èçä-âî Êàçàí. ãîñ. 
àðõèòåêò.-ñòðîèò. óí-òà, 2015. − 120 ñ. 

13 ßðîâàÿ, À. Â. Ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà. Ñòàòèêà ñòåðæíåâûõ ñèñòåì :
ó÷åá. ïîñîáèå / À. Â. ßðîâàÿ. – Ãîìåëü : ÁåëÃÓÒ, 2013. – 447 ñ. 
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ À    
(ñïðàâî÷íîå) 

 
Вычисление перемещений методом Максвелла — Мора 

Äëÿ ðåøåíèÿ  çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ 
êàê ïðîìåæóòî÷íûé ýòàï ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì îäèí èç ìåòîäîâ âû-
÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé – ìåòîä Ìàêñâåëëà – Ìîðà. Îí ïîçâîëÿåò 
âû÷èñëÿòü ëþáûå òèïû ïåðåìåùåíèé (óäëèíåíèÿ, ïðîãèáû, óãëû 
ïîâîðîòà, óãëû çàêðó÷èâàíèÿ è ò. ï.) äëÿ âñåõ òèïîâ ñòåðæíåâûõ 
ñèñòåì (áàëêè, ðàìû, ôåðìû). Ïåðåìåùåíèÿ (ïðîãèáû è óãëû ïîâî-
ðîòà) ∆K äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ èí -
òåãðàëà  Ìîðà :  

η
Δ = + +    d d dp p p

K

l l l

NN QQ MM
z z z

EA GA EJ
, 

ãäå , ,N Q M  – âíóòðåííèå óñèëèÿ â åäèíè÷íîì ñîñòîÿíèè; ,pN  ,pQ  
pM – âíóòðåííèå óñèëèÿ â ãðóçîâîì ñîñòîÿíèè; , ,EA GA EJ  – æåñòêî-

ñòè ïðè ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè, ñäâèãå è èçãèáå; η  – êîýôôèöèåíò, 
ó÷èòûâàþùèé íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿ-
æåíèé ïî ñå÷åíèþ. 

 
Ðèñóíîê À.1 

«Åäèíè÷íûì» íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì åäèíè÷-
íîé íàãðóçêè ( = 1F  èëè = 1m ), 
«ãðóçîâûì» − ñîñòîÿíèå ïðè äåéñòâèè 
âíåøíåé íàãðóçêè. 

Êàê ïðàâèëî, ïðè èçãèáå áàëîê îñ-
íîâíîå âëèÿíèå íà ïåðåìåùåíèÿ 
èìåþò èçãèáàþùèå ìîìåíòû, ïîýòîìó 
â èíòåãðàëå Ìîðà ó÷èòûâàþò òîëüêî 
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå (ðèñóíîê À.1): 

Δ =  dp
K

l

MM
z

EJ
. 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà íóæíî çíàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå ìîìåíòà íà êàæäîì èç ó÷àñòêîâ, ÷òî íå âñåãäà óäîáíî. Ïîýòîìó 
äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ìîðà äëÿ ó÷àñòêîâ ïîñòîÿííîé æåñòêî-
ñòè èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû, ïîçâîëÿþùèå èçáåæàòü íåïî-
ñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.  

Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê áàëêè ïîñòîÿííîé æåñòêîñòè EJ äëèíîé l, 
äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíû ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â ãðóçîâîì 

pM  è åäèíè÷íîì M  ñîñòîÿíèÿõ (ðèñóíîê À.2).  
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Ðèñóíîê À.2 

Ïåðåìåùåíèÿ ïî ôîðìóëå  Ñèìïñîíà  (ñì. ðèñóíîê À.2, à) 

( )Δ = = + +
0

1
d 4

6

l

K p

l
MM z àc fg bd

EJ EJ
, 

ãäå EJ  – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü; l  – äëèíà ó÷àñòêà; , ,a b f  – êðàéíèå 
è ñðåäíÿÿ îðäèíàòû ýïþðû pM ; , ,c d g  – êðàéíèå è ñðåäíÿÿ îðäè-
íàòû M . 

Ôîðìóëà Ñèìïñîíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, åñëè äâå ýïþðû ïðÿìîëè-
íåéíû èëè îäíà èç íèõ ïðÿìîëèíåéíàÿ, à âòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
êâàäðàòíóþ ïàðàáîëó.  

Ïåðåìåùåíèÿ ïî ôîðìóëå òðàïåöèé (ñì. ðèñóíîê À.2, á) 

( )Δ = = + + +
0

1
d 2 2

6

l

K p

l
MM z àc bd ad bc

EJ EJ
, 

ãäå EJ – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü; l  – äëèíà ó÷àñòêà;  ,a b  – êðàéíèå 
îðäèíàòû ýïþðû pM ; ,c d  – êðàéíèå îðäèíàòû M . 

Ôîðìóëà òðàïåöèé ïðèìåíèìà, åñëè äâå ýïþðû ïðÿìîëèíåéíû. 
Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèé â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóë Ñèìïñîíà è 
òðàïåöèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çíàêè îðäèíàò a, b, f, c, d, g. Ïðî-
èçâåäåíèÿ îðäèíàò, ðàñïîëîæåííûõ ïî îäíó ñòîðîíó îò îñè, áóäóò 
ïîëîæèòåëüíûìè, ïî ðàçíûì – îòðèöàòåëüíûìè.  

Ôîðìóëà  Âåðåùàãèíà   ïîçâîëÿåò çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå 
ïåðåìíîæåíèåì ïëîùàäè îäíîé ýïþðû íà îðäèíàòó âòîðîé (îáÿçà-
òåëüíî ïðÿìîëèíåéíîé) ýïþðû, âçÿòóþ ïîä öåíòðîì òÿæåñòè ïåðâîé 
(ñì. ðèñóíîê À.2, â): 

Δ = = Ω
0

1 1
d

l

K p CMM z y
EJ EJ

, 

https://mechanika.bsut.by



mec
ha

nik
a.b

su
t.b

y

60 

ãäå EJ  – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü; Ω  – ïëîùàäü «ãðóçîâîé» ýïþðû  
pM ; Cy  – îðäèíàòà «åäèíè÷íîé» ýïþðû M , âçÿòàÿ ïîä öåíòðîì 

òÿæåñòè ýïþðû pM . 
Ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, åñëè öåíòð òÿ-

æåñòè îäíîé ýïþðû C  è îðäèíàòà Cy  íà äðóãîé ýïþðå ðàñïîëîæåíû 
ïî îäíó ñòîðîíó îò îñè ñòåðæíÿ, îòðèöàòåëüíûì − ïî ðàçíûå. 

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû Âåðåùàãèíà íåîáõîäèìî çíàòü ïëî-
ùàäè è öåíòðû òÿæåñòè ýïþð. Íà ðèñóíêå À.3 ïðèâåäåíû íàèáîëåå 
÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå ôîðìû ýïþð.  

 
Ðèñóíîê À.3 

Ïîðÿäîê  îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ΔK  ìåòîäîì Ìîðà:  
– ñòðîÿò  ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ pM  îò çàäàííîé 

íàãðóçêè (â ãðóçîâîì ñîñòîÿíèè); 
– ïî íàïðàâëåíèþ èñêîìîãî ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå K  ïðèêëàäû-

âàþò åäèíè÷íîå óñèëèå (äëÿ ëèíåéíûõ ïåðåìåùåíèé – ñîñðåäîòî÷åí-
íóþ ñèëó = 1F , äëÿ óãëîâûõ – ìîìåíò = 1m ); 

– ñòðîÿò ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ M  â åäèíè÷íîì ñîñòîÿíèè; 
– ðàçáèâàþò ñèñòåìó íà ó÷àñòêè, â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç êîòîðûõ 

æåñòêîñòü ïîñòîÿííà è õîòÿ áû îäíà èç ýïþð ïðÿìîëèíåéíà; 
– äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà âû÷èñëÿþò ïåðåìåùåíèÿ, èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëû Âåðåùàãèíà, Ñèìïñîíà èëè òðàïåöèé; 
– ïåðåìåùåíèÿ äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà ñóììèðóþò. 
Åñëè íàéäåííîå ïåðåìåùåíèå ïîëîæèòåëüíî, òî îíî ñîâïàäàåò ñ 

íàïðàâëåíèåì ïðèëîæåííîãî åäèíè÷íîãî óñèëèÿ, åñëè îòðèöàòåëüíî 
– ïðîòèâîïîëîæíî åìó.  
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ Á    
(ñïðàâî÷íîå) 

 
Эпюры изгибающих моментов и реакции опор 

в отдельных изогнутых стержнях 
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 Îêîí÷àíèå ïðèëîæåíèÿ Á 
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ Â    
(ñïðàâî÷íîå) 

 
Эпюры изгибающих моментов и реакции опор 

в отдельных сжато-изогнутых стержнях 
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ Ã    
(ñïðàâî÷íîå) 

 
Функции профессора А. Ф. Смирнова 

ν ϕ1(ν) ϕ2(ν) ϕ3(ν) ϕ4(ν) η1(ν) η2(ν) 
0,00 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
0,05 0,9998 0,9999 1,0000 1,0000 0,9990 0,9997 
0,10 0,9993 0,9997 1,0002 0,9998 0,9960 0,9990 
0,15 0,9985 0,9992 1,0004 0,9996 0,9910 0,9977 
0,20 0,9973 0,9987 1,0007 0,9993 0,9840 0,9960 
0,25 0,9958 0,9979 1,0010 0,9990 0,9750 0,9937 
0,30 0,9940 0,9970 1,0015 0,9985 0,9640 0,9910 
0,35 0,9918 0,9959 1,0020 0,9980 0,9510 0,9877 
0,40 0,9893 0,9947 1,0027 0,9973 0,9360 0,9840 
0,45 0,9864 0,9932 1,0034 0,9966 0,9189 0,9797 
0,50 0,9832 0,9916 1,0042 0,9958 0,8999 0,9750 
0,55 0,9797 0,9899 1,0051 0,9949 0,8788 0,9697 
0,60 0,9757 0,9879 1,0061 0,9940 0,8557 0,9640 
0,65 0,9715 0,9858 1,0071 0,9929 0,8307 0,9577 
0,70 0,9669 0,9836 1,0083 0,9918 0,8035 0,9510 
0,75 0,9619 0,9811 1,0095 0,9906 0,7744 0,9437 
0,80 0,9565 0,9785 1,0109 0,9893 0,7432 0,9360 
0,85 0,9508 0,9757 1,0123 0,9879 0,7100 0,9277 
0,90 0,9447 0,9727 1,0138 0,9864 0,6747 0,9189 
0,95 0,9382 0,9696 1,0155 0,9849 0,6374 0,9097 
1,00 0,9313 0,9662 1,0172 0,9832 0,5980 0,8999 
1,05 0,9241 0,9627 1,0190 0,9815 0,5566 0,8896 
1,10 0,9164 0,9590 1,0209 0,9797 0,5131 0,8788 
1,15 0,9083 0,9551 1,0230 0,9777 0,4675 0,8675 
1,20 0,8998 0,9511 1,0251 0,9757 0,4198 0,8557 
1,25 0,8908 0,9468 1,0274 0,9737 0,3700 0,8435 
1,30 0,8814 0,9424 1,0297 0,9715 0,3181 0,8307 
1,35 0,8716 0,9377 1,0322 0,9692 0,2641 0,8173 
1,40 0,8613 0,9329 1,0348 0,9669 0,2080 0,8035 
1,45 0,8505 0,9279 1,0375 0,9644 0,1497 0,7892 
1,50 0,8393 0,9227 1,0403 0,9619 0,0893 0,7744 
1,55 0,8275 0,9173 1,0432 0,9593 0,0267 0,7590 
1,60 0,8152 0,9116 1,0463 0,9565 –0,0381 0,7432 
1,65 0,8024 0,9058 1,0495 0,9537 –0,1051 0,7268 
1,70 0,7891 0,8998 1,0529 0,9508 –0,1743 0,7100 
1,75 0,7751 0,8935 1,0563 0,9478 –0,2457 0,6926 
1,80 0,7606 0,8871 1,0600 0,9447 –0,3194 0,6747 
1,85 0,7455 0,8804 1,0637 0,9415 –0,3954 0,6563 
1,90 0,7297 0,8735 1,0676 0,9382 –0,4736 0,6374 
1,95 0,7133 0,8664 1,0717 0,9348 –0,5542 0,6180 
2,00 0,6961 0,8590 1,0760 0,9313 –0,6372 0,5980 
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Ïðîäîëæåíèå ïðèëîæåíèÿ Ã  

ν ϕ1(ν) ϕ2(ν) ϕ3(ν) ϕ4(ν) η1(ν) η2(ν) 
2,05 0,6783 0,8514 1,0804 0,9278 –0,7225 0,5775 
2,10 0,6597 0,8436 1,0849 0,9241 –0,8103 0,5566 
2,15 0,6404 0,8356 1,0897 0,9203 –0,9005 0,5351 
2,20 0,6202 0,8273 1,0946 0,9164 –0,9931 0,5131 
2,25 0,5991 0,8187 1,0998 0,9124 –1,0884 0,4905 
2,30 0,5772 0,8099 1,1051 0,9083 –1,1861 0,4675 
2,35 0,5543 0,8008 1,1106 0,9041 –1,2865 0,4439 
2,40 0,5304 0,7915 1,1164 0,8998 –1,3896 0,4198 
2,45 0,5054 0,7819 1,1224 0,8954 –1,4954 0,3952 
2,50 0,4793 0,7720 1,1286 0,8908 –1,6040 0,3700 
2,55 0,4520 0,7618 1,1350 0,8862 –1,7155 0,3443 
2,60 0,4234 0,7513 1,1417 0,8814 –1,8299 0,3181 
2,65 0,3935 0,7405 1,1487 0,8766 –1,9474 0,2914 
2,70 0,3621 0,7295 1,1559 0,8716 –2,0679 0,2641 
2,75 0,3291 0,7181 1,1634 0,8665 –2,1917 0,2363 
2,80 0,2944 0,7064 1,1712 0,8613 –2,3189 0,2080 
2,85 0,2580 0,6943 1,1794 0,8560 –2,4495 0,1791 
2,90 0,2195 0,6819 1,1878 0,8505 –2,5838 0,1497 
2,95 0,1790 0,6692 1,1966 0,8450 –2,7219 0,1198 
3,00 0,1361 0,6560 1,2057 0,8393 –2,8639 0,0893 
3,05 0,0907 0,6426 1,2152 0,8335 –3,0102 0,0582 
3,10 0,0424 0,6287 1,2251 0,8275 –3,1609 0,0267 π 0 0,6168 1,2336 0,8224 -3,2898 0 
3,15 –0,0089 0,6144 1,2355 0,8214 –3,3164 –0,0054 
3,20 –0,0635 0,5997 1,2462 0,8152 –3,4769 –0,0381 
3,25 –0,1220 0,5846 1,2574 0,8089 –3,6428 –0,0713 
3,30 –0,1847 0,5691 1,2691 0,8024 –3,8147 –0,1051 
3,35 –0,2521 0,5531 1,2813 0,7958 –3,9929 –0,1394 
3,40 –0,3248 0,5366 1,2940 0,7891 –4,1781 –0,1743 
3,45 –0,4036 0,5196 1,3073 0,7822 –4,3711 –0,2097 
3,50 –0,4894 0,5021 1,3212 0,7751 –4,5727 –0,2457 
3,55 –0,5832 0,4841 1,3357 0,7679 –4,7840 –0,2823 
3,60 –0,6862 0,4655 1,3509 0,7606 –5,0062 –0,3194 
3,65 –0,8002 0,4463 1,3667 0,7531 –5,2410 –0,3571 
3,70 –0,9270 0,4265 1,3834 0,7455 –5,4904 –0,3954 
3,75 –1,0693 0,4061 1,4008 0,7377 –5,7568 –0,4342 
3,80 –1,2303 0,3850 1,4191 0,7297 –6,0436 –0,4736 
3,85 –1,4142 0,3632 1,4383 0,7216 –6,3551 –0,5137 
3,90 –1,6269 0,3407 1,4584 0,7133 –6,6969 –0,5542 
3,95 –1,8760 0,3174 1,4796 0,7048 –7,0768 –0,5954 
4,00 –2,1726 0,2933 1,5019 0,6961 –7,5060 –0,6372 
4,05 –2,5327 0,2683 1,5253 0,6873 –8,0002 –0,6796 
4,10 –2,9802 0,2424 1,5501 0,6783 –8,5836 –0,7225 
4,15 –3,5532 0,2156 1,5761 0,6691 –9,2940 –0,7661 
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Îêîí÷àíèå ïðèëîæåíèÿ Ã  

ν ϕ1(ν) ϕ2(ν) ϕ3(ν) ϕ4(ν) η1(ν) η2(ν) 
4,20 –4,3156 0,1878 1,6037 0,6597 –10,1956 –0,8103 
4,25 –5,3838 0,1588 1,6328 0,6501 –11,4047 –0,8551 
4,30 –6,9947 0,1287 1,6636 0,6404 –13,1581 –0,9005 
4,35 –9,7154 0,0974 1,6963 0,6304 –16,0229 –0,9465 
4,40 –15,3271 0,0648 1,7310 0,6202 –21,7805 –0,9931 
4,45 –33,8181 0,0308 1,7678 0,6098 –40,4189 –1,0404 
4,50 – –0,0048 1,8070 0,5991 – –1,0884 
4,55 – –0,0419 1,8487 0,5883 – –1,1369 
4,60 – –0,0809 1,8933 0,5772 – –1,1861 
4,65 – –0,1217 1,9409 0,5659 – –1,2360 
4,70 – –0,1645 1,9920 0,5543 – –1,2865 
1,5π – –0,1755 2,0052 0,5514 – –1,2992 
4,75 – –0,2097 2,0467 0,5425 – –1,3377 
4,80 – –0,2572 2,1056 0,5304 – –1,3896 
4,85 – –0,3075 2,1690 0,5180 – –1,4422 
4,90 – –0,3607 2,2375 0,5054 – –1,4954 
4,95 – –0,4171 2,3117 0,4925 – –1,5494 
5,00 – –0,4772 2,3923 0,4793 – –1,6040 
5,05 – –0,5413 2,4799 0,4658 – –1,6594 
5,10 – –0,6099 2,5757 0,4520 – –1,7155 
5,15 – –0,6835 2,6806 0,4379 – –1,7723 
5,20 – –0,7629 2,7960 0,4234 – –1,8299 
5,25 – –0,8488 2,9235 0,4086 – –1,8883 
5,30 – –0,9422 3,0648 0,3935 – –1,9474 
5,35 – –1,0442 3,2224 0,3780 – –2,0073 
5,40 – –1,1563 3,3989 0,3621 – –2,0679 
5,45 – –1,2802 3,5978 0,3458 – –2,1294 
5,50 – –1,4182 3,8236 0,3291 – –2,1917 
5,55 – –1,5729 4,0817 0,3120 – –2,2549 
5,60 – –1,7481 4,3794 0,2944 – –2,3189 
5,65 – –1,9484 4,7262 0,2764 – –2,3838 
5,70 – –2,1803 5,1346 0,2580 – –2,4495 
5,75 – –2,4526 5,6223 0,2390 – –2,5162 
5,80 – –2,7777 6,2139 0,2195 – –2,5838 
5,85 – –3,1735 6,9457 0,1995 – –2,6523 
5,90 – –3,6679 7,8727 0,1790 – –2,7219 
5,95 – –4,3047 9,0830 0,1578 – –2,7924 
6,00 – –5,1594 10,7270 0,1361 – –2,8639 
6,05 – –6,3716 13,0842 0,1137 – –2,9365 
6,10 – –8,2336 16,7392 0,0907 – –3,0102 
6,15 – –11,4768 23,1544 0,0669 – –3,0850 
6,20 – –18,5905 37,3084 0,0424 – –3,1609 
6,25 – –47,0669 94,1853 0,0172 – –3,2380 
2π – –∞ +∞ 0 – –3,2899 
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