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Сформулированная задача гидроупругости (1)–(4) исследовалась методом возмущений. Это поз-

волило перейти к линеаризованной задаче динамики тонкого слоя вязкой жидкости в узкой клино-

видной щели, но с учетом локального члена инерции. Данная задача решалась методом итераций 

подобно [5]. В результате определены законы изменения гидродинамических параметров в жидко-

сти. На следующем этапе решалось уравнение (4) для режима установившихся гармонических ко-

лебаний. После этого были определены гидроупругий отклик стенки и соответствующая ему харак-

теристика фазового сдвига. Данные характеристики можно исследовать численно, и в частности, с 

их помощью найти резонансные частоты колебаний стенки канала. 

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (государ-

ственное задание по теме 125020501400-6). 
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Развитие современных технологий, а также появление новых материалов создают необходи-

мость исследований динамики кусочно-однородных сред с вязкоупругими компонентами. Некото-

рые результаты в этой области, полученные в недавнее время, содержатся, например в работах               

[1–6], при этом в большинстве известных публикаций внимание уделяется не переходным волно-

вым процессам, а гармоническим колебаниям и волнам. Среди разнообразных подходов к изучению 

нестационарных волн в средах рассматриваемого типа весьма важным является развитие аналити-

ческих методов построения решений соответствующих начально-краевых задач, однако на сегодня 

достигнутых успехов в этом направлении явно недостаточно. В настоящей работе представлены 

результаты исследований нестационарных процессов в сферическом упругом слое с вязкоупругим 

покрытием, полученные на основе более ранних аналитических разработок [7, 8]. 

Рассмотрена задача о распространении нестационарных возмущений в кусочно-однородном по-

лом шаре, состоящем из двух однородных концентрических сферических слоев с условиями непре-

рывности на границе между ними. Один слой – из упругого материала, другой же, более тонкий, 

который будем называть покрытием, является вязкоупругим. Конструкция изначально покоится, но 

в момент 0t   на внешнюю поверхность полого шара начинает действовать равномерно распреде-

ленная нормальная нагрузка ( )P t , при этом полость шара остается свободной.  
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В сферической системе координат с началом в центре шара соотношения 0 2,R R R R   для 

радиальной координаты R  определяют границу полости и нагруженную границу, а условие 1R R  

задает границу между однородными слоями, при этом 0 1R R R   соответствует первому слою, 

1 2R R R   – второму. Введем безразмерные величины ( 1, 2,3, 1, 2j n  ): 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 2 1 1 2 2 0 v 0 v s 0 s 2/ , / , / , , ( ) , ( ) , / ,

n n n n
n nx R R x R R x R R t t t T t T e c c           

( ) ( ) ( ) ( ) (2) ( ) ( )( )
2 00 0 0 0( , ) / , ( , ) / (2 ), ( ) / (2 ), (1 ) / (1 2 )

n n n n n nn
nj jRu x u R x P G P P G w             , 

где индекс n   соответствует номеру слоя; 0 2 2
t R c ; 

( )n
Ru  – радиальное перемещение, 

( ) ( ) ( )
1 2 3

, ,
n n n

P P P  – радиальное и окружные напряжения, при этом 
( ) ( )

2 3 ;
n n

P P  Р0 – безразмерная 

константа; 
( ) ( )
0 0, ν ,
n n

nG c  – мгновенные значения модуля сдвига и коэффициента Пуассона, а также  

скорость продольных упругих волн. Вязкоупругим покрытием является либо второй, либо первый 

слой и для него 
( ) ( )

,
n n

v sT T  – ядра объемной и сдвиговой релаксации, для упругого же слоя 

( ) ( )
v s 0

n n
T T  . Математическая формулировка задачи включает уравнения динамики ( 1,2n  ):  

( ) ( ) ( ) 2 ( )
1
ˆ(1 ){( ( , )) 2 ( , ) } ( ) ( , ) 0

n n n n
nu x u x x e u x         ,   1n nx x x   ,                       (1) 

граничные условия 
(2) (1)

0 01 1(1, ) ( ), ( , ) 0, 0P x           ,                                                        (2) 

начальные условия 
( ) ( )

( ,0) 0, ( ,0) 0
n n

u x u x  ,                                                               (3) 

условия непрерывности на границе между слоями 
(1) (1) (2) (2)(1) (2)

1 1 1 10 1 0 1( , ) ( , ), ( , ) ( , )u x u x G x G x                                              (4) 

и определяющие соотношения 
( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 2

ˆ ˆ( , ) (1 )[ ( , )] 2( 1)(1 ) ( , )
n n nn n

n nx w u x w u x x           , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 3 2 1 2

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( 1)(1 )[ ( , )] [ (1 ) ( 1)(1 )] ( , )
n n n n nn n

n n nx x w u x w w u x x                  .   (5) 

Здесь штрих и точка обозначают дифференцирование по x  и η соответственно, при этом для упру-

гого компонента оба оператора 
( ) ( )
1 2
ˆ ˆ,

n n
   нулевые, а для вязкоупругого покрытия эти операторы 

определяются соотношениями ( 1n   или 2): 

( ) ( )

0

ˆ ( ) ( ) ( ) , 1,2,
n n
j j d j



               
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 0 0 0( ) [(1 ) ( ) 2(1 2 ) ( )] [3(1 )]
n n n nn n

v s              , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 0 0 0( ) [(1 ) ( ) (1 2 ) ( )] (3 )
n n n nn n

v s             . 
 

Задача (1)–(5) является частным случаем более общей для кусочно-однородного полого шара, 

состоящего из произвольного числа N  однородных вязкоупругих концентрических слоев [8]. Для 

ее исследования применено интегральное преобразование Лапласа по времени и представлено со-

ответствующее решение в изображениях, а затем в оригиналах [8]. В настоящей же работе 2N   и 

один из слоев является упругим. 

Для вязкоупругого покрытия примем условие 
( )

( ) 0,
n

v    а сдвиговую релаксацию будем опи-

сывать сингулярным ядром Ржаницына – Колтунова (n = 1 или 2): 
( ) 1
s ( )
n B

Ae
  

         при      ( )( ) 1, 0, 0, 0 1A B A B


        ,                             (6) 

где , ,A B   – константы, ( )   – гамма-функция аргумента δ. 

На основе решения начально-краевой задачи (1)–(5), построенного с использованием результатов ра-

боты [8], исследованы переходные волновые процессы в упругом сферическом слое с вязкоупругим по-
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крытием, которому соответствует сингулярное ядро сдвиговой релаксации вида (6). Рассмотрен случай, 

когда упругим является первый (внутренний) слой, а также случай, когда внутренним слоем является 

вязкоупругое покрытие. Расчеты выполнены при различных геометрических и физико-механических 

исходных данных. Получены новые результаты, демонстрирующие эффекты, которые связаны как со 

слоистостью рассматриваемых сферических конструкций, так и с вязкостью материала покрытий.  

Исследование выполнено в рамках государственного задания МГУ им. М. В. Ломоносова. 
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Во второй половине ХХ века активно развивались технологии создания неразъемных соедине-

ний деталей авиационных и ракетных двигателей. Технология электронно-лучевой сварки позволяет 

с высокой точностью и наиболее защищенно сваривать металлы, которые невозможно сваривать на 

открытом воздухе, например, титановые сплавы, т. к. титан начинает реагировать с воздушной ат-

мосферой и отдельно водородом при относительно малых температурах. Однако со временем по-

явились сплавы на основе того же титана, а далее никеля и некоторые стали, которые, как считается, 

невозможно сварить методами сварки с применением плавления. На данный момент существует 

некоторое количество способов твердофазной сварки, однако позволяет получать равнопрочное со-

единение без потери механических свойств материалов исключительно сварка трением [1].  

В данном труде речь идет о конкретном ее подвиде – ротационной (инерционной) сварке трением. 

Ее основное преимущество – скорость выполнения операции, а также относительно невысокие требо-

вания к подготовке кромок деталей, поскольку при трении две соединяющиеся кромки истираются и 

посредством давления, при достижении 75–80 % от температуры плавления материалов, свариваются. 

Однако многими учеными-исследователями отмечается, что при РСТ выполняется некоторая де-

градация физико-механических свойств, как и изначально микроструктуры в зонах сварного соеди-

нения, происходит это ввиду термомеханического воздействия самого процесса сварки, а также не-

редко неравномерного теплоотвода и быстрого остывания детали после процесса, что в свою 

очередь вызывает концентрацию всех типов остаточных напряжений. 
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