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ДЕФОРМИРОВАНИЕ ТРЕХСЛОЙНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

В ТЕМПЕРАТУРНОМ ПОЛЕ  

 

А. Г. КОЗЕЛ, Э. И. СТАРОВОЙТОВ  

Белорусский государственный университет транспорта, г. Гомель  
 

Конструктивные слоистые элементы широко применяются с середины прошлого века в транс-

портном машиностроении, аэрокосмическом комплексе и строительстве. Исследование их дефор-

мирования в температурном поле является одной из наиболее актуальных проблем в настоящее 

время. Созданию соответствующих математических моделей посвящен ряд публикаций. В моно-

графиях [1–6] рассмотрены подходы к построению расчетных моделей трехслойных и многослой-

ных элементов конструкций, учету воздействия различных физико-механических полей. В статьях 

[7–12] рассмотрены свободные колебания и нестационарные нагружения тонкостенных элементов 

конструкций, включая цилиндрические оболочки. Работы [13–20] посвящены исследованию 

напряженно-деформированного состояния трехслойных стержней и пластин при квазистатических 

нагрузках.  

Рассматривается замкнутая круговая трехслойная цилиндрическая оболочка средней толщины. 

Для тонких несущих слоев принимаются гипотезы Кирхгофа – Лява, для жесткого заполнителя ис-

пользуются точные соотношения теории упругости с линейной аппроксимацией перемещений то-

чек от поперечной координаты.  

Перемещения в слоях выражаются через шесть неизвестных функций: ( , )
k

u x t
 

, ( , )
k

w x t


 – 

тангенциальные перемещения и прогибы точек срединной поверхности несущих слоев в направле-

нии правой системы координат x, θ, z (k = 1, 2 – номер слоя, α = 1, 2): 
– в несущих слоях  (c ≤ z ≤ c + h1,  –c – h2 ≤ z ≤ –c; k = 1, 2 – номер слоя, α = 1, 2) 

 

( ) ;
kz k k

k
u u z a
  
      0,5

k k
a c h  , 
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– в заполнителе (–c ≤ z ≤ c)  
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где R – радиус срединной поверхности заполнителя оболочки; hk – толщина k-го слоя (h3 = 2c); гре-
ческие индексы принимают значения 1, 2; латинские – 1, 2, 3 (нижний знак в формулах соответствует 

индексу k = 2); 
k


  – угол поворота нормали в k-м несущем слое; запятая в нижнем индексе обозна-

чает частное дифференцирование по следующей за ней координате.  
Уравнения равновесия рассматриваемой трехслойной цилиндрической оболочки в усилиях по-

лучены вариационным методом Лагранжа. При определении виртуальной работы внешних сил счи-

талось, что к наружным поверхностям несущих слоев приложены произвольные распределенные 

нагрузки k
q


, 
3

k
q . В дальнейшем решение краевой задачи проводилось методом упругих решений 

Ильюшина, соответствующие итерационные уравнения равновесия имеют следующий вид: 

   ω( 1) ( 1) ( 1)

α α
, , 0

mn kn kn m n- k n k n

i i
L u w L u w

 
  .                                               (1) 

В уравнениях (1) введены следующие обозначения: n – номер приближения m, α, β = 1, 2;  
 

22 22
β

α α1 α2 α3 α α42 2
1 α α β
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   
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; 

 

Значения модулей упругости вычислены при осредненной температуре слоя Т0
k
 по формуле 

Белла [1]. Отнеся все линейные размеры к радиусу срединной поверхности заполнителя оболочки 

R, получим следующие значения коэффициентов в этих уравнениях: 

   11 3
1 2 / 3

k

k k k k
a K h a K c c

 
    ,… ,  2

α37 3 k 2 α 3 2 α α2
/ 3 / 3 4 / 3

k

k
a K B h c G B c h D  ; 

4 / 3
k k k

K K G

  ;   2 / 3

k k k
K K G


  ;   (k, α = 1, 2; k   ). 

На контуре пластины принимается наличие жесткой диафрагмы, препятствующей относитель-

ному сдвигу слоев.  

Для замыкания краевой задачи о термоупругом деформировании круговой трехслойной цилин-

дрической оболочки к уравнениям равновесия (4)–(7) необходимо добавить граничные условия. 

Кинематических условий может быть поставлено по восемь на каждом торце рассматриваемой обо-

лочки. При жестком закреплении на торцах x = 0, L (L – длина оболочки) должны выполняться сле-

дующие граничные условия:  

1 2 1
, 0

k k k k
u u w w         1, 2k  . 

 

Свободное опирание оболочки по торцам на неподвижные в пространстве жесткие опоры требу-

ет выполнения условий (x = 0; L) 
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, , 0

k k k k
u w u w         1, 2k  .                                            (2) 

 

Таким образом, добавив к уравнениям равновесия (4) граничные условия (8), (9), получим                    

замкнутую краевую задачу.  

Пусть перпендикулярно поверхности внешнего несущего слоя на оболочку падает тепловой по-

ток интенсивности qt. Внутренняя поверхность оболочки (z = –h2 – c) теплоизолирована. Темпера-

турное поле в оболочке будет описываться известным выражением [1]. При свободном опирании 

оболочки итерационный вид решения системы (1), удовлетворяющий граничным условиям (2), 
 

1 1

,

π
cos cos

kn kn

pm

p m

mx
u U p

l
  ,  

2 2

,

π
sin sin

kn kn

pm

p m

mx
u U p

l
  , 

,

π
sin cos

kn kn

pm

p m

mx
w W p

l
      (k = 1, 2). (3) 

 

После подстановки соотношений (3) в уравнения равновесия (1) получим систему линейных ал-

гебраических уравнений для определения коэффициентов k

pm
U

 , k

pm
W .  

Численно исследована зависимость максимального прогиба внутреннего несущего слоя w
(2)

 в 

центре пролета оболочки от продолжительности термосилового нагружения. Материалы слоев обо-

лочки следующие: Д16-Т–фторопласта-4–Д16-Т. Интенсивность внешней распределенной нагрузки 

принималась q0 = 1 МПа. Необходимые параметры упругости материалов и материальные функции 

нелинейности заимствованы в [1]. Показано, что за счет физической нелинейности материалов сло-

ев прогиб оболочки увеличивается на 15 %. Нагревание оболочки на 50 °C приводит к увеличению 

перемещений примерно на 35 %.  

Предложенные уравнения равновесия трехслойных круговых цилиндрических оболочек позво-

ляют исследовать напряженно-деформированное состояние при нагружении в температурном поле. 

Численные расчеты показали существенное влияние температуры и физической нелинейности ма-

териалов слоев на перемещения в оболочке. Исследование сходимости метода упругих решений 

применительно к трехслойным цилиндрическим оболочкам показало, что уже четвертая итерация 

отличается от предыдущей менее чем на 1 %.    

Работа выполнена при финансовой поддержке ГПНИ «Конвергенция-2025». 
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Аддитивное производство, основанное на получении изделий путѐм послойного сплавления ча-

стиц порошковой композиции, не только применяется в рамках научно-исследовательских работ, 

но и всѐ чаще используется в серийном производстве. Однако процесс моделирования распределе-

ния тепла как внутри отдельного слоя, так и между слоями до сих пор является сложной задачей.  

В рамках исследования распределения температурных полей в изделии в процессе послойного 

лазерного плавления решается нестационарная задача для многослойной пластины. В первом при-

ближении считаем, что процесс отвода тепла достаточно скоротечен, поэтому рассмотрим двух-

слойную плоскую пластину. Плоская двухслойная стенка (0 ≤ x ≤ L). Первый слой: 0 ≤ x ≤ L1, пара-

метры λ1, a1. Слой 2: L1 ≤ x ≤ L, параметры λ2, a2. Режим нестационарный, T = T(x, t). Начальное 

условие: T(x, 0) = T0 = const. Граничные условия второго рода, на внешних границах задана посто-

янная плотность теплового потока. На левой границе (x = 0): –λ1 (∂T1 / ∂x)|_{x = 0} = q0 = const.                    

На правой границе (x = L): –λ2 (∂T2 / ∂x)|_{x = L} = qL = const (Рассматривается частный случай: теп-

лоизолированные поверхности, q0 = qL = 0). Условия сопряжения на границе раздела (x = L1): нераз-

рывность температуры: T1(L1, t) = T2(L1, t) и равенство тепловых потоков λ1 (∂T1 / ∂x)|{x = L1} =                          

= λ2 (∂T2 / ∂x)|{x = L1}.  

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (Грант РНФ                     

№ 23- 19-00684). 
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В настоящее время композитные материалы имеют значительные преимущества перед традици-

онными материалами, поэтому они используются практически во всех отраслях: современных от-

раслях промышленности: конструкциях в авиационной космической технике, машиностроении и 

др. На данный момент большой акцент делают на совершенствование композитных материалов пу-

тем гибридизации, т. е. получения положительного или отрицательного гибридного эффекта вы-

бранного механического свойства по правилу поведения смеси. Наиболее простым способом ги-

бридизации является наномодификация. В работе исследуется распределение температурных полей 


