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Рассмотрим продольные колебания стержня под действием периодиче-

ской силы ( )F t , представленной своим рядом Фурье 

( ) ( )
α

α cos ω β sin ω ,
2 1


= + +

=
F t n t n tn n

n
 

где ω  – циклическая частота колебаний, т. е. 
2π

ω =
t

, Т – период действу-

ющей силы, ( ) ( )= +F t F t T . Скорость имеет длину ,l левый конец стержня 

0=x  закреплен, на правый конец =x l  действует сила ( )F t . Краевая зада-

ча для продольных колебаний стержня имеет вид [1] 
2 2

2

2 2

( , ) ( , )
,

 
=

 

u x t u x t
a

t x
                                           (1) 

граничные условия даются уравнениями  

(0, ) 0,=u t  
( , ) ( )

,


=


u l t F t

x ES
                                       (2) 

где ( , )u x t  – амплитуда продольного смещения стержня с координатой x  за 

время t, коэффициент 
2

ρ
=

E
a , где ρ  – объемная плотность материала 

стержня, E – модуль Юнга, S – площадь поперечного сечения стержня. 

Начальные условия краевой задачи полагаем нулевыми 

( ,0) 0,=u x  
( ,0)

0.


=


u x

t
 

Вводим лаплас-образ неизвестной функции ( , ) ( . )u x t U x p , лаплас-образ 

силы ( )F t  представим в виде 
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Лаплас-образ ( )0

α

2
=F p

p
определяется стационарной частью ряда 

Фурье, лаплас-образ ( )
( )

22

α β ω

ω

+
=

+

n n

n

p n
F p

p n
 будет определять вынужденные 

колебания стержня. 

Переходим к лаплас-образам в уравнении (1), с учетом нулевых началь-

ных условий и получаем уравнение вида 

( )
( )

22

2

,
, 0.

 
− = 
 

d U x p p
U x p

adx
                                    (3) 

Краевые условия (2), записанные в лаплас-образах, принимают вид  

(0, ) 0,=U p  
( ) ( ),

.=
dU l p F p

dx ES
                                   (4) 

Решение уравнения (3) с учетом первого из краевых условий (4) пред-

ставим в виде 
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1 1

( , ) ( , ) ( , ) sh sh .
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Второе краевое условие в (4) разобьем на два уравнения 

( ) ( )0 0,
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, 
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Из полученных уравнений находим коэффициенты 0c  и nc , и требуе-

мые лаплас-образы принимают вид 

( )
0 0

20

sh sh
α

( , ) sh .
2 2

ch

= = =

px px

px a axa aU x p c
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                       (5) 
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( , ) sh .
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+
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px a aU x p c
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                          (6) 

Далее находим функции-оригиналы, отвечающие полученным лаплас-

образам. Рассмотрим лаплас-образ 0 ( , )U x p . Функция ( ) 2

0 ch=
pl

B p p
a
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имеет действительный корень 0=p . Разлагая гиперболический синус в ряд 

Маклорена  
3 2
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представим лаплас-образ (5) в виде  
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Как следствие, 0=p  – простой полюс функции 0 ( , )U x p , поэтому  
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Функция ( )0B p  имеет также бесконечно много нулей в точках, являю-

щихся корнями уравнения ch 0=
pl

a
,

( )π 2 1

2

+
=m

mp l
i

a
, ωm mp i= , где 

( )π 2 1
ω

2
m

a m

l

+
=  – частоты собственных колебаний стержня, 0,  1, 2, =m . 

Вычисляем производную 
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тогда 
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Вычет функции 
0 ( , ) ptU x p e  в простом полюсе = mp p находим по фор-

муле [2] 
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Выделяем в полученном выражении действительную часть 

( )
( ) ( )2

0 2

1 π 2 1α
ReRe ( , ) sin cosω .

2 2ωm
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m
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Функцию-оригинал, отвечающую лаплас-образу 
0 ( , )U x p , находим по 

основной теореме обращения лаплас-образа [3] 
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Аналогичным образом находим оригинал лаплас-образа (6) 
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Представим функцию ( )B p  в виде 
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и находим вычет функции и находим вычет функции ( , ) pt

nU x p e  в простом 

полюсе ωnp in= , получаем 
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Выделяем в полученном выражении действительную часть 
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Далее вычисляем вычеты функции ( , ) pt

nU x p e  в полюсах ωm mp i=  

( 0,  1, 2, =m ).  Так как  
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( ) ( )( ) ( )( )( )2 22 2ω sh ω ch ,
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то 
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Как следствие, для требуемой величины вычета в полюсе ωm mp i=  по-

лучаем следующее соотношение: 
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Действительная часть этого выражения 
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Тогда функция-оригинал, отвечающая лаплас-образу ( , ),nU x p  принима-

ет вид 
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( )
( )
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Суммируя результаты равенств (7) и (8), находим решение задачи о про-

дольных колебаниях стержней под действием периодической силы. Пред-

ставим это решение в виде суммы двух функций 

 

( ) ( ) ( )0, , , ,u x t u x t u x t= +  

где функция 
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описывает вынужденные колебания стержня со спектром частот периодиче-

ской силы ( ),F t  а также статический сдвиг сечения стержня с координатой 

x, обусловленный наличием постоянного слагаемого в ряде Фурье, которым 

представлена сила ( ).F t  

Второе слагаемое решения 
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описывает собственные колебания стержня. 
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