
МИНИСТЕРСТВО ТРАНСПОРТА И КОММУНИКАЦИЙ РЕСПУБЛИКИ БЕЛАРУСЬ 

Учреждение образования 

«БЕЛОРУССКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ТРАНСПОРТА» 

 

Кафедра «СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА, ГЕОТЕХНИКА  

И СТРОИТЕЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ» 

 

 

Э. И. Старовойтов 

 
 

 

СОПРОТИВЛЕНИЕ  

МАТЕРИАЛОВ  

 

Утверждено Министерством образования Республики Беларусь 

в качестве учебника для студентов учреждений высшего образования  

по техническим специальностям  

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
Гомель  2025 



 
УДК 539.3(075.8) 

ББК 30.121 

 С77 

  
Рец ен з е н т ы : заведующий кафедрой механики д-р физ.-мат. наук, про-

фессор О. Н. Шабловский (ГГТУ им. П. О. Сухого);  

 кафедра теоретической механики и механики материалов 

(и. о. зав кафедрой – ст. преп. А. В. Савицкая; профессор 

кафедры д-р физ.-мат. наук, профессор Ю. В. Василевич) 

(БНТУ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Старовойтов, Э. И. 

С77     Сопротивление материалов : учеб. / Э. И. Старовойтов ; М-во 

трансп. и коммуникаций Респ. Беларусь, Белорус. гос. ун-т 

трансп. – Гомель : БелГУТ, 2025. – 396 с.  

ISBN 978-985-891-196-6  

Соответствует традиционной программе курса сопротивления материа-

лов в технических вузах. Излагаются следующие разделы: растяжение-

сжатие, сдвиг, кручение, геометрические характеристики, изгиб, сложное 

сопротивление, теории напряженного и деформированного состояний, тео-

рии прочности, перемещения, устойчивость, динамические нагружения, 

прочность при циклических напряжениях, контактная задача. Предложе-

ны тестовые задания по всем разделам. Рассмотрены методы и приведены 

примеры решения задач.  

Для студентов, магистрантов и аспирантов.  

 

УДК 539.3(075.8) 

ББК 30.121 

 

 

ISBN 978-985-891-196-6                          © Старовойтов Э. И., 2025 

© Оформление. БелГУТ, 2025 

 



 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

 

1 Введение в сопротивление  материалов  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  7 

1.1 Основные понятия сопротивления материалов . . . . . . . . . . . . . . . . 7 

1.2 Гипотезы и допущения сопротивления материалов. . . . . . . . . . . . 10 

1.3 Внешние силы. Внутренние усилия в стержнях . . . . . . . . . . . . . . 13 

1.4 Напряжения в точке тела . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 

1.5 Перемещения и деформации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 

1.6 Опоры. Расчетная схема сооружения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 

1.7 Статически определимые и статически неопределимые системы . . 22 

1.8 Построение эпюр внутренних силовых факторов  . . . . . . . . . . . . . 24 

1.9 Примеры построения эпюр . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 

2 Растяжение и сжатие прямого бруса  .  . .  .  . . .  . . .  .  .  .  37 

2.1 Внутренние силы и напряжения  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 

2.2 Деформации  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 

2.3 Закон Гука при растяжении-сжатии  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 

2.4 Перемещения при растяжении-сжатии  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 

2.5 Дифференциальное соотношение при растяжении-сжатии  . . . . . . 41 

2.6 Потенциальная энергия деформации  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 

2.7 Напряжения на наклонных площадках  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 

2.8 Механические испытания материалов  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 

2.9 Диаграммы растяжения  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 

2.10 Упругие и пластические деформации  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 

2.11 Диаграммы сжатия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 

2.12 Механические характеристики материалов . . . . . . . . . . . . . . . . 58 

2.13 Инженерные методы расчета на прочность.  

Расчет по допускаемым напряжениям . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 

2.14 Расчет по допускаемым нагрузкам . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 

2.15 Расчет по предельным состояниям . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 

2.16 Расчеты стержней при растяжении-сжатии  . . . . . . . . . . . . . . . 65 

2.17 Влияние температуры и радиации на механические характерис-  

тики материалов  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 

2.18 Вязкоупругие свойства материалов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 

3 Сдвиг .  Кручение  .  .  .  .  . .  . . .  . . .  . . . .  .  .  . . .  . . .  . . .  75 

3.1 Чистый сдвиг  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 

3.2 Расчет соединений, работающих на сдвиг . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 

3.3 Кручение стержня круглого поперечного сечения  . . . . . . . . . . . . 79 

3.4 Связь касательных напряжений и крутящего момента . . . . . . . . . 81 

3.5 Перемещения. Потенциальная энергия деформации . . . . . . . . . . . 83 

3.6 Геометрические характеристики сечений при кручении . . . . . . . . 84 

3.7 Расчеты на прочность и жесткость при кручении  . . . . . . . . . . . . 85 

3.8 Кручение стержней некруглого поперечного сечения . . . . . . . . . . 86 

4 Геометрические  характеристики плоских сечений  . .  . 89 

4.1 Статические моменты и центр тяжести сечения . . . . . . . . . . . . . . 89 

4.2 Моменты инерции сечения  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 

4.3 Изменение моментов инерции при параллельном переносе осей 

координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 



4 Оглавление  
 

4.4 Изменение моментов инерции при повороте осей координат . . . . . 95 

4.5 Главные оси и главные моменты инерции . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 

4.6 Геометрические характеристики простейших фигур . . . . . . . . . . . 98 

5 Прямой изгиб   . . .  .  . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . .  . . .  . . .  . 103 

5.1 Внутренние усилия при изгибе  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 

5.2 Закон Гука при чистом изгибе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 

5.3 Нормальные напряжения при чистом изгибе . . . . . . . . . . . . . . . 108 

5.4 Потенциальная энергия деформации при чистом изгибе . . . . . . . 111 

5.5 Напряжения при поперечном изгибе  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 

5.6 Распределение напряжений по прямоугольному и двутавровому 

сечениям . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 

5.7 Касательные напряжения при изгибе тонкостенных стержней . . . 118 

5.8 Расчеты на прочность при изгибе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 

5.9 Расчет балок с учетом развития пластических деформаций . . . . . 123 

5.10 Дифференциальное уравнение упругой линии балки  . . . . . . . . 126 

5.11 Определение перемещений при изгибе  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 

5.12 Примеры расчета балок при прямом изгибе . . . . . . . . . . . . . . . 131 

5.13 Балка на упругом основании  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 

5.14 Изгиб бруса большой кривизны. Закон Гука  . . . . . . . . . . . . . . 141 

5.15 Нормальные напряжения в кривом брусе  . . . . . . . . . . . . . . . . 143 

5.16 Радиус кривизны нейтрального слоя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 

6 Сложное сопротивление   . .  . . .  . . . .  . . . .  . . .  . . .  . . 147 

6.1 Косой изгиб . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 

6.2 Изгиб с растяжением (сжатием) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 

6.3 Внецентренное растяжение (сжатие) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 

7 Напряженно-деформированное состояние в точке  

деформируемого тела . . .  . . .  . . .  . . .  . . . .  .  .  . . .  . . .  . 159 

7.1 Напряженное состояние в точке . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 

7.2 Напряжения на произвольной площадке . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 

7.3 Главные оси и главные значения тензора напряжений . . . . . . . . 162 

7.4 Вычисление главных значений тензора напряжений . . . . . . . . . 164 

7.5 Напряжения на октаэдрических площадках  . . . . . . . . . . . . . . . 166 

7.6 Плоское напряженное состояние  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 

7.7 Деформированное состояние в точке . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171 

7.8 Обобщенный закон Гука  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 

7.9 Объемная деформация  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 

7.10 Полная потенциальная энергия деформации  . . . . . . . . . . . . . . 175 

7.11 Потенциальные энергии изменения объема и формы  . . . . . . . . 176 

8 Теории прочности и разрушения  .  .  .  .  .  . .  . . .  . . .  . . 177 

8.1 Прочность при сложном напряженном состоянии  . . . . . . . . . . . 177 

8.2  Теория максимальных нормальных напряжений  

(первая теория прочности). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180 

8.3 Теория максимальных линейных деформаций (вторая теория 

прочности)  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181 

8.4 Теория максимальных касательных напряжений Треска –  

Сен-Венана (третья теория прочности)  . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 

 



Оглавление  5 
 

8.5 Энергетическая теория Хубера – Мизеса – Хенки  

(четвертая теория прочности). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 

8.6 Теория предельных состояний Мора (пятая теория прочности)  . . 185 

8.7 Теории разрушений  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 

8.8 Расчет пространственного бруса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 

8.9 Изгиб с кручением стержней круглого сечения  . . . . . . . . . . . . . 202 

9 Перемещения в стержневых системах   . . .  . . .  . . .  . . 209 

9.1 Потенциальная энергия стержневой системы . . . . . . . . . . . . . . . 209 

9.2 Теорема Кастилиано . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 

9.3 Интеграл Мора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214 

9.4 Техника вычисления интеграла Мора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217 

9.5 Теоремы о взаимности работ и перемещений . . . . . . . . . . . . . . . 221 

9.6 Статическая неопределимость  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 

9.7 Расчет статически неопределимых систем методом сил . . . . . . . . 225 

10 Устойчивость сжатых стержней  .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . 239 

10.1 Понятие об устойчивости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 

10.2 Задача Эйлера  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 

10.3 Зависимость критической силы от условий закрепления  

стержня . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 

10.4 Потеря устойчивости при напряжениях, превышающих предел 

пропорциональности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 

10.5 Практический метод расчета стержней на устойчивость  . . . . . . 248 

10.6 Продольно-поперечный изгиб . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 

10.7 Изгибающий момент при продольно-поперечном изгибе  . . . . . . 259 

10.8 Приближенный метод решения задач при продольно-поперечном  

изгибе  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259 

10.9 Допускаемая нагрузка при продольно-поперечном изгибе  . . . . . 261 

10.10 Энергетический метод определения критических нагрузок  . . . 262 

11 Расчеты при некоторых динамических нагрузках  . . . 265 

11.1 Удар  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265 

11.2 Удар по массивной упругой системе. Продольный удар . . . . . . . 267 

11.3 Свободные колебания систем с одной степенью свободы  . . . . . . 272 

11.4 Вынужденные колебания систем с одной степенью свободы . . . . 275 

11.5 Рассеяние энергии при колебаниях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 

11.6 Вынужденные колебания с учетом сопротивления среды . . . . . . 281 

11.7 Резонансные кривые . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 

11.8 Крутильные колебания вала с одной степенью свободы . . . . . . . 285 

12 Прочность  при циклических напряжениях  .  .  .  . . . .  287 

12.1 Усталость материалов. Характеристики циклов напряжений . . . 287 

12.2 Кривые усталости. Предел выносливости материалов . . . . . . . . 291 

12.3 Диаграмма предельных амплитуд . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293 

12.4 Концентрация напряжений  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 

12.5 Масштабный эффект. Коэффициент качества обработки  

поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297 

12.6 Коэффициент запаса при циклических нагружениях . . . . . . . . 299 

12.7 Понятие о малоцикловой усталости материалов . . . . . . . . . . . . 300 



6 Оглавление  
 

13 Контактные напряжения  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 

13.1 Общие сведения  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 

13.2 Сжатие шаров  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305 

13.3 Сжатие цилиндров  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306 

13.4 Общий случай контакта двух тел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 

13.5 Проверка прочности при контактном взаимодействии . . . . . . . . 310 

14 Тестовые задания  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313 

14.1 Введение в сопротивление материалов. Растяжение, сжатие  

и кручение стержней  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313 

14.2 Геометрические характеристики плоских сечений. Изгиб . . . . . 323 

14.3 Сложное сопротивление. Напряженное и деформированное 

состояния. Теории прочности и разрушения . . . . . . . . . . . . . . . . 334 

14.4 Перемещения в стержневых системах.  

Устойчивость сжатых стержней . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341 

14.5 Динамика. Циклические напряжения. Контактная задача  . . . . 347 

Приложение А. Основные буквенные обозначения   . . . . . 360 

Приложение Б. Справочные материалы . . . . . . . . . . . . . . . 362 

Приложение В . Сортамент прокатной стали   . . . . . . . . . . . 375 

Список литературы   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385 

Именной указатель  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387 

Предметный указатель   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388 

Contents  l i st   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394 

English annotation   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397 

 

ОТ  АВТОРА  
Содержание книги основано на лекционных курсах «Сопротивление 

материалов» и «Механика материалов», которые автор и его коллеги в 

течение ряда лет читали для студентов строительных и механических 

специальностей Белорусского государственного университета транс-

порта. Учебник в достаточной мере отражает и теоретический матери-

ал, и весь комплекс задач, соответствующих расчетно-графическим 

работам. Для закрепления знаний в процессе обучения разработаны и 
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1 

ВВЕДЕНИ Е  

В СОПРОТИ ВЛЕНИ Е  

МА ТЕРИ А ЛОВ 
 

 

 
Сопротивление материалов является одним из разделов механи-

ки деформируемого твердого тела. Это исключительно важная тех-

ническая дисциплина, необходимая для инженеров любой специ-

альности. Без фундаментальных знаний в этой области невозможно 

создать различного рода машины и механизмы, промышленные и 

гражданские сооружения, мосты, линии электропередач, антенны, 

ангары, корабли, самолеты, агрегаты атомных станций, ракетной и 

реактивной техники и др.  

 

1.1 Основные понятия сопротивления материалов 

С о п р о т и в л е н и е  м а т е р и а л о в  – это инженерная наука 

о методах расчета наиболее распространенных элементов конструк-

ций на прочность, жесткость и устойчивость при одновременном 

удовлетворении требований надежности и экономичности.  

Прочность – способность материала или конструкции воспри-

нимать внешние воздействия (нагрузки, температурные перепады, 

просадки грунтов и т. п.), не разрушаясь и не претерпевая беспре-

пятственного деформирования. 

Жесткость – способность конструктивных элементов деформи-

роваться при внешнем воздействии без существенного изменения 

геометрических размеров.  

Устойчивость – способность элементов конструкций сохранять 

под нагрузкой первоначальные форму и положение равновесия. 

Надежной считается конструкция, которая сохраняет свою экс-

плуатационную способность (прочность, жесткость, устойчивость) в 

течение заранее предусмотренного промежутка времени.  

Сопротивление материалов позволяет установить в каждом кон-

кретном случае оптимальные размеры элементов, при которых 

надежность обеспечивается без лишних запасов, удовлетворяя эко-

номическую сторону проблемы.  

Основной задачей сопротивления материалов является создание 

практически удобных простых приемов расчета типичных, наиболее 

часто встречающихся элементов конструкций – стержней. Эта зада-

ча решается с использованием теоретических гипотез и экспери-
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ментальных данных, имеющих одинаково большое значение. Ши-

роко используются различные приближенные методы и результаты, 

полученные более строгими методами теории упругости.  

Связь с другими науками. В теоретической части сопротивле-

ние материалов базируется на математике и теоретической ме-

ханике, в экспериментальной – на физике и материаловедении.  

Теоретическая механика изучает равновесие и движение абсо-

лютно твердых тел.  Поэтому постановка вопроса о расчете на 

прочность в ее рамках лишена смысла: в самой терминологии за-

ложена идея неразрушимости и отсутствия каких бы то ни было 

деформаций. Так как все твердые тела в той или иной степени де-

формируемы, сопротивление материалов можно рассматривать как 

следующий шаг после теоретической механики на пути приближе-

ния к расчету реальных конструкций и сооружений. 

Поведение деформируемых твердых тел под нагрузкой изучает-

ся математической теорией упругости, теорией пластичности, 

теорией вязкоупругости, но с других позиций и в более строгой 

математической постановке. Результаты, полученные этими наука-

ми, в сопротивлении материалов используются для дальнейших 

теоретических и практических исследований, при принятии упро-

щающих гипотез.  

Расчетный аппарат сопротивления материалов широко исполь-

зуется в курсах статики сооружений и специальных дисциплинах, 

связанных с проектированием деталей машин, строительных 

конструкций, мостов и дорог. Эта наука позволяет правильно по-

нимать работу сооружения в реальных условиях. Библиография по 

ней обширна, здесь указаны лишь книги [1–34], использованные 

автором в процессе работы над рукописью.  

Развитие сопротивления материалов как науки. Наиболее 

ранние из опытов по изучению прочностных свойств материалов 

были поставлены Леонардо да Винчи
1)

, однако его работы не были 

опубликованы и остались для его современников неизвестными.  

Начало исследований сопротивления твердых тел разрушению 

связывают обычно с именем знаменитого итальянского ученого Га-

лилео Галилея
2)

, который в 1638 г. предложил решения некоторых 

важных задач динамики. Хотя он и не владел законом, связываю-

щим перемещения и силы, но его работы указали путь, по которо-

му пошли исследователи в дальнейшем.  

                                                           
1)
 Леонардо да Винчи (Leonardo da Vinci) (1452–1519) – великий итальян-

ский живописец, скульптор, архитектор, ученый, инженер, изобретатель.  
2)
 Галилей Галилео (Galileo Galilei) (1564–1642)

 
– итальянский физик, ма-

тематик и астроном, один из основателей современной механики, выдвинул 

идею об относительности движения, установил законы инерции, первым ис-

следовал прочность балок. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%98%D0%B7%D0%BE%D0%B1%D1%80%D0%B5%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BB%D1%8C
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Открытие закона Гука
1)

 в 1660 г. и вывод общих уравнений На-

вье
2)

 в 1821 г. – важные вехи в дальнейшем развитии сопротивле-

ния материалов. Закон Гука дал необходимое обоснование теории. 

Общие уравнения позволили свести к математическим вычислени-

ям проблемы, относящиеся к малым деформациям упругих тел.  

Развитию науки о сопротивлении материалов в XVIII веке спо-

собствовали успехи высшей математики и механики, особенно 

большое значение имели работы Эйлера
3)

, посвященные в основном 

упругой линии и колебаниям тонких брусьев. 

Бурный рост промышленности в XIX веке, внедрение паровых 

машин, строительство железных дорог, мостов, каналов, больших 

судов и крупных зданий вызвали быстрое развитие науки о прочно-

сти. В России важные исследования в этой области провели Д. И.
 

Журавский, Н. Е. Жуковский, М. Е. Головин, Ф. С. Ясинский, 

В. А. Кирпичев, И. Г. Бубнов. Во второй половине XIX века лабо-

ратория по изучению механических свойств материалов, созданная 

П. И.
 

Собко и Н. А.
 

Белелюбским в Петербургском институте инже-

неров путей сообщения, являлась одной из лучших в Европе.  

В ХХ веке большой вклад в науку о прочности внесли Н. М. Бе-

ляев, В. В. Болотин, В. З.
 

Власов, Б. Г.
 

Галеркин, А. Г. Горшков, 

Э. И. Григолюк, А. В. Дарков, А. А. Ильюшин, А. Ю. Ишлинский, 

А. Н. Крылов, В. В. Москвитин, Н. И. Мусхелишвили, В. В. Ново-

жилов, П. Ф. Папкович, Б. Е. Победря, Ю. Н. Работнов, Х. А. Рах-

матуллин, Л. И. Седов, С. В. Серенсен, В. В. Соколовский, 

В. И. Соколовский, С. П. Тимошенко, В. И. Феодосьев и др.   

Методы расчета в сопротивлении материалов не остаются посто-

янными. Они изменяются вместе с возникновением новых задач и 

новых требований практики. При их применении успех определяет 

не столько сложный математический аппарат, сколько умение вни-

кать в существо исследуемой проблемы, нахождение наиболее удач-

ного упрощающего предположения и доведение расчета до конкрет-

ного числового результата. 

                                                           
1)
 Гук Роберт (R. Hook) (1635–1703) – английский разносторонний ученый 

и экспериментатор. С работами Гука в области теории упругости связано его 

замечательное изобретение – замена в хронометрах маятника, использующего 

силу тяжести, спиральной пружиной. Он открыл свой закон в 1660 г., но 

забота о правах патента на изобретение задержала опубликование до 1676 г. 

Независимо от Гука закон был сформулирован в 1680 г. Е. Мариоттом 

(E. Mariotte) (1620–1684). 
2)
 Навье Луи Мари Анри (L. Navier) (1785–1836) – французский матема-

тик и механик, основоположник теории упругости. Впервые ввел понятие 

напряжения. Издал первый курс сопротивления материалов (1826). 
3)
 Эйлер Леонард (L. Euler) (1707–1783) – род. в Швейцарии, внес фунда-

ментальный вклад в развитие математики, механики, физики и астрономии, в 

1731–1766 гг. работал в России, член Петербургской академии наук, автор бо-

лее чем 850 работ,
 
включая два десятка фундаментальных монографий. 
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1.2 Гипотезы и допущения сопротивления материалов 
 

Расчет конструкций и их элементов с учетом всего многообра-

зия физико-механических свойств реальных материалов является 

или теоретически невозможным, или практически неприемлемым 

по своей сложности. Поэтому, отказываясь от принятой в теорети-

ческой механике модели абсолютно твердого тела, в сопротивле-

нии материалов приходится вводить свою модель идеализированно-

го деформируемого тела.  

Для этого необходимо принять ряд гипотез и допущений отно-

сительно свойств материала, нагрузок и характера деформаций.  

1  Гипотеза  спл ошно сти  и  о дно р о дно сти : материал 

представляет собой однородную сплошную среду; свойства материа-

ла во всех точках тела одинаковы и не зависят от размеров тела.  

Сплошная среда – это такая среда, которая непрерывно (без пу-

стот) заполняет отведенный ей объем. Свойство непрерывности поз-

воляет использовать в расчетах методы анализа бесконечно малых 

величин (дифференциальное и интегральное исчисление). 

Предположение об однородности позволяет отвлечься от струк-

турных особенностей материала и считать, что любой объем, выде-

ленный из тела (конструкции), воспринимает часть общей нагруз-

ки, приходящейся на все тело. Это обеспечивает единообразный 

подход к различным по микроструктуре телам и позволяет изучать 

механические свойства элементов конструкций на образцах сравни-

тельно малых размеров. 

У основных конструкционных материалов – металлов – степень 

однородности весьма высока. Другие материалы, например, бетон, 

композитные материалы, дерево, обладают меньшей степенью одно-

родности. Но размеры элементов, выполненных из этих материалов, 

велики по сравнению с размерами зерен или волокон, составляю-

щих их структуру. В большинстве случаев расчеты, основанные на 

гипотезе сплошности и однородности, дают хорошие результаты.  

2  Гип оте з а  о б  и з отропн о сти  матери ала : физико-

механические свойства материала одинаковы по всем направлениям.  

Если из изотропного материала выделить куб, его свойства не 

будут зависеть от того, как именно был ориентирован этот куб по 

отношению ко всему остальному материалу. Хотя кристаллы, из 

которых состоят металлы, анизотропны, их хаотическое располо-

жение дает возможность считать макрообъемы металлов изотроп-

ными. В некоторых случаях эта гипотеза неприменима. Например, 

к анизотропным материалам относятся древесина, армированные 

материалы и волокнистые полимеры, свойства которых существен-

но различны при работе вдоль и поперек волокон.  
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3  Гипотеза  о б  и д еал ьной  упр у г о сти  м атериала : 

тело способно восстанавливать свою первоначальную форму и раз-

меры после устранения причин, вызвавших его деформацию (сня-

тия нагрузки, температурных, электромагнитных и других полей).  

Деформации, полностью исчезающие после снятия нагрузки, 

называются упругими в отличие от пластических, или остаточ-

ных, которые не исчезают при разгрузке.  

В большинстве задач сопротивления материалов среда условно 

считается абсолютно упругой. В действительности же реальные тела 

пусть в малой степени, но обнаруживают отступление от идеальной 

упругости. При больших нагрузках отступление становится столь 

существенным, что сплошная среда должна наделяться свойствами 

упругопластического материала. 

Гипотеза об идеальной упругости позволяет не учитывать малые 

остаточные деформации, неизбежно присутствующие в реальных 

материалах.  

4  Гипотеза  ( д опущение)  о  мал о сти  д еформаций : 

деформации в точках тела считаются настолько малыми, что не 

оказывают существенного влияния на взаимное расположение 

нагрузок, приложенных к телу.  

Эта гипотеза позволяет вести расчеты по недеформированной 

схеме, т. е. при составлении уравнений равновесия конструкцию 

рассматривают как недеформируемое тело, имеющее после нагру-

жения те же геометрические размеры, что и до нагружения. Такой 

подход позволяет пренебречь изменениями в расположении внеш-

них сил при деформировании реального тела. Малые относительные 

деформации рассматриваются как бесконечно малые величины.  

5  Допущение  о  справ едлив о сти  з акона  Гука : пе-

ремещения точек конструкции в упругой стадии работы материала 

прямо пропорциональны силам, вызывающим эти перемещения.  

Системы, подчиняющиеся такой закономерности, называются 

линейно деформируемыми. Для них будет справедливым следую-

щий принцип. 

6  Принцип  н е з ави симо сти  д ей ствия  сил  (суперпо-

зиции): результат воздействия нескольких внешних факторов равен 

сумме результатов воздействия каждого из них, прикладываемого в 

отдельности, и не зависит от последовательности их приложения. 

Этот принцип позволяет сложную задачу разбивать на ряд про-

стых, решать их, а затем полученные результаты суммировать. Он 

является основным при решении подавляющего большинства задач 

сопротивления материалов, но в отдельных случаях, если несправед-

ливо хотя бы одно из трех предыдущих допущений, он неприменим. 
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7  Гипотеза  пл о ских  с е ч ений  (гипотеза Бернулли
1)
): по-

перечные сечения, плоские и нормальные 
 

к оси
 

стержня до  

m m

 
Рисунок 1.1 

приложения к нему нагрузки, остаются 

плоскими и нормальными к его оси после 

деформации (рисунок 1.1). 

Использование этой гипотезы позво-

ляет существенно упростить математиче-

скую сторону решаемых задач.  

8  Принцип  Сен -В енана
2)

:
 

в
 

сечениях,
 

достаточно удален-

ных от мест приложения нагрузки, деформация тела не зависит от 

конкретного способа нагружения и определяется только статиче-

ским эквивалентом нагрузки.  

Если внешние силы приложены к 

торцу бруса и к тому же равномерно 

распределены по его площади (рису-

нок 1.2, а), гипотеза плоских сечений 

выполняется строго. Если к концу 

стержня приложены сосредоточенные 

силы (рисунок 1.2, б), то сечения пе-

рестают быть плоскими (депланиру-

ют). Однако многочисленные опыты и 

теоретические исследования показы-

вают, что на сравнительно небольшом 

удалении от торца (порядка высоты 

сечения стержня) сечения остаются 

плоскими. 

F

F

F

а)

б)

 

Рисунок 1.2 

Этот принцип во многих случаях позволяет существенно упро-

щать граничные условия задачи, заменяя реальную нагрузку ее 

статическим эквивалентом (равнодействующей системой сил).   

Принятые гипотезы и допущения позволяют избегать математи-

ческих сложностей при выполнении ряда инженерных расчетов. 

Они являются в сопротивлении материалов основополагающими, но 

не исчерпывают всевозможных приемов идеализации свойств мате-

риала и характера деформирования изучаемых объектов. В даль-

нейшем при рассмотрении конкретных теоретических вопросов бу-

дут вводиться и другие упрощения, позволяющие доводить инже-

нерный расчет до числа.  

                                                           
1)
 Бернулли Якоб-старший (J. Bernoulli) (1654–1705) – швейцарский ма-

тематик, принадлежавший к талантливой семье, которая дала науке не-

сколько выдающихся ученых. Иностранный почетный член Петербургской 

академии наук. (Родоначальник семьи был выходцем из Голландии). 
2)
 Барре де Сен-Венан Адемар Жан Клод (B. Saint-Venant) (1797–1886) – 

французский ученый в области механики. Заложил основы теории пластич-

ности. Принцип сформулировал в 1855 г. 
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1.3 Внешние силы. Внутренние усилия в стержнях  
 

Под  стержнем   понимается тело, длина которого много 

больше его поперечных размеров. Осевая линия стержня является 

геометрическим местом центров тяжести поперечных сечений. Мно-

гие сложные конструкции составлены из стержней.  

Стержень, работающий на изгиб, часто называют  б р у с ом  или 

б алкой . С точки зрения расчетов на прочность балкой является не 

только строительный элемент, но и вал, болт, ось железнодорожно-

го вагона, зуб шестерни и т. д. В сопротивлении материалов рас-

сматриваются только стержневые системы. 

Внешние силы. Для характеристики взаимодействия стержня 

с окружающими телами вводятся внешние силы. Все внешние си-

ловые воздействия будем называть  н а г р у з к а м и .  

По способу приложения нагрузки могут быть объемными и по-

верхностными. Объ емные  силы  непрерывно распределены по 

всему объему тела и приложены к каждой его частице. К ним, 

например, относятся силы веса (гравитационные силы), инерции, 

электромагнитного притяжения.  

Поверхно стные  на г р у зки  (силы) приложены к участкам 

поверхности и характеризуют контактное взаимодействие с други-

ми телами
 

(твердыми,
 

жидкими
 

или
 

газообразными).
 

К ним
 

относят-

ся: давление жидкости или газа на стенки сосуда, снеговая или 

ветровая нагрузка и т. п. Поверхностные нагрузки могут быть со-

средоточенными (приложенными в точке) и распределенными по 

длине (погонные силы) или по площади.  

Следует заметить, что погонные и сосредоточенные силы реаль-

но не существуют. Они представляют собой статический эквивалент 

нагрузок, распределенных по вытянутой или малой площади, объему.  

По характеру изменения в процессе приложения различают 

нагрузки статические, динамические и повторно-переменные.  

Статиче ски е  на г р у зки  не изменяются со временем или 

меняются настолько медленно, что вызываемые ими ускорения и 

силы инерции пренебрежимо малы (например, снеговая нагрузка).  

Динамич е ски е  на г р у зки  изменяют свое значение, поло-

жение или направление в короткие промежутки времени, вызывая 

большие ускорения и силы инерции. Динамическое воздействие 

более опасно, чем статическое, и неучет его характера действия 

может привести к катастрофическим последствиям. 

Работа внешних сил, действующих на твердое тело, преобразу-

ется в потенциальную и кинетическую энергию. При статическом 

нагружении кинетическая энергия пренебрежимо мала. При дина-

мическом воздействии кинетическая энергия системы соизмерима с 

потенциальной.  
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Повторно - п е р ем енные  на г р у зки   многократно (до не-

скольких миллионов раз) изменяют со временем свое значение или 

значение и знак. Разрушение материала под действием таких 

нагрузок называется усталостным (например, разрушение куска 

проволоки от многократного перегибания).  
По продолжительности действия различают постоянные и 

временные нагрузки. Постоянные  на г р у зки  действуют 

непрерывно в течение всего срока службы сооружения, не меняя ни 

величины, ни направления (например, собственный вес). Вр емен -

ные  на г р у зки  действуют на протяжении отдельных периодов 

эксплуатации объекта (нагрузки от оборудования, температурные, 

монтажные воздействия и т. д.).  

Внутренние силы. При отсутствии внешних воздействий связ-

ность тела обусловлена силами взаимодействия атомов. Внешние 

силы стремятся вызвать деформирование тела путем изменения 

межатомных расстояний, взаимного расположения атомов и сил их 

взаимодействия. Однако если бы механика деформируемого твердо-

го тела пыталась изучать силы, действующие на каждый атом в 

отдельности, пользоваться ее аппаратом было бы весьма сложно.  

Поэтому сопротивление материалов рассматривает поведение 

макрообъемов материала, которые позволяют считать материал 

сплошным и однородным (см. подразд. 1.2). Сплошное однородное 

тело не имеет в своем составе взаимодействующих частиц, его це-

лостность обеспечивают внутренние связи. Из теоретической меха-

ники известна ак си ома  с вя з ей : равновесие тела сохранится, 

если действие связей, закрепляющих тело в пространстве, заменить 

их реакциями.  

Пусть на тело (стержень) действует система взаимно уравнове-

шенных внешних сил (рисунок 1.3, а). Применяя аксиому связей к 

деформируемому телу, можно мысленно рассечь его произвольной 

плоскостью, отделить одну часть от другой и взамен нарушенных 

связей приложить к каждой части силы, равные усилиям связей 

(рисунок 1.3, б). Такие силы называются внутр енними . Они 

непрерывно распределяются по образовавшемуся сечению вслед-

ствие допущения о сплошности материала. 

Внутренние силы в стержне определяют метод ом  с е ч ений : 

 мысленно
 
рассекают

 

стержень
 

в
 

интересующем
 

месте
 

плоско-

стью;  

 отбрасывают одну из образовавшихся частей, в результате чего 

нарушается равновесие оставшейся части;  

 заменяют действие отброшенной части на оставшуюся внутрен-

ними усилиями;  

 составляют уравнения равновесия всех сил, приложенных к 

оставшейся части.  



1.3 Внешние силы. Внутренние усилия в стержнях 15 

 

При этом имеют в виду, что внутренние силы могут быть при-

ведены к центру тяжести сечения С и заменены главным вектором 

R  и главным моментом M  (рисунок 1.3, в).  

Полученные статические эквивален-

ты внутренних сил в сечении расклады-

ваются в декартовой системе координат 

следующим образом (рисунок 1.3, г): 

R = {Qx, Qy, N};  M = {Mx, My, Mz}. 

Здесь ось z перпендикулярна попе-

речному сечению, т. е. совпадает с осью 

стержня; оси x, y лежат в плоскости 

поперечного сечения.  

Компоненты внутренних усилий но-

сят следующие названия:  

N – продольная сила;  

Qx, Qy – поперечные силы;  

Mz – крутящий момент;  

Mx, My – изгибающие моменты.  

В зависимости от наличия тех или 

иных внутренних факторов в попереч-

ных сечениях судят о виде деформации. 
Возможны следующие простые виды 

деформирования стержней: 

 только N  0 – центральное растя-

жение (сжатие); 

 только Mz  0 – кручение; 

 только Mх  0 (или My  0) – прямой 

чистый изгиб;  

 только Mх  0 и Qy  0 (или My  0 

и Qх  0) – поперечный изгиб. 

Выделяют также сложные виды де-

формирования стержней: 

 Mx  0 и My  0 – косой изгиб; 

 N  0, Mx  0, My  0 (один из Mx, 

My может отсутствовать) – изгиб с 

растяжением (сжатием); 

Q

Q
x

z

M

M

N

M

y

y

y

x

x

zÑ
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M

Ñ
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г)

 

Рисунок 1.3 

 Mx  0, My  0, Mz  0 (один из Mx, My может
 

отсутствовать)
 

–
  

изгиб с кручением. 

Таким образом, разложение главного вектора и главного момен-

та на составляющие имеет не формальный, а четко выраженный 

физический смысл. Применение метода сечений для определения 

внутренних усилий проиллюстрировано на примерах в подразд. 1.9. 
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1.4 Напряжения в точке тела 

Определение внутренних сил в сечениях элемента конструкции 

необходимо для оценки его прочности. Однако сосредоточенные 

усилия, найденные методом сечений, являются лишь равнодей-

ствующими внутренних сил, которые распределены по рассматри-

ваемому сечению. Чтобы судить о прочности, необходимо знать 

наибольшие силы, возникающие в отдельных точках сечения. 

Понятие о напряжениях. Выделим вокруг произвольной точ-

ки сечения A площадку А (рисунок 1.4, а), а равнодействующую 

внутренних сил на этой площадке обозначим .R  Отношение  



 pó

x

A

A

R

x

z

y

Ñ

x

z

y

Ñ

а)

б)


A

A

 

Рисунок 1.4 

АRpm  /  

представляет собой среднее напряже-

ние на указанной площадке. При 

уменьшении размеров площадки (стя-

гивании ее в данную точку) в пределе 

получается напряжение в точке рас-

сматриваемого сечения 

А

R
p

А 



 0

lim . 

Вектор p  называют полным  

напряжением  в рассматриваемой 

точке сечения. Эта величина является 

мерой интенсивности внутренних сил.  

В Международной системе единиц 

(СИ) для измерения напряжений при-

нимается паскал ь ; 1 Па = 1 Н/м
2

. 

Однако эта единица мала, и в практи-

ческих расчетах используют мегапас-

каль (1 МПа = 10
6

 Па). 

Через любую точку тела можно провести бесчисленное множе-

ство различно ориентированных в пространстве сечений (площа-

док). Возникающие на них напряжения также различны. Таким 

образом, если для силы достаточно указать ее значение, направле-

ние и точку приложения, то для напряжения необходимо еще ука-

зать и положение площадки, на которой оно определяется.  

Нормальные и касательные напряжения. Вектор напряже-

ния p  можно разложить по введенным ранее осям координат на 

нормальное напряжение , перпендикулярное к сечению, и два ка-

сательных напряжения x, y, лежащих в плоскости сечения (ри-

сунок 1.4, б):  

  ,,
yx

p . 
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Экспериментальными
 

исследованиями установлено, что нор-

мальные и касательные напряжения влияют на прочность материа-

ла по-разному. Нормальные напряжения препятствуют отрыву од-

ной части элемента от другой или их взаимному прижатию. Каса-

тельные напряжения препятствуют взаимному сдвигу. Поэтому в 

дальнейшем необходимо всегда раздельно рассматривать составля-

ющие вектора напряжений.  

Совокупность всех напряжений, которые действуют по различ-

ным площадкам, проходящим через рассматриваемую точку, обра-

зуют напряженно е  с о стояние  в этой точке. Оно, как будет 

показано в разд.
 

7, определяется шестью компонентами и является 

одним из наиболее важных понятий в сопротивлении материалов.   

Связь напряжений с внутренними усилиями. Введенные 

ранее внутренние силы и моменты являются статическим эквива-

лентом напряжений, действующих по всему сечению. Их связь мы 

получим, суммируя по всей  площади  сечения  элементарные  силы   

(dА, xdА, ydА) или вычисляя 

моменты этих сил относительно осей 

координат (рисунок 1.5): 


A

dAN  ; 

 
A

xx
dAQ ;   

A

yy
dAQ ;   


A

x
dAyM ;  

A

y
dAxM ; 

 
A

xyz
dAyxM )-( .    (1.1) 

z

M

N

z

Ñ



ó
x

x

y



Q

M

My

x

x

Q
y

x

y

A

A

 

Рисунок 1.5 

Выражения (1.1) для практических расчетов непосредственно 

использовать нельзя, т. к. закон распределения напряжений по се-

чению неизвестен. Если
 

закон распределения  и  по сечению 

установлен, то по формулам (1.1) можно найти и сами напряжения. 

 

1.5 Перемещения и деформации 

Ни один из существующих в природе материалов не является 

абсолютно твердым. Под действием внешних сил все тела в боль-

шей или меньшей мере меняют свою форму (деформируются). Точ-

ки тела меняют свое положение в пространстве.  

Перемещения. Вектор, исходящий из начального положения 

произвольной точки тела в недеформированном состоянии и окан-

чивающийся в новом положении этой точки после деформации те-

ла, называется в е к т о р о м  п о л н о г о  п е р е м е щ е н и я  точки. 
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Рисунок 1.6 

Его проекции на оси координат x , y, z 

носят название перемещений по осям. 

На рисунке 1.6 они обозначены u , v, w.  

Как правило, в сопротивлении мате-

риалов изучаются кинематически (гео-

метрически) неизменяемые системы, 

т. е. не допускающие перемещение тела 

в пространстве как жесткого целого.  

В этом случае u , v и w для большинства 

рассматриваемых систем являются ма-

лыми по сравнению с геометрическими 

размерами тела. 

Деформации. Для того, чтобы характеризовать интенсивность 

изменения формы и размеров, рассмотрим точки А и В недеформи-

рованного тела, расположенные друг от друга на малом расстоянии 

s  (рисунок 1.7). Пусть в результате изменения формы тела отрезок 

АВ занял положение А В , и его длина изменилась на s.  

Отношение приращения длины отрезка 

s к его начальной длине s назовем 

с р е дним  отно сител ьным  удли -

н ени ем  на отрезке s: 

s

s
m


 . 

Уменьшая отрезок, в пределе получим 

.
s

s

s
AB




0

lim  

B'

B

D

A

s

s+

s

C
O

A'

D'
C'

O'

 

Рисунок 1.7 

Величина AB называется линейной  д еформацией  в точке 

А по направлению отрезка АВ. Деформации в направлении коор-

динатных осей обозначаются x, y, z. Они являются безразмерны-

ми величинами, иногда их измеряют в процентах по отношению к 

первоначальной длине элементарного отрезка. Для конструкцион-

ных материалов упругие деформации материала лежат в пределах 

долей процента. 

Кроме линейной, вводится понятие угловой деформации. Для 

этого рассмотрим
  

прямой угол COD в недеформированном теле 

(см. рисунок 1.7). После приложения нагрузки этот угол изменится 

и займет положение C O D . Предел разности углов   

0
0

lim ( )COD
OC
OD

COD C O D



      

называется у гл о в ой  д еформацией ,  или у гл ом  с д ви га ,  в 

точке O в плоскости COD. В координатных плоскостях углы сдви-

га обозначаются через xy, yz, zx.  
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Совокупность линейных деформаций по различным направлени-

ям и угловых деформаций в различных плоскостях для одной точ-

ки характеризуют д еф о рми р о в анн о е  с о ст ояни е  в точке тела. 

Оно определяется шестью независимыми величинами (см. разд. 7).  

 

1.6 Опоры. Расчетная схема сооружения 

Характеристики опорных связей. Устройство, соединяющее 

брус или стержневую систему с основанием и налагающее ограни-

чения на его перемещения, называется о п о р о й . Все встречающие-

ся в практике опоры представляют собой пространственные кон-

струкции. В случаях, когда система является плоской, составляю-

щие опорных реакций лежат в этой же плоскости.  

Рассмотрим основные типы моделей опор, используемые для 

прикрепления плоских сооружений к основанию. 

Шарнирно - п о д вижная  опо ра  показана на рисунке 1.8. 

Силами трения на поверхностях цилиндрического шарнира и кат-

ков обычно пренебрегают. Расчетные схемы такой опоры приведены 

внизу рисунка. Реактивная сила R направлена вдоль оси опорного 

стерженька или перпендикулярно к опорной плоскости. 

Шарнирно - н епод вижная  опо ра  (рисунок 1.9) отличается 

от подвижной тем, что нижний балансир жестко скреплен с основа-

нием. Ее расчетная схема обычно принимается в виде двух непа-

раллельных опорных стержней. Точка пересечения осевых линий 

этих стержней образует фиктивный шарнир, поэтому при выборе 

расчетной схемы можно изображать шарнир. В этой опоре может 

возникать реактивная сила R любого направления, проходящая че-

рез центр шарнира. Ее можно разложить на две составляющие X и 

Y по заданным направлениям.  

Êàòêè

R R

R

         

Y

X

Y

X

Y

X

R

Y

X

 

Рисунок 1.8 Рисунок 1.9 
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Жесткая  з ад елка  (защемляющая неподвижная опора) вы-

полняется путем плотного защемления опорной части конструкции 

(рисунок 1.10). Расчетная схема опоры может быть представлена 

тремя стержнями. Для того, чтобы заделку можно было считать 

абсолютно жесткой, расстояние а должно быть очень малым, или 

брус на участке длиной а надо рассматривать как бесконечно жест-

кий. В жесткой заделке может возникать реактивная сила произ-

вольного направления, проходящая через любую точку. Эту силу 

можно разложить на три составляющие: две силы X и Y по задан-

ным направлениям и момент M.  

Скол ь з ящая  з ад елка  (защемляющая подвижная опора) 

показана на рисунке 1.11. Расчетная схема обычно выбирается в 

виде двух параллельных стержней. Опорная реакция R вертикаль-

на, точка ее приложения в общем случае неизвестна. При расчетах 

реакцию заменяют сосредоточенной силой Y и моментом M.  

Отметим, что число стержней в схематическом изображении 

любой опоры всегда равняется числу параметров (связей), опреде-

ляющих полную реакцию этой опоры.  

Все рассмотренные выше опорные устройства содержат только 

жесткие опорные связи. 

Y

X

R

Ì

Y

X

Ì

a
       

Y R

Ì

Y
Ì

a
 

Рисунок 1.10 Рисунок 1.11 

Упру г о - п о датливые  (упругие) опо ры  включают опорные 

связи, допускающие перемещения по направлению этих связей. Их 

обычно изображают в виде пружин (рисунок 1.12). Примеры подоб-

ных опор: длинные колонны, на которые опирается неразрезная 

балка; понтоны, служащие опорами наплавного моста. Реакция R 

направлена вдоль опорной связи.  

R



 

Рисунок 1.12 

В сопротивлении материалов принимается, что 

опорная реакция R и вертикальное перемещение 

опоры  пропорциональны:  

R = K (или  = сR), 

где K – коэффициент жесткости опоры, Н/м; 

      с – коэффициент податливости опоры, м/Н.  

Понятие о расчетной схеме. Расчет реального элемента со-

оружения с точным учетом всех особенностей является сложной и 
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практически неразрешимой задачей. Сопротивление материалов 

изучает лишь его прочностные и деформационные свойства. Для 

этого бывает достаточно рассмотреть упрощенную схему элемента, с 

некоторой точностью отражающую ее действительную работу.  

Расч етная  сх ема  – упрощенное изображение элемента и 

его опор или всей конструкции, учитывающее только основные 

факторы, определяющие их поведение под нагрузкой.  

При составлении расчетной схемы сооружения используются 

следующие принципы: 

 стержни заменяются осевыми линиями (рисунок 1.13);  

 нагрузки с поверхности стержней переносятся на оси, при этом 

силовая плоскость будет совпадать с плоскостью рисунка; 

 реальные опорные устройства и связи между элементами заме-

няются их моделями (см. рисунки 1.8–1.12);  

 поперечные сечения стержней независимо от их формы харак-

теризуются численными значениями площадей и моментов 

инерции (см. разд. 4). 
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Рисунок 1.13 

Расчетные схемы балок. Балки характеризуются тем, что в 

горизонтальных системах при действии вертикальной нагрузки в 

опорах возникают только вертикальные реакции.  

Балка, показанная на рисун-

ке 1.14, а, называется пр о стой , 

однопролетной или двухопорной, 

а расстояние l между опорами – 

длиной  пр ол ета .  

Конс ол ью  называется бал-

ка, защемленная одним концом и 

не имеющая других опор, или 

часть балки, свешивающаяся за 

опоры. Балки, имеющие свеши-

вающиеся части, называются 

консольными  (рисунок 1.14, б). 
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Рисунок 1.14 
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Стержневые системы. Под стержнев ой  си стемой  в ши-

роком смысле слова понимается всякая конструкция, состоящая из 

стержней.  

Фермой  называется стержневая система, состоящая из прямых 

стержней, соединенных шарнирами. Если внешняя нагрузка при-

ложена в узлах, элементы фермы работают на центральное растя-

жение-сжатие. 

Рама  – стержневая система с жестким соединением прямоли-

нейных элементов во всех или некоторых узлах. Стержни рамы ра-

ботают на изгиб с растяжением (сжатием) или кручение. Верти-

кально расположенные стержни рамы принято называть стойками, 

горизонтальные – ригелями. Жесткость узлов устраняет возмож-

ность взаимного поворота скрепленных стержней.  

У плоской стержневой системы оси всех составляющих элемен-

тов, а также все внешние силы, включая и реакции опор, располо-

жены в одной плоскости. Эта плоскость называется силовой. 

 

1.7 Статически определимые  
и статически неопределимые системы 

Статическая определимость. Как известно из курса теорети-

ческой механики, для плоской системы сил можно составить три 

независимых уравнения равновесия: либо два уравнения проекций 

сил на координатные оси и одно уравнение моментов сил относи-

тельно произвольной точки, либо одно уравнение проекций сил и 

два уравнения моментов относительно двух произвольных центров.  

Статиче ски  опр ед елимыми  называются такие системы, 

для которых все реакции связей и внутренние силы можно опреде-

лить из статических уравнений равновесия. Очевидно, что балки, 

изображенные на рисунках 1.13, 1.14, статически определимы. 

На рисунке 1.15, а изображена статически определимая кон-

соль. В заделке возникают три реакции, для определения которых 

можно составить три независимых уравнения равновесия.  

Балки на рисунке 1.15, б, в являются статически неопредели-

мыми. Поставив в сечениях Е и F шарниры (рисунок 1.15, г), полу-

чим статически определимую балку, так как каждый промежуточ-

ный шарнир к трем уравнениям статики прибавляет одно дополни-

тельное уравнение равенства нулю суммы моментов всех сил, рас-

положенных по одну сторону от него.  

Статиче ски  н е опр ед елимыми  называются системы, у 

которых для вычисления всех реакций связей и внутренних усилий 

уравнений статики недостаточно. Под n раз статически неопреде-

лимой системой понимается такая, в которой число связей превы-

шает число независимых уравнений статики на n единиц.  
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Для расчета статически неопределимых систем необходимо со-

ставить дополнительные n уравнений исходя из особенностей гео-

метрических связей, наложенных на систему и условно называемых 

уравнениями совместности перемещений.  

Примеры расчета статически неопределимых стержневых си-

стем на растяжение и сжатие приведены в разд. 2. 

A

BA

CA

A

D

E F C D

3 реакции,

3 уравнения

6 реакций,

3 уравнения

5 реакций,

3 уравнения

5 реакций,

5 уравнений

n = 5   3 = 2

n = 5   5 = 0

n = 3   3 = 0

n = 6   3 = 3

а)

б)

в)

г)

 

Рисунок 1.15 

Свойства систем. Отметим основные свойства статически 

определимых систем: 

 все реакции связей и внутренние усилия можно определить из 

уравнений статики; 

 усилия в элементах не зависят от размеров поперечных сечений 

элементов и свойств материала; 

 каждой конкретной нагрузке соответствуют конечные и вполне 

определенные значения внутренних усилий (свойство един-

ственности решения). 

Статически неопределимые системы обладают следующими 

основными свойствами: 

 для определения реакций связей и внутренних усилий, кроме 

уравнений статики, необходимо использовать уравнения сов-

местности перемещений; 

 внутренние усилия зависят не только от внешних сил, но и от 

соотношений размеров поперечных сечений и характеристик 

материалов отдельных элементов; 

 температурные воздействия, смещение опор или неточность 

сборки конструкции вызывают в статически неопределимых си-

стемах появление дополнительных усилий. 
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1.8 Построение эпюр внутренних силовых факторов 

Под э пюр ой  внутреннего
 

усилия
 

будем
 

в
 

дальнейшем
 

понимать 

график изменения этой величины вдоль оси стержня. Рассмотрим 

методики построения эпюр для случая плоской системы сил. 

Правила введения внутренних усилий. Сформулируем пра-

вила, по которым вводятся внутренние усилия в методе сечений. 

NN

 

Рисунок 1.16 
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Рисунок 1.17 
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Рисунок 1.18 
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Рисунок 1.19 
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Рисунок 1.20 

Продольная сила N направляется от сече-

ния
 

в
 

сторону
 

отброшенной части
 

(рисунок
 

1.16). 

В этом случае значение N > 0 соответствует 

растяжению, N < 0 – сжатию.   

Крутящий момент Mz направляется про-

тив часовой стрелки, если смотреть на сечение 

со стороны отброшенной части (рисунок 1.17).   

Поперечная сила Q направляется так, что-

бы она вращала оставленную часть стержня по 

часовой стрелке (рисунок 1.18). 

На эпюрах N, Mz, Q положительные зна-

чения откладываются сверху от оси стержня, 

отрицательные – снизу. 

Изгибающий момент М прикладывается к 

сечению так, чтобы верхние волокна балки 

испытывали сжатие, а нижние – растяжение 

(рисунок 1.19).  

Для многих строительных материалов рас-

тяжение опаснее сжатия, поэтому эпюру изги-

бающих моментов М будем строить на  р а с -

тянутом  в ол окне . Для этого отрицатель-

ные значения моментов будем откладывать 

сверху оси стержня, положительные – снизу. 

Плоская задача. В поперечных сечениях 

стержней плоской системы в общем случае 

возникает три внутренних силовых фактора: 

продольная сила N, поперечная сила Q и из-

гибающий момент М (рисунок 1.20). 

Порядок построения эпюр. При построении эпюр использует-

ся метод сечений (см. подразд. 1.3). Стержень рассекается вообра-

жаемой плоскостью, перпендикулярной его оси, мысленно отбрасы-

вается одна из образовавшихся частей, а действие ее на оставшуюся 

заменяется неизвестными внутренними усилиями, в соответствии с 

принятыми выше правилами. Далее составляются уравнения равно-

весия оставшейся части, из которых определяются значения внут-

ренних усилий. Если усилия получились отрицательными, то их 

направления противоположны выбранным заранее.   
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Параллельно оси стержня проводится базисная линия (ось эпю-

ры), перпендикулярно ей в выбранном масштабе откладываются 

найденные значения усилий, полученные точки соединяются, ука-

зываются алгебраические знаки. Построенная таким образом эпюра 

заштриховывается линиями, перпендикулярными оси. По этим ли-

ниям можно судить о значениях внутренних усилий в соответству-

ющих сечениях стержня. 

Графическое оформление эпюры: ось – рекомендуется выпол-

нять сплошной основной линией толщиной s = 0,5…1,4 мм, саму 

эпюру – сплошной линией толщиной 2s. Штриховка и выносные 

линии должны быть тонкими, толщиной от s/3 до s/2.  

Основные правила построения эпюр. Предположим, что 

построена
  

эпюра 
 

какого-то 
 

силового  фактора  (рисунок
 

1.21). 
 

Если  

мысленно двигаться 

по ней  слева направо, 

то в некоторых точ-

ках придется сделать 

«скачок» вверх или 

вниз. Зная, какими 

должны быть скачки, 

можно проверять и 

даже строить эпюры. 

Эпюра

Скачок
вниз вверх

Скачок

вверх
Скачок Скачок

вниз

 

Рисунок 1.21 

Для эпюр внутренних усилий справедливы следующие правила: 

 эпюра продольных сил N имеет скачки  в тех сечениях, где 

приложены внешние сосредоточенные продольные силы; вели-

чина скачка равна величине силы; скачок происходит вниз, ес-

ли внешняя
 

сила
 

направлена
 

вправо,
 

вверх
 

–
 

если
 

влево
 

(рису-

нок
 

1.22); 

 эпюра крутящих моментов Мz имеет скачки  в тех сечениях, 

где приложены внешние крутящие моменты; величина скачка 

совпадает с величиной внешнего момента; скачок происходит 

вниз, если момент направлен против часовой стрелки, вверх – 

если по часовой стрелке; при этом необходимо смотреть на 

стержень с правого торца (рисунок 1.23);  
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Рисунок 1.22 Рисунок 1.23 
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 эпюра поперечных сил Q имеет скачки  в тех сечениях, где 

приложены внешние сосредоточенные силы; направление и ве-

личина скачка совпадают с направлением и величиной внешней 

силы (рисунок 1.24);  
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Рисунок 1.24 

 эпюра поперечных сил Qy имеет пер епад  на величину равно-

действующей равномерно распределенной нагрузки на участке, 

где приложена эта нагрузка (см. рисунок 1.24); 

 эпюра изгибающих моментов М имеет скачки  в тех сечениях, 

в которых приложены внешние моменты; величина скачка сов-

падает с величиной момента; если внешний момент положите-

лен (направлен против часовой стрелки), то происходит скачок 

вверх, если отрицателен (направлен по часовой стрелке) – вниз;  

 эпюра изгибающих моментов М имеет и з л омы  в тех сечени-

ях, в
 

которых
 

приложены
 

сосредоточенные
 

поперечные силы; на-

правление излома совпадает с направлением поперечной силы 

(см. рисунок 1.24);  

 если на участке балки поперечная сила положительна (Qy > 0), 

то изгибающий момент Mx на этом участке возрастает; при  

Qy < 0 момент Mx убывает; если в некотором сечении Qy = 0, 

то эпюра Mx может иметь здесь экстремум;  

 если на всём участке балки поперечная сила Qy равна нулю, то
 

эпюра
 

изгибающих моментов Mx постоянна; если эпюра Qy по-

стоянна, то эпюра Мx изменяется линейно; если эпюра Qy ли-

нейна, то эпюра Мx ограничена параболой, направленной
 

вы-

пуклостью в сторону действия распределенной нагрузки.  

Последние три правила следуют из дифференциальных соотно-

шений между изгибающим моментом Mx, поперечной силой Qy и 
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интенсивностью равномерно распределенной нагрузки q (см. под-

разд. 5.1): 

2

2

dz

Md

dz

dQ

q
xy

 . 

Рассмотренные правила позволяют упростить и алгоритмиро-

вать построение эпюр внутренних усилий. При этом вычисляются 

значения только на границах участков и в точках экстремумов, а 

между ними проводятся линии по изложенным правилам.  

 

1.9 Примеры построения эпюр 

 ПРИМЕР 1.1.
 
Стержень

 

(рисунок 1.25) нагружен вдоль оси внеш-

ними силами F1 = 40 кН; F2 = 70 кН; F3 = 130 кН. Требуется: определить 

реакцию в заделке; построить эпюру внутренних продольных сил
 

N.   

Определение опорной реакции. Все внешние силы действуют по 

оси стержня, поэтому реакцию в заделке также направляем вдоль оси. Ее 

величину находим из условия равновесия стержня:  

F
 
–

 
F3

 
+

 
F2

 
–

 
F1 = 0;   F = F3

 
–

 
F2

 
+

 
F1 = 130 – 70 + 40 = 100 кН. 

Построение эпюры N. В поперечных сечениях стержня будет воз-

никать
 

только
 

продольная сила
 

N.
 

Такой вид деформирования называется 

центральным растяжением-сжатием. Проводим осевую линию эпюры N, 

положительные значения (растяжение) будем откладывать сверху, отри-

цательные (сжатие) – снизу.  

Разбиваем стержень на характерные участки; границами служат се-

чения, в которых приложены силы. Внутри участков (I, II, III) внешних 

сил нет, поэтому продольная сила на каждом участке будет постоянной. 

Участок I. Мысленно проводим произвольное поперечное сечение. 

Отбрасываем правую часть (более нагруженную). Силу N1 вводим в сто-

рону отброшенной части (см. рисунок 1.25). Проецируем все силы остав-

шейся части на горизонтальную ось и находим искомую силу N1: 

F + N1 = 0,    

N1 = –F = –100 кН. 

Откладываем в выбранном 

масштабе эту величину на эпю-

ре, строим график на первом 

участке (постоянен, так как 

внутри участка нагрузок нет) и 

проводим штриховку перпенди-

кулярно оси. 

Участок II. На втором 

участке поступаем аналогично:  

F – F3 + N2 = 0,    

N2 = F3 – F =
 

130 – 100
 

= 30 кН.  

F FF F
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Рисунок 1.25 
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Участок III. На третьем участке отбрасываем левую часть: 

–N3 – F1 = 0,   N3 = –F1 = –40 кН. 

Соответствующие числовые значения указываем на эпюре.  

m mmm
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Рисунок 1.26 


 

ПРИМЕР 1.2.
 

На вал 

(рисунок 1.26) насажены четыре 

шкива; на них действуют внеш-

ние крутящие моменты: 
 

m1 = 10
 

мкН  ; m2 = 70 мкН  ; 

m3 = 110 мкН  .
 

Требуется: 

определить величину неизвест-

ного крутящего момента m; по-

строить эпюру внутренних кру-

тящих моментов Mz.  

Определение неизвестно-

го момента. Изображаем рас-

четную схему стержня. Момент  

m направляем против часовой 

стрелки, если смотреть с право-

го торца стержня. Составляем 

уравнение моментов относи-

тельно оси стержня, из которого 

находим величину m:  

m2 – m3 + m + m1 = 0,     

m = m3 – m2 – m1 = 110 – 70 – 10 = 30 кН м . 

Момент положителен, значит, его направление было выбрано пра-

вильно, иначе его направление на схеме нужно поменять на противопо-

ложное, а в данные внести с положительным знаком.  

Построение
 
эпюры крутящих

 
моментов. Разбиваем стержень на 

участки, границами которых служат сечения с внешними моментами.  

Участок I. Рассекаем стержень на этом участке, отбрасываем правую 

часть
 

(более нагруженную). Согласно принятому правилу (см. рисунок
 

1.17) 

вводим момент Mz1. Составляем уравнение равновесия оставшейся части, 

из которого определяем искомый момент: 

m2 + Mz1 = 0.   Mz1 = –m2 = –70 мкН  . 

Участок II. m2 – m3 + Mz2 = 0, Mz2 = m3 – m2 = 110 – 70 = 40 мкН  . 

Участок III.  m1 – Mz3 = 0,   Mz3 = m1 = 10 мкН  .  

В соответствии с полученными результатами строим эпюру крутящих 

моментов и проводим штриховку перпендикулярно оси стержня.  

 ПРИМЕР 1.3. Консоль, у которой a = 1 м; b = 1 м; c = 2
 

м (рису-

нок 1.27), нагружена вертикальной нагрузкой F = 8 кН; m = 12 мкН  ;  

q = 10 кН/м. Требуется: построить эпюры внутренних поперечных сил и 

изгибающих моментов.   

Построение эпюр. Чтобы не определять опорные реакции, приме-

няя метод сечений, всегда будем отбрасывать ту часть балки (правую), в 
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которой находится заделка. Балка работает на поперечный изгиб. При 

заданной вертикальной нагрузке в ее сечениях будут возникать попереч-

ные силы Qy и изгибающие моменты Mx. Нижние индексы x, y в даль-

нейшем для простоты писать не будем.  

Разбиваем балку на три ха-

рактерных
 

участка
 

(I,
 

II,
 

III), гра-

ницами служат сечения с сосре-

доточенными внешними силами 

или моментами. Координату z 

будем отсчитывать от начала со-

ответствующего участка. На эпю-

ре моментов отрицательные зна-

чения будем откладывать сверху 

оси, положительные – снизу.  

В результате эпюра моментов 

будет построена на растянутом 

волокне. 

Участок I. Проводим сече-

ние на расстоянии
 

z1

 

от начала 

участка, отбрасываем правую 

часть и вводим внутренние уси-

лия Q1 и M1 в соответствии с 

принятыми правилами. Состав-

ляем уравнения равновесия сил и 

моментов (относительно сечения) 

оставшейся части:  

0
1

 FQ ,  0
11
FzM ,   

отсюда   

кН8
1

 FQ , 0
11
FzM . 

Поперечная сила на первом 

участке постоянна, изгибающий 

момент изменяется линейно. На 

границах участка  

F m
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Рисунок 1.27 

0
01

1

z
M ;  8

1
1

az
M кН∙м. 

Участок II. Проводим сечение на расстоянии z2 от начала второго 

участка, отбрасываем правую часть и вводим внутренние усилия Q2 и M2. 

Так как на втором участке балки внешних сил не добавляется, то по 

прежнему Q2 = –8 кН. Для моментов получаем  

0
22

 mzaFM )( ,   mzaFM  )(
22

.  

Поперечная сила на участке постоянна, изгибающий момент изменяется 

по линейному закону. На границах участка  

22 0
12 8 1 20

z
M m Fa


          кН∙м 
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22 12 8 1 1 28( ) ( )
z b

M m F a b           кН∙м.  

Участок III. Проводим сечение на расстоянии z3 от начала участка, 

отбрасываем правую часть и вводим внутренние усилия Q3 и M3. Условие 

равновесия сил:  

–Q3 – F + qz3 = 0,   Q3 = –F + qz3. 

Поперечная сила Q3 изменяется вдоль участка линейно. На границах  

Q3 0
8

3
z

F


     кН,   Q3 122108с
3

 qcFz  кН.  

Условие равновесия моментов: 

M3 + F(a + b + z3) + m – q
2
3 2z /  = 0,    

M3 = –m – F(a + b + z3) + q
2

3
z / 2, 

т. е. аналитическое выражение для изгибающих моментов на данном 

участке описывает квадратную параболу. На границах участка 

3 0 12 8 1 1 28          
z

M m F a b
3

( ) ( ) кН∙м,  

2

3
2

       
z с

qc
m F aM b с

3

( )
212 8 1 1 2 10 2 2 24кН( ) /        ∙м. 

Эпюра представляет собой параболу, направленную выпуклостью в 

сторону действия распределенной нагрузки – вверх.  

Вычисление экстремума на эпюре моментов. На участке III 

эпюра поперечных сил пересекает ось, следовательно, в этом сечении из-

гибающий момент будет экстремален. Используя выражение для попе-

речной силы Q3, определим координату 
0

3
z , такую, что Q3(

0

3
z ) = 0: 

0 0
3 30 8 10 0 8– ,     /  /  , мF qz z F q      . 

Вычислим значение момента в сечении с координатой 
0

33
zz  : 

0
3

0
3 3    M zm F a qz b( ) – ) –   (  

мкН231280108011812
2  ,,),( . 

Получили экстремальное значение момента, отмечаем его на эпюре М.  

 ПРИМЕР 1.4. На балку (рисунок 1.28) действует вертикальная 

нагрузка q, F = qa, m = qa
2

. Требуется: построить эпюры внутренних 

поперечных сил и изгибающих моментов; определить максимальные зна-

чения внутренних усилий.  

Определение опорных реакций. Для определения реакций YA, YB 

составим два уравнения равновесия балки в моментах: 

∑МА = 0;    –F ∙ 2a – F ∙ 4a – m – q ∙ 4a ∙ a + YB ∙ 3a = 0,   

YB = 
a3

1
(F ∙ 2a + F ∙ 4a + m + q ∙ 4a ∙ a) = 

3

11
qa.  

∑МB = 0;     F ∙ a – F ∙ a – m + q ∙ 4a ∙ 2a – YA ∙ 3a = 0,   

YA = 
a3

1
(F ∙ a – F ∙ a – m + q ∙ 4a ∙ 2a) = 

3

7
qa. 
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Проверку полученных значений реакций проведем, используя урав-

нение равновесия сил, действующих на балку: 

∑Y = YA

 

+
 

YВ

 

–
 

F
 

–
 

F
 

–
 

q ∙ 4a = 

3

7
qa

 

+
 

3

11
qa

 

–
 

qa
 

–
 

qa
 

–
 

4qa
 

=
 

0.  

Уравнение выполняется, следовательно, реакции определены правильно.  
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Рисунок 1.28 

Построение эпюр. Разбиваем балку на характерные участки I–V. 

На каждом из них применяем метод сечений и определяем внутренние 

поперечные силы Qy и изгибающие моменты Mx (нижние индексы x, y в 

дальнейшем приводить не будем). При этом на участках I–III отбрасыва-

ем правую часть рассеченного стержня, на участках IV, V – левую часть.  

Участок I. Уравнения равновесия и аналитические выражения для 

поперечных сил Q и изгибающих моментов M: 

–Q1 – qz1 = 0;  02
2

11  /qzM    Q1 = –qz1;  2/
2

11 qzM  . 

Значения внутренних усилий на границах участка: 

z1 = 0:  Q1 = 0;  M1 = 0,  z1 = a:  Q1 = –qa;  M1 = –qa
2

/ 2. 

Участок II. Уравнения равновесия и выражения для Q2 и M2:  

–Q2 – q(a + z2) + YA = 0   M2 + q(a + z2)
2

 / 2 – YA z2 = 0; 

Q2 = –q(a + z2) + YA   M2 = –q(a + z2)
2

 / 2 + YA z2.  
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Значения на границах второго участка: 

z2 = 0:  Q2 = 4qa / 3; M2 = –qa
2 

/ 2;   z2 = a:  Q2 = qa / 3;  M2 = qa
2 

/ 3. 

Участок III. Уравнения равновесия и выражения для Q3 и M3: 

–Q3 – q(2a + z3) + YA = 0,  M3 + q(2a +z3)
2

/ 2 – YA(a + z3)
 

– m =
 

0,   

Q3 = –q(2a + z3) + YA,  M3 = –q(2a +z3)
2

/ 2 + YA(a + z3) + m.  

Значения на границах третьего участка: 

z3 = 0:  Q3 = qa/ 3,  M3 = 4qa
2

/ 3,   z3 = a:  Q3 = –2qa/ 3; M3 = 7qa
2

/ 6. 

Поперечная сила Q3 изменяется вдоль участка линейно, при этом имеет 

разные знаки на его концах. Следовательно, внутри участка она обраща-

ется в нуль. Используя аналитическое выражение для Q3, определим ко-

ординату сечения
 0

3
z ,

 

в котором Q3(
0

3
z )

 

= 0: 

0 = –q(2a + 
0

3
z ) + YA,   

0

3
z  = YA /q – 2a = 7a / 3 – 2a = a / 3. 

Вычислим экстремальное значение момента в этом сечении: 

M3(
0

3
z ) = –q(2a + a/ 3)

2

/2 + YA(a + a/ 3) + m = 25qa
2

/ 18. 

Участок IV. Уравнения равновесия и выражения для Q4 и M4: 

Q4 – q(a – z4) + YB – F = 0,  –M4

 

–
 

q(a
 

– z4)
2

/ 2 + YB(a
 

– z4) – F(2a
 

– z4) = 0,  

Q4 = q(a – z4) – YB + F,  M4 = –q(a – z4)
2

 / 2 + YB(a – z4) – F(2a – z4). 

Значения на границах участка:  

z4 = 0:  Q4 = –5qa / 3,  M4 = 7qa
2 

/ 6,   z4 = a:  Q4 = –8qa / 3,  M4 = –qa
2

. 

Участок V. Уравнения равновесия и выражения для Q5 и M5: 

Q5 – F = 0,  –M5 – F(a – z5) = 0,   Q5 = F,   M5 = –F(a – z5). 

Значения на границах участка: 

z5 = 0:  Q5 = F,  M5 = –qa
2

,    z5 = a:  Q5 = F,  M5 = 0.  

В соответствии с полученными результатами строим эпюры.  

Максимальные значения внутренних усилий. Выбираем из соот-

ветствующих эпюр наибольший изгибающий момент Mmax = (25/18)qa
2
 

и наибольшую поперечную силу Qmax = (8/3)qa.  

 ПРИМЕР 1.5. Балка (рисунок 1.29) нагружена вертикальной си-

лой F и моментом m = 3Fa. Требуется: построить эпюры внутренних по-

перечных сил и изгибающих моментов; определить максимальное значе-

ние момента. 

Определение опорных реакций. Горизонтальная реакция ZA = 0, 

так как на балку действует только вертикальная нагрузка. В результате 

имеем три неизвестные опорные реакции: YA, YB, MA.  

Наличие шарнира в сечении балки C подразумевает равенство нулю в 

нем внутреннего изгибающего момента, поэтому слева и справа от шар-

нира сумма моментов внешних сил относительно точки C равняется ну-

лю. Суммируя моменты справа от шарнира, получаем 
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∑
прав

C
M  = YB a – m = 0,   YB = m / a = 3Fа / а = 3F. 

Реакцию YA определим из условия равновесия сил:  

∑Y = –YA + YB – F = 0,   YA = YB – F = 2F. 

Суммируя моменты слева от шарнира, имеем 

∑ лев

C
M  =  

=Fa + 2,5YA a – MA = 0,    

MA = Fa + 2,5YA a = 6Fa.  

Построение эпюр. Раз-

биваем балку на характер-

ные участки и нумеруем их 

концы.
 

Значения
 

попереч-

ных сил и изгибающих  

моментов вычисляем в гра-

ничных точках, используя 

метод сечений: 

Q1 = Q2 = –YA = –2F,   

Q3 = Q4 = YB = –3F, 

M1 = MA = 6Fa,   

M2 = MA – 1,5YA a = 

= 6Fа – 1,5  2Fa = 3Fa, 

M3 = M2 = 3Fa, 

M4 = –m = –3Fa. 
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Рисунок 1.29 

Распределенная нагрузка на балку не действует, поэтому эпюра Qy 

внутри каждого участка постоянна, а эпюра Mx изменяется линейно, 

проходя через точку C (шарнир). Максимальный момент Mmax = 6Fa. 

 ПРИМЕР 1.6. Брус (рисунок 1.30, а) нагружен горизонтальной си-

лой F и вертикальными силами F и 3F. Требуется: построить эпюры внут-

ренних продольных N и поперечных сил Q, изгибающих моментов Mx.  

Определение внутренних усилий. Чтобы не определять опорные ре-

акции, используя метод сечений, всегда будем отбрасывать ту часть бру-

са, в которой находится заделка.  

Разбиваем брус на характерные участки, цифрами 1–8 обозначаем их 

граничные сечения. Мысленно рассекаем брус в каждой из точек 1, …, 8 

и вводим внутренние усилия. Для сечений 2, 4, 6, 8 усилия показаны на 

рисунке 1.30, б; для сечений 1, 3, 5, 7 – прикладываются аналогично.  

Вычисляем значения внутренних силовых факторов. Для определе-

ния N и Q проецируем все силы оставленной части бруса на оси y, z; для 

вычисления M берем момент сил оставленной части относительно рас-

сматриваемого сечения. Получаем: 
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N1 = N2 = 0,  N3 = N4 = F,  N5 = N6 = 0,   

N7 = N8 = F – 3F = –2F;  

Q1 = Q2 = F,  Q3 = Q4 = 0,  Q5 = Q6 = –3F,  Q7 = Q8 = F; 

M1 = 0,  M2 = M3 = M4 = –Fa,  M5 = 0,   

M6 = –3Fa,  M7 = 3Fa – Fа = 2Fа,   

M8 = 3Fa – F(а + 1,5а) = 0,5Fa. 
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Построение эпюр. По полученным результатам изображаем эпюры 

N, Q, M (рисунок 1.31). При построении эпюры Q учитываем, что в сече-

ниях, где приложены внешние поперечные силы, будут скачки, совпада-

ющие с этими силами по величине и направлению (если двигаться от 

консолей к заделке). Эпюру M строим на растянутом волокне. На участ-

ках 1–2, 3–4, 5–6 моменты получились отрицательными, их направление 

противоположно выбранному на рисунке 1.30, б: на участке 1–2 растяну-

ты левые волокна, на участках 3–4 и 5–6 – верхние. На участке 7–8 рас-

тянуты правые волокна, как было показано на рисунке 1.30, б. 
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1
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12

0,5F FaQ  , xM ,FN  ,
 

Рисунок  1.31  
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Проверка эпюр. Вырезаем уз-

лы 2–3 и 4–6–7, прикладываем к 

сечениям внутренние усилия, взя-

тые из эпюр (рисунок 1.32). Состав-

ляем уравнения равновесия узлов.  

Узел 2–3:  

∑Z = F – F = 0; ∑Y = 0;    

∑М = Fа – Fа = 0. 

F

F
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Рисунок  1.32 

Узел 4–6–7:  

∑Z = F – F = 0;  ∑Y = F + 2F – 3F = 0; ∑М = 3Fа – 2Fа – Fа = 0. 

Узлы находятся в равновесии, значит, расчет выполнен верно.  

 ПРИМЕР 1.7. На раму (рисунок 1.33, а) действует равномерно 

распределенная нагрузка интенсивности q и сила F = 2qa. Требуется: по-

строить эпюры внутренних продольных сил N, поперечных сил Q и изги-

бающих моментов Mх. 
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Рисунок 1.33 

Определение опорных реакций. Найдем реакции ZA, YA, YB. Для 

этого составим три уравнения равновесия. Из условия равенства нулю 

суммарного момента относительно точки А, учитывая, что расстояние до 

нее от равнодействующей распределенной нагрузки равно 1,5a, получаем 

∑МА = 0:   F ∙ 0,5a + YB ∙ 2a – qa ∙ 1,5a = 0   YB = 0,25qa. 

Суммы проекций всех сил на координатные оси позволяют определить 

остальные реакции: 

∑Z = 0:  qa + ZA – F = 0   ZA = qa;   

∑Y = 0:  –YA + YB = 0   YA = YB = 0,25qa. 
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Определение внутренних усилий. Разбиваем раму на характерные 

участки, цифрами 1–9 обозначаем граничные сечения. Рассекаем раму в 

каждой из точек 1, …, 9 и вводим внутренние силы и моменты. Для се-

чений 3, 5, 6 усилия показаны на рисунке 1.33, б; для остальных сече-

ний они прикладываются аналогично. Вычисляем значения усилий: 

N1 = N2 = N3 = YA = 0,25qa,  N4 = N5 = –F = –2qa,   

N6 = N7 = N8 = N9 = –YВ = –0,25qa; 

Q1 = Q2 = –ZA = –qa,   Q3 = –ZA – qa = –qa – qa = –2qa,   

Q4 = Q5 = –YB = –0,25qa,   Q6 = Q7 = F = 2qa;  Q8 = Q9 = 0;  

M1= 0,   M2 = –ZA a = –qa  а = –qa
2

,   M3 = M4 = ZA 2a + qa
2

/2 = 2,5qa
2

,   

M5 = M6 = F  1,5a = 2qa  1,5a = 3qa
2
,  M7 = M8 = M9 = 0.  

Построение эпюр. По полученным результатам изображаем эпюры 

N, Q, M (рисунок 1.34).  
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Рисунок 1.34 

Как и в предыдущем примере, при построении эпюры Q движемся 

слева направо по брусу, учитывая, что направления скачков совпадают с 

направлениями внешних сил. Эпюру Mx строим на растянутом волокне. 

Если моменты получились отрицательными, их направление противопо-

ложно выбранному ранее на рисунке 1.33, б. На участке 2–3 эпюра Мх 

ограничена параболой, направленной выпуклостью в сторону действия 

равномерно распределенной нагрузки.  
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Рисунок 1.35 

Проверка эпюр. Выреза-

ем узлы 3–4 и 5–6, прикла-

дываем к сечениям внутрен-

ние усилия, взятые из эпюр 

(рисунок 1.35).  

Узлы находятся в равно-

весии, следовательно, расчет 

верен.  

 



 

 

2 

РА СТЯЖЕНИ Е И  СЖА ТИ Е  

ПРЯМОГО БРУСА  

 

 

 

В строительной практике растяжение возникает, например, в 

тросе подъемника, в стержнях ферм. Под действием собственного 

веса на сжатие работают стержневые сооружения башенного типа. 

Поэтому важным частным случаем подобного деформирования явля-

ется центральное растяжение (сжатие) стержня.   

Централ ьным  ра стяжением  (сжатием ) называется 

такой вид деформирования, при котором в поперечных сечениях 

стержней возникают только продольные силы N, приложенные в их 

центрах тяжести.  

 
2.1 Внутренние силы и напряжения 

Нагрузка может быть приложена к стержню различными спосо-

бами (рисунок
 

2.1,
 

а), однако во всех случаях система внешних сил-  

образует равнодействующую F, направ-

ленную вдоль его оси. Используя метод 

сечений, получим, что во всех попереч-

ных сечениях возникают только продоль-

ные силы
 
N 

 
(рисунок 2.1,

 

б).  

Растягивающие продольные силы 

принято
 

считать
 

положительными, а 

сжимающие – отрицательными. Фор-

мально они отличаются только знаком 

силы N. Однако процессы разрушения 

материалов при растяжении и сжатии 

качественно различаются.  

F

F

F N

F1 F2

F
F1

а)

б)

 

Рисунок 2.1 

Нормальные напряжения.
 

Продольная сила является равнодей-

ствующей элементарных
 

внутренних сил в сечении стержня (рису-

нок 2.2) и связана с нормальными напряжениями зависимостью (1.1)  


A

dAN  .    

Это выражение может быть удовлетворено при бесконечно боль-

шом числе вариантов распределения напряжений  в сечении. По-

этому задача определения напряжений статически неопределима, 

пока неизвестен закон их распределения по сечению.  
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Используя принцип Сен-Венана и условие однородности стержня, 

предполагаем, что внутренние силы распределены по поперечному 

сечению равномерно. Следовательно, нормальные напряжения  при 

центральном растяжении-сжатии во всех точках сечения одинаковы. 

Это позволяет в выражении для N вынести  за знак интеграла 

F A N


dA

 

Рисунок 2.2 

AdAN

A

   

и получить формулу, связывающую 

напряжения с продольной силой 

A

N
 ,                  (2.1) 

где A – площадь поперечного сечения. 

Замечание . Если по длине стержня продольная сила N и пло-

щадь сечения A постоянны, то в стержне возникает однородное 

напряженное состояние, при котором напряжения одинаковы во 

всех точках всех поперечных сечений. Если же площадь поперечного 

сечения переменна или вдоль оси стержня приложены нагрузки, то 

напряжения будут различными для разных поперечных сечений. 

Напряженное состояние в стержне становится неоднородным.  

 

2.2 Деформации 

Продольные деформации. Предположим, что до нагружения 

длина стержня была равна l. Под воздействием силы F она увеличи-

лась на l и стала l
 
+

 
l (рисунок

 

2.3). Величину l называют  аб -

с о л ю т н ы м  у д л и н е н и е м
 

стержня. Вследствие однородного 

напряженного состояния все участки растянутого стержня находятся  

в одинаковых условиях, поэтому и 

линейная деформация  по оси 

стержня будет постоянной, равной 

своему среднему значению:  

l

l .             (2.2) 

dz

z

ll
z

F

 

Рисунок 2.3 

Эта величина называется отно сител ьной  д еформацией  

(отно сител ьным  удлинени ем ) стержня.  

Если в стержне возникает неоднородное напряженное состояние, 

то деформация в сечении определяется предельным переходом к ма-

лому участку длиной dz (см. рисунок 2.3): 

dz

dz)(
 ,                                  (2.3) 

где (dz) – удлинение элемента dz.  
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Поперечные деформации. Наблюдения показывают, что удли-

нение стержня
 

в направлении
 

оси z сопровождается уменьшением   

поперечных размеров (рисунок 2.4).  

Таким образом, при растяже-

нии возникает не только продоль-

ная εz = ε = Δl / l, но и поперечная 

деформация стержня  

aa
yx

/ . 

z

ll

F
aa+a

y

 

Рисунок 2.4 

Экспериментально установлено, что в пределах применимости за-

кона Гука поперечная деформация пропорциональна продольной: 


yx

,                                (2.4) 

где  – ко эффициент  Пуас с она
1)

.  

Коэффициент Пуассона – это безразмерная константа упругости 

материала, определяемая экспериментально. Для всех металлов чис-

ловые значения  лежат в пределах 0,25–0,35. Для других однород-

ных материалов выполняется условие 0 <   0,5. Это будет показано 

далее.  

 

2.3 Закон Гука при растяжении-сжатии 

Напряжения и деформации линейно связаны между собой  

з аконом  Гука , который подтвержден экспериментально и при 

растяжении-сжатии стержня имеет вид  

 E ,                                       (2.5) 

где Е  модул ь  Юнга
2)

.  

Модуль Юнга – это физическая константа материала, которая 

определяется экспериментально. Измеряется в паскалях, например, 

его значение для стали E = 2,06  10
11

 Па.  

Отметим, что введенные в (2.4), (2.5) константы упругости Е и  
являются независимыми друг от друга и полностью описывают упру-

гие свойства однородного изотропного материала. Все другие пара-

метры упругости можно будет выразить через них.  

Закон Гука с учетом изменения температуры. Предположим, 

что стержень находится под воздействием внешних сил и одновре-

менно нагревается на температуру T. Тогда, согласно веденному ра-

                                                           
1)
 Пуассон Семион Дени (S. D. Poisson) (1781–1840) – французский матема-

тик, механик, иностранный почетный член Петербургской академии наук. 
2)
 Юнг (Янг) Томас (T. Young) (1773–1829) – английский ученый, ввел мо-

дуль упругости (модуль Юнга). Объяснил аккомодацию глаза, разработал тео-

рию цветного зрения. Труды по волновой теории света, акустике, астрономии, 

расшифровке египетских иероглифов. 
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нее принципу суперпозиции и гипотезе Дюамеля
1) 

– Неймана
2)

, 

суммарная деформация будет следующей: 

Т
E

 ,                                  (2.6) 

где α 
 

коэффициент линейного температурного расширения материала.  

Например, для конструкционных
 

сталей α =
 

(11…14) ∙ 10
–6

 (1/C), 

для алюминиевого сплава Д16Т α =
 

24,3 ∙ 10
–6

 (1/K). 

Таким образом, силовая и температурная деформации рассматри-

ваются как независимые. Основанием этому служит эксперимен-

тально установленный факт, что модуль Юнга при умеренном нагре-

ве изменяется мало. При более высоких температурах (для стали 

300–400 C) необходимо учитывать его зависимость от температуры.  

Формула (2.6) выражает закон Гука при растяжении-сжатии с 

учетом изменения температуры стержня. 

 

2.4 Перемещения при растяжении-сжатии 

Удлинение участка стержня. Подставим выражение для де-

формации (2.3) в закон Гука (2.5). Тогда, учитывая соотношение 

(2.1), получим полное удлинение участка стержня длиной l: 

EA

Ndz
dz  )( ;   

l

EA

Ndz
l

0

.                         (2.7) 

Из выражения (2.7) можно получить формулу для удлинения 

участка стержня при N = const, A = const: 

EA

Nl
l  ,                                      (2.8) 

где EA – жесткость поперечного сечения стержня при растяжении-

сжатии. 

Перемещения
 
сечений стержня. Часто требуется найти перемеще-

ния точек оси, а также полное удлинение стержня, состоящего из 

нескольких участков.
 

Границами участков служат сечения, где при-

ложены внешние силы или меняется жесткость стержня (рису-

нок 2.5). В соответствии с (2.8) удлинение i-го участка стержня 

i

ii

i
EA

lN
l  , 

где  Ni – продольная сила на i-м участке (Ni = const); 

li, EAi – длина и жесткость i-го участка (EAi = const). 

_______________________________ 

1) 
Дюамель Жан-Мари (Duhamel J. M.) (1797–1872), французский физик, 

предложивший теорию передачи тепла в кристаллических структурах.  
2)
 Нейман Ф. Е. (Neumann F. E.) (1798–1895) – немецкий математик.  

https://translated.turbopages.org/proxy_u/en-ru.ru.9fbc4f8c-64f4430f-e6094419-74722d776562/https/www.britannica.com/dictionary/transmission
https://translated.turbopages.org/proxy_u/en-ru.ru.9fbc4f8c-64f4430f-e6094419-74722d776562/https/www.britannica.com/science/heat
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Перемещение i сечения стерж-

ня, находящегося на границе i-го 

участка, состоит из удлинения это-

го участка и перемещения его как 

единого целого за счет деформиро-

вания предыдущих участков: 

i

ii

iiii
EA

lN
l   11

 

(i = 1, …, n;  0 = 0).    (2.9) 

l

l l l

l l l+

1 2 3

1 2 31 2 3l +l +l

1 2 3

  
1 2 3

 

Рисунок 2.5 

По полученным результатам строят эпюру продольных переме-

щений (эпюру ), т. е. график, изображающий изменение этих пере-

мещений по длине оси бруса. 

Полное удлинение стержня, состоящего из n участков, равно 

перемещению крайней точки последнего участка: 





n

i i

ii

n

i

in
EA

lN
ll

11

, 

т.
 

е.
 

полное
 

удлинение
 

стержня,
 

состоящего из нескольких участков, 

равно алгебраической сумме удлинений всех участков.  

 

2.5 Дифференциальное соотношение  
при растяжении-сжатии  

Nz() Nz dN()+

dz

qz()

 

Рисунок 2.6 

Рассмотрим равновесие элемента 

малой длины dz, выделенного из 

стержня двумя близкими поперечными 

сечениями, имеющими координаты z и 

z
 
+

 
dz (см. рисунок 2.3). Этот элемент 

показан на рисунке 2.6.  

Действие отброшенной слева части стержня на элемент dz заме-

ним продольной силой N(z), а действие правой отброшенной части – 

силой N(z) + dN. Кроме того, учитываем распределенную нагрузку 

q(z), интенсивность которой из-за малости dz можно считать посто-

янной вдоль элемента. Тогда равнодействующая этой нагрузки равна 

q(z)dz.  

Все силы, действующие на выделенный элемент, параллельны 

одной оси, поэтому из шести уравнений равновесия нетривиально 

только требование равенства нулю проекций этих сил на ось z:  

  0)()()(  dzzqdNzNzN . 
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Отсюда следует дифференциальное соотношение между интен-

сивностью распределенной нагрузки и продольной силой при растя-

жении-сжатии:  

dz

dN
zq )( .                                 (2.10) 

Рассмотрим две задачи на растяжение и сжатие под действием 

распределенной нагрузки от собственного веса стержня.  

 ПРИМЕР 2.1. Свободно подвешенный цилиндрический стержень 

растянут силами от собственного веса (рисунок 2.7). Длина стержня l, 

площадь поперечного сечения А, удельный вес материала γ, модуль Юн-

га Е. Требуется: построить эпюры внутренних продольных сил N, напря-

жений σ и перемещений δ.  

l

z

N
Al l

 

l2

2E

z

N

q
 

Рисунок 2.7 

Продольные силы. 

Выберем систему координат, 

начало которой примем на 

свободном конце стержня, 

ось z направим вверх. Так 

как площадь сечения А 

постоянна, то нагрузка от 

собственного веса q = γА 

будет равномерно распреде-

ленной по оси стержня.  

Продольная сила в сече-

нии с координатой z равна 

весу нижележащей части 

стержня. В соответствии с 

(2.10) 

N = qz = γAz, 

следовательно, продольная сила пропорциональна координате z. Ее эпюра 

прямолинейна; нулевая ордината будет на нижнем конце стержня (z = 0), 

максимальная γAl – в сечении у заделки.  

Нормальные напряжения. Напряжения в сечении с координатой z 

определяем по формуле (2.1): 

σ = N/A = γAz / A = γz. 

Эпюра σ подобна эпюре N.  

Перемещения. Перемещение  сечения с координатой z равно удли-

нению l верхнего участка стержня. По формуле (2.7) 

(z) =  



l

z

l

z
EA

Azdz

EA

dzzN
zl

)(
)( )(

2

22
zl

E



. 

Следовательно, закон изменения перемещений (z) вдоль оси стержня 

является квадратичной функцией, а эпюра – квадратной параболой. Верх-
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нее сечение (z = l) не смещается, (l) = 0. Наибольшее перемещение имеет 

нижнее торцевое сечение
 

(z
 

=
 

0) 

E

l

2

2

max


 .  

По полученным результатам строим эпюры (см. рисунок 2.7).  

 ПРИМЕР 2.2. Колонна (рисунок 2.8) нагружена силой F и нагруз-

кой от собственного веса. Длина колонны l, площадь ее торцевого 

сечения A0, удельный вес материала γ, модуль Юнга Е. Требуется: подо-

брать такой закон изменения площади поперечного сечения A = A(z), что-

бы напряжения во всех сечениях были одинаковы и равны |F/A0|; постро-

ить эпюры продольных сил N, напряжений σ и перемещений δ.  
Закон изменения 

площади сечения. 
 

Начало координат 

примем на свободном 

конце колонны. Так как 

площадь сечения A пе-

ременная, нагрузка от 

собственного веса будет 

распределена вдоль оси 

стержня по закону 

q(z) = γA(z). 

Будем считать, что 

сжимающая продольная 

сила положительна. 

F

A
0

F

A
0

Fl

EA
0

Fe
A l F  /

0

l

z

N 

z

N

d
z

A

F

A dA  +

q z( )

F

 

Рисунок 2.8 

На расстоянии z от торца продольная сила определяется внешней си-

лой F и нагрузкой от веса верхней части колонны 

.)()(

00

 
zz

dzzAFdzzqFN  

Используя формулу (2.1), выразим напряжения через силы:  











 

z

dzzAF
AA

N

0

)(
1

. 

По условию задачи 0   F Aconst . 

Приравниваем правые части последних двух выражений и умножаем 

на A. В результате имеем 

).()(

00

zA
A

F
dzzAF

z

   

Дифференцируя обе части последнего равенства по z, получим  

dz

zdA

A

F
zA

)(
)(

0

 ;   
)(

)(

0
zA

zdA

A

F
dz


 . 
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После интегрирования находим 

)ln)((ln

0

CzA
A

F
z 


 ,   FzA

CzA
/0e)(

 . 

При z = 0 выполняется равенство A = A0, следовательно, C = A0, и то-

гда 0

0 0 0
  A z F

A z A A A z F
/

( ) e exp( / ) .  

Продольная сила. Продольная сила в сечении с координатой  z  

FzA
FzAzN

/0e)()(
 .  

Значения на верхнем и нижнем торцах колонны: FN )0( , 
FlA

FlN
/0e)(

 . 

Перемещения. По условию задачи напряжения σ вдоль оси колонны 

не меняются. Следовательно, постоянными будут и относительные дефор-

мации ε. Поэтому перемещение  возрастает пропорционально расстоянию 

от основания колонны:  

   zl
EA

F
zl

E
dz

EE

dz

EA

Ndz
zlz

l

z

l

z

l

z










 
0

)()( . 

Нижнее сечение (z = l) не смещается, (l) = 0. Наибольшее перемеще-

ние имеет верхнее торцевое сечение
 

(z
 

=
 

0) 

0

max
EA

Fl
 .  

По полученным результатам строим эпюры (см. рисунок 2.8). 

Таким образом, рассмотрена задача на отыскание равнопрочности 

конструкции. При найденных условиях материал используется наиболее 

эффективно.  

Далее рассмотрим две задачи по определению продольных сил, 

напряжений и перемещений в статически определимом и статически 

неопределимом стержнях со ступенчато-переменным сечением. 

 ПРИМЕР 2.3. Стержень переменного сечения нагружен вдоль оси 

сосредоточенными внешними силами (рисунок 2.9). Требуется: построить 

эпюры внутренних продольных сил N, напряжений  и перемещений . 
Влиянием собственного веса пренебречь. 

Параметры участков. Разобьем стержень на участки 1–6, их грани-

цами будут сечения, в которых приложены внешние силы или изменяется 

площадь поперечного сечения. Модуль Юнга Е считаем одинаковым для 

всех участков стержня. Длины li и площади поперечных сечений Ai сле-

дующие (i – номер участка): 

llll  641 , llll 2532  ; AAA 321  , AAA 243  , AAA  65 . 

Продольные силы. Мысленно будем рассекать стержень на каждом 

из участков и отбрасывать верхнюю часть. Из условий равновесия нижней 

части определим значения внутренних продольных сил Ni: 

FFFFN  2321
,  FFFNN  3232

,   

FNN 254  ,  06 N . 
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Рисунок 2.9 

Нормальные напряжения. С использованием формулы (2.1) вычис-

лим нормальные напряжения на участках ( iii AN / ): 

A

F

3
1  ,  

A

F

3
2


 ,  

A

F

2
3


 ,  

A

F

A

F


2

2
4

,  

A

F2
5  ,  06  . 

Перемещения. Для каждого участка стержня определим i – переме-

щение крайней нижней точки, которое состоит из его удлинения li и пе-

ремещения i–1 как единого целого за счет деформирования предыдущих 

участков (см. формулу (2.9)): 

i

ii

iiii
EA

lN
l   11 , 

00  ; 
EA

Fl

EA

lN

3
0

1

11

1  , 

EA

Fl

EA

lF

EA

Fl

EA

lN

33

2

32

22

12 


 ; 

EA

Fl

EA

lF

EA

Fl

EA

lN

3

4

2

2

33

33

23 


 , 

EA

Fl

EA

Fl

EA

Fl

EA

lN

32

2

3

4

4

44

34  , 

EA

Fl

EA

lF

EA

Fl

EA

lN

3

1122

35

55

45 


 ,  
EA

Fl

EA

lN

3

11

6

66

56  . 

Эпюры продольных сил N и напряжений  в пределах каждого участ-

ка постоянны. Перемещения 
 

 изменяются линейно (см. рисунок 2.9).  
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 ПРИМЕР 2.4. Дать заключение о том, как изменятся эпюры внут-

ренних продольных сил, напряжений и перемещений, если у  стержня 

согласно условию примера 2.3 будут заделаны оба конца  (рисунок 2.10). 
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Рисунок 2.10 

Параметры участков. Как и в предыдущем примере, разобьем стер-

жень на участки 1–6. Длины li и площади поперечных сечений Ai следу-

ющие (i – номер участка): 

llll  641
, llll 2532  , AAA 321  , AAA 243  , AAA  65

. 

Уравнение равновесия. Система один раз статически неопредели-

мая, так как для нахождения двух неизвестных реакций ZВ и ZС можно 

составить только одно уравнение равновесия:  

0232  FFFZZ CB ,   

отсюда   

FZZ CB  .                                       (а) 

Уравнение совместности перемещений. Очевидно, что опорные се-

чения стержня не смещаются. Это обстоятельство дает нам возможность 

составить еще одно уравнение для определения неизвестных реакций – 

уравнение совместности перемещений, основанное на неизменности длины 

рассматриваемого стержня.  

Отбросим нижнюю заделку и заменим ее действие реакцией ZВ. На ос-

новании принципа суперпозиции действия внешней нагрузки и силы ZB 

можно рассмотреть раздельно. Перемещение нижнего сечения стержня 

при заделанном верхнем, вызванное внешней нагрузкой (см. рису-

нок 2.10, б), определено в примере 2.3:  

EA

FlF

3

11
6
 . 
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Найдем перемещение того же сечения, вызванное только реакцией ZB 

(см. рисунок 2.10, в). Выделим три участка стержня с разной жесткостью. 

Продольные силы N одинаковы на этих участках и равны (–ZB), длины 

участков одинаковы. Перемещение нижнего сечения от силы ZB 

EA

lZ

EA
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EA

lZ

EA

lZ BBBBZB

2

11

3

3

2

33

6









 . 

Суммарное перемещение точки В от действия внешних сил и реакции 

ZB равно нулю, так как в заданной системе нижнее сечение заделано:  

0
66

 BZF
.                                          (б) 

Уравнение (б) называется уравнением совместности перемещений. Из него 

определяем реакцию ZB:  

BZF

66
 ,  

EA

lZ

EA

Fl B

2

11

3

11
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3

2
 . 

Из уравнения (а) находим вторую реакцию: FFFYFZ BC 3

1

3

2  . 

Продольные силы. Методом сечений определим значения внутрен-

них продольных сил Ni на участках: 

FZN C 3

1

1  ;  FFZNN C
3

5

32 2  ; 

FFFZFNN B 3

4

3

2

54 22  ;  FZN B
3

2

6  . 

Нормальные напряжения. С использованием формулы (2.1) вычис-

лим нормальные напряжения на участках ( iii AN / ): 

A
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
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A

F

3

4
5  ;  

A

F

3

2
6  . 

Перемещения. Для каждого участка стержня определим i – переме-

щение крайней нижней точки i-го участка.  
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Строим эпюры внутренних продольных сил N, напряжений  и пере-

мещений  (см. рисунок 2.10, г). Последняя эпюра показывает, что пере-

мещения крайних сечений стержня равны нулю.  
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2.6 Потенциальная энергия деформации 

Упругое тело является аккумулятором энергии, затраченной на 

его деформирование. Это свойство широко используется в различных 

амортизирующих устройствах (рессорах, пружинах и др.). 

При нагружении тела внешние силы совершают работу W, кото-

рая, с одной стороны, идет на сообщение скорости массе тела, т. е. 

переходит в кинетическую энергию K, с другой – накапливается в 

виде потенциальной энергии деформации U. Таким образом, уравне-

ние энергетического баланса имеет вид  

W = K + U.   

Если нагрузка прикладывается статически, т. е. возрастает от 

нуля до конечного значения настолько медленно, что можно прене-

бречь скоростью деформации и силами инерции, то K = 0. Работа 

внешних сил полностью преобразуется в потенциальную энергию:  

W = U.  

На рисунке 2.11, а показан растянутый стержень, который в ре-

зультате статического действия силы F удлиняется на l.  

F

l0 C

B

dz

z

ll
z

F

F

s0

а)

б) в)

 

Рисунок 2.11 

В теоретической механике работа 

определяется произведением посто-

янной силы F на путь s, пройденный 

точкой ее приложения по направле-

нию действия силы: W = Fs. Эта ра-

бота выражается площадью прямо-

угольника, построенного в системе 

координат F и s (рисунок 2.11, б). 

В нашем случае сила F не остает-

ся постоянной на пути l. 
 

При со-

блюдении закона Гука она  линейно   

возрастает от нуля до своего конечного значения (рисунок 2.11, в). 

Поэтому работа (а значит, и потенциальная энергия) численно равна 

площади заштрихованного треугольника: 

lFUW 
2

1
.                              (2.11) 

Это выражение справедливо для любой линейно деформируемой 

системы, причем не только при растяжении-сжатии, но и при других 

видах деформации. Оно известно под названием теор емы  Кла -

п ейр она . Если материал идеально упругий, но сама система не яв-

ляется линейно деформируемой, то теорема неприменима.  

Переходя от внешней силы F к равной ей внутренней силе N, с 

учетом зависимости (2.8) l = Nl /(EA) получаем  
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EA

lN
U

2

2

 .                                 (2.12) 

Формула (2.12) применима только к брусьям (или отдельным 

участкам) постоянного сечения в случае постоянной продольной си-

лы. При переменных по длине оси бруса значениях продольной силы 

N(z) и жесткости EA(z) потенциальная энергия деформации опреде-

ляется суммированием по участкам или интегрированием вдоль оси 

стержня по всей его длине l: 


l

EA

dzN
U

2

2

.                              (2.13) 

Отметим,
 

что
 

энергетические
 

соотношения (2.12),
 

(2.13)
 

используются 

при определении перемещений в стержневых системах (см. разд. 9).  

 

2.7 Напряжения на наклонных площадках  

Рассмотрим растянутый призматический стержень. Выделим из 

него элемент (рисунок 2.12, а) двумя сечениями: левое сечение пер-

пендикулярно оси стержня, правое – наклонно, его нормаль n со-

ставляет с осью стержня угол .  

Определим напряжения на 

полученных площадках. Напря-

женное состояние рассматривае-

мого стержня при растяжении 

однородно, поэтому во всех точ-

ках наклонной площадки пол-

ные напряжения одинаковы и 

равны p, в поперечном сече-

нии –  (рисунок 2.12, б). 

Уравнение равновесия элемен- 

та стержня следующее: 

–A + pA = 0, 





p



A

p 

A




а)

б)

n



n







 

Рисунок 2.12 

где  A – площадь поперечного сечения; 

      A – площадь наклонного сечения, A = A /  cos
 

. 

Отсюда полное напряжение на наклонной площадке p =  cos
 

. 

Раскладывая его на нормальную  и касательную  составляющие 

(см. рисунок 2.12, б), получаем 

 cosp ,   sinp  

или 


2

cos ,                               (2.14) 

 2sin
2

1
.                              (2.15) 
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Формулы (2.14), (2.15) определяют нормальные и касательные 

напряжения на наклонных площадках при растяжении-сжатии. 

След ствия . Проанализируем некоторые частные случаи при-

менения полученных соотношений: 

 если положить  = 0, то из формул (2.14), (2.15) получим 

напряжения в поперечном сечении стержня:  = ;  = 0; 

 в продольных сечениях ( = 90) напряжения  =  = 0, т. е. 

продольные волокна друг на друга не давят; 

 касательные напряжения достигают максимума в сечениях под 

углом 45 к поперечному  = max = /2, при этом  = /2.  

Касательные
 
напряжения

 
на

 
двух

 
взаимно

 
перпендикулярных  



90

n






n



 

Рисунок 2.13 

площадках. Пусть нормаль к од-

ной из площадок n составляет с 

осевой линией угол . Тогда у дру-

гой площадки нормаль n составит 

угол β = α + 90 (рисунок 2.13). 

Касательные напряжения на первой 

площадке определяются формулой 

(2.15). На второй площадке  

  218022
2

1

2

1

2

1
sin)sin(sin . 

Таким образом, касательные напряжения на двух взаимно пер-

пендикулярных площадках растянутого стержня равны между собой 

по величине. Далее (п. 7.1) будет показано, что это условие является 

общей особенностью любого напряженного состояния и носит назва-

ние закона парности касательных напряжений.  

 

2.8 Механические испытания материалов  

Типы конструкционных материалов. Все конструкционные 

материалы можно условно разделить на хрупкие и пластичные.  

К пластичным  материалам можно отнести малоуглеродистые 

стали
1)

, алюминий, медь, латунь и некоторые другие. Они обладают 

способностью деформироваться в широких пределах без разрушения. 

Примерами х р упких  материалов могут служить чугун, высоко-

углеродистые стали, камень, бетон, металлокерамика, стекло. Хруп-

кие материалы разрушаются без заметной предварительной дефор-

мации. Промежуточное положение занимают малопла стичные  

материалы: легированные стали, алюминиевые сплавы, бронзы.  

                                                           
1)
 С т а л ь  – это общее название железоуглеродистых сплавов, имеющих в 

своем составе не более 2 % углерода. Если углерода не более 0,25 % – тогда 

сталь малоуглеродистая (инструментальная); 0,3–0,5 % – среднеуглеродистая; 

0,6–1,2 % – высокоуглеродистая. Если содержание углерода 2,2–6,7 % (обыч-

но 3–4,5 %), то сплавы объединяются общим названием  ч у г у н .  
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Отметим, что хрупкое или пластичное поведение материалов 

также зависит от температуры, скорости нагружения, радиационного 

воздействия и т. д.  

Цели испытаний материалов. Механич е скими  и спы -

таниями  называется экспериментальное изучение механических 

свойств материалов на специальных образцах, изготовленных из ис-

следуемого материала.  

Методика испытаний материалов установилась и к настоящему 

времени стандартизирована
1)

. Для пластичных материалов основны-

ми являются испытания на растяжение, для хрупких – на сжатие.   

Механические испытания преследуют несколько целей: 

 установление механических характеристик материалов, которые 

определяют поведение конструкций под нагрузкой; 

 выяснение опытным путем справедливости различных гипотез и 

границ их практической применимости; 

 установление пределов применимости формул и методов сопро-

тивления материалов для различных материалов. 

Испытания на растяжение. Испытания на растяжение осуще-

ствляются на специальных разрывных или универсальных машинах. 

Образец, закрепленный в захватах машины, подвергается принуди-

тельному удлинению. Растягивающая сила создается механическим 

или гидравлическим приводом. Скорость перемещения захватов 

должна быть не более 20 мм/мин. В этом случае нагружение счита-

ется статич е ским , то есть не учитываются силы инерции.  

Основное требование при выборе конструкции образца – на той 

его части, где будут проводиться измерения, напряженное состояние 

должно быть однородным (одинаковым). Форма одного из стандарт-

ных образцов, применяемых в опытах на растяжение, показана на 

рисунке 2.14. Головки по его концам служат для закрепления в 

нижнем и верхнем захватах машины. На основании принципа Сен-

Венана деформация средней части образца однородна, т. к. не зави-

сит от распределения нагрузки в зоне захвата.  

В области однородности вы-

бирают базу измерения l0 и 

устанавливают
 

тензометры для 

замера упругих деформаций. 

Упругопластическое удлинение 

базы l измеряют специальным 

датчиком перемещений.  

l0

d 0A
0

FF

 

Рисунок 2.14 

В процессе испытания на растяжение, с помощью диаграммного 

аппарата, установленного на испытательной машине, автоматически 

вычерчивается график зависимости удлинения образца l от растя-

                                                           
1) 

Например,
 
ГОСТ 1494–84

 
«Металлы.

 
Методы испытаний на растяжение»

 
и

 
др. 
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гивающей силы F (рисунок 2.15). Полученный график называют 

машинной диаграммой растяжения.  

Пользоваться диаграммой растяжения неудобно, так как она су-

щественно зависит от длины испытуемого образца и площади его по-

перечного сечения. Чтобы она характеризовала механические свойства 

F

 

Рисунок 2.15 

материала, а не конкретного образца, ее строят 

по машинной диаграмме растяжения в относи-

тельных координатах, переходя от F и l к ве-

личинам  и  по формулам 

0
A

F
 ,  

0
l

l , 

где
 

A0

 

–
 

площадь поперечного сечения образца 

в рабочей зоне до нагружения;  

       
 

l0 – принятая база.  

В опытах на растяжение обычно используют два типа цилиндри-

ческих образцов (см. рисунок 2.14): нормальные (l0/d0 = 10) и уко-

роченные (l0/d0 = 5). При изучении свойств листовых материалов 

испытывают образцы прямоугольного поперечного сечения.  

Испытания на сжатие. Испытания проводят на специальных 

прессах
 

или на универсальных машинах и строят диаграммы сжатия. 

В опытах на сжатие используют образцы, выполненные в виде ко-

ротких цилиндров высотой h0  3d0 (d0 – диаметр), кубиков и призм.  

 

2.9 Диаграммы растяжения  

Диаграмма растяжения малоуглеродистой строительной стали. 

На рисунке 2.16 представлена диа г р амма  р а стяжения  пла -

стичной  стали  (малоуглеродистой стали Ст3). Такого типа диа-

грамма является условной диаграммой растяжения. Условность
 

ее 

заключается в том, что деформации и напряжения получены путем 

деления на первоначальные длину l0 и площадь поперечного сечения 

A0, хотя в процессе растяжения эти величины изменяются. 

Участок I соответствует упругим деформациям материала. Здесь 

справедлив закон Гука, и величина деформации прямо пропорцио-

нальна напряжению (прямая 0А). Напряжение pr в конечной точке 

А называется пр ед ел ом  пр опорционал ьн о сти .  

Взяв отношение текущих значений напряжения  и деформации 

 на участке 0А, с учетом закона Гука (2.5) получаем  

EE tg . 

Следовательно, модуль Юнга численно равен тангенсу угла 

наклона к горизонтали участка 0А диаграммы растяжения. 
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Рисунок 2.16 

Участок II состоит из трех характерных разделов. От точки А до 

В диаграмма криволинейна, но деформации остаются упругими, т. е. 

при разгрузке образец восстанавливает свою первоначальную форму 

и размеры. Напряжение e , соответствующее точке В, называется 

п р е д ел ом  упр у г о сти . При дальнейшем увеличении нагрузки 

после точки В появляются пластические деформации.  

В точке С начинается процесс деформации образца без увеличе-

ния внешней нагрузки – течение материала. Участок CD называ-

ется площадкой текучести. В процессе текучести у стальных образ-

цов существенно меняются электропроводность, магнитные свойства, 

происходит выделение тепла и другие процессы. Поверхность поли-

рованного образца покрывается линиями (рисунок 2.17, а), накло-

ненными к его оси примерно под углом 45 (линии Людерса – Чер-

нова
1)

). Появление этих линий связано со скольжением материала по 

плоскостям, на которых действуют максимальные касательные 

напряжения (см. подразд. 2.7). Напряжение y, соответствующее 

точке С, называется пр ед ел ом  текуч е сти .  

FF

а)

 

б)

FF
Шейка

 

Рисунок 2.17 

                                                           
1)
 Эти линии впервые описаны в 1859 г. немецким металлургом В. Людер-

сом и независимо от него в 1884 г. русским металлургом Д. К. Черновым 

(1839–1921).  
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Участок III характеризуется увеличением нагрузки, при кото-

рой происходит дальнейшая деформация образца. После прекраще-

ния текучести сталь упрочнилась и снова способна противостоять 

деформированию. Поэтому этот участок называется з оной  упр о ч -

н ения  материала.   

Наибольшее напряжение u, возникающее в образце до его раз-

рушения, называется пр ед ел ом  пр очно сти  (или вр ем енным  

с опр отивл ени ем ). Это отношение наибольшей силы, которую 

выдерживает образец, к первоначальной площади его поперечного 

сечения.  

Участок IV начинается в точке K и характеризуется образова-

нием местного сужения – шейки (см. рисунок 2.17, б), в пределах 

которой и происходит в дальнейшем разрыв образца.  

При этом условное напряжение в образце (определяемое делени-

ем силы на первоначальную площадь сечения) уменьшается соответ-

ственно уменьшению растягивающей силы (участок KR на диаграм-

ме). Истинное напряжение по сечению шейки (т. е. напряжение, 

отнесенное к площади поперечного сечения шейки) при этом всегда 

возрастает (участок KR', показанный штриховой линией). Разруше-

нию образца соответствует точка R на диаграмме.  

Различие между истинным и условным напряжением имеется не 

только после достижения предела прочности, но и на любой стадии 

испытания, так как при растяжении образца площадь его поперечно-

го сечения уменьшается. Однако до нагрузки, соответствующей пре-

делу прочности, это различие невелико и его обычно не учитывают. 

Диаграммы растяжения без площадки текучести. Ярко выражен-

ная площадка текучести присуща только диаграммам сталей с со-

держанием углерода 0,1–0,3 %, латуни и некоторых видов бронзы. 

Большинство же конструкционных материалов не имеет площадки  

0






u





0,2

pr

0,2% 

 

Рисунок 2.18 

текучести на диаграмме растяже-

ния (рисунок 2.18). Это, напри-

мер, алюминиевые сплавы, стали 

с содержанием углерода менее 

0,1 % или 0,3–5 %, легированные 

стали. После упругой стадии де-

формирования диаграмма растя-

жения таких материалов получает 

закругление и затем сразу перехо-

дит в кривую,
 

характеризующую 

стадию упрочнения.  

Таким образом, указанные ма-

териалы ведут себя как пластич-

ные, т. е. разрушаются после раз- 

вития больших остаточных деформаций. 
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Для пластичных материалов, не имеющих площадки текучести, 

вводится условное понятие технического предела текучести (в от-

личие от физического, охарактеризованного выше). За него принимают 

напряжение, при котором остаточная деформация достигает при-

мерно того же значения, что и при наличии площадки текучести.  

В качестве условного предела текучести обычно берется 0,2, т. е. 

напряжение, соответствующее пластической деформации pl = 0,2 %. 

Диаграммы растяжения хрупких материалов. Типичная диа-

грамма растяжения хрупких материалов показана на рисунке 2.19. 

Здесь отклонение от закона Гука наблюдается в начальной стадии 

нагружения и модуль Юнга не является постоянной величиной.  

Однако в пределах тех невысоких растягива-

ющих напряжений, при которых хрупкие мате-

риалы работают в конструкциях, криволиней-

ность диаграммы незначительна и ею пренебрега-

ют, заменяя кривую секущей и считая  

const tgE . 

Хрупкие материалы плохо сопротивляются 

растяжению. Предел прочности u при растяже-

нии невелик. Опасность хрупкого разрушения 

заключается в том, что оно происходит быстро, 

почти внезапно, без образования шейки.  

0









u

 

Рисунок 2.19 

 

2.10 Упругие и пластические деформации 

Предположим, что напряжение в испытываемом образце не пре-

вышает предела упругости e. Если снять растягивающую нагрузку, 

то при разгрузке деформации будут уменьшаться по тому же закону, 

по какому они увеличивались при нагружении. Процесс разгрузки 

изобразится линией ВА0 на диаграмме (см. рисунок 2.16). Следова-

тельно, в образце возникали упругие деформации  = e. 

Если образец нагружен выше предела упругости, то при его раз-

грузке деформация полностью не исчезает. Она уменьшается только 

на величину своей упругой части. На диаграмме линия разгрузки 

представляет собой прямую LL'. В этом случае деформация образца 

определяется так: 

ple
 , 

где e – упругая деформация; 

pl – остаточная (пластическая) деформация.  

Многочисленные испытания показывают, что при разгрузке пря-

мая LL' практически параллельна первоначальному участку 0А. Это 

явление называют  упру г ой  р а з г р у зкой .  
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Эффекты упрочнения. Если стальной образец подвергнуть растяже-

нию до пластического состояния и затем разгрузить, то, как отмеча-

лось ранее, появится остаточная деформация. При повторном нагру-

жении после некоторого «отдыха» материала (перерыва) сталь опять 

начнет работать упруго, повторяя прямую разгрузки L'L и следуя за-

тем диаграмме однократного растяжения LKR (см. рисунок 2.16).  

Предел пропорциональности, как нетрудно видеть, повышается 

(
prpr

 ), но полное удлинение уменьшается в результате необра-

тимой пластической деформации, приобретенной во время первого 

нагружения. Площадка текучести, если она была преодолена в про-

цессе предыдущего цикла, при повторном нагружении не возникает, 

т. е. материал становится более жестким, упрочняется. Такое повы-

шение упругих свойств называется  накл епом .  

Наклеп для элементов конструкций может быть как положи-

тельным, так и отрицательным явлением. При вторичном растяже-

нии образец разрушается как типично хрупкий, так как его пласти-

ческие свойства снижаются. При сжатии наклеп может быть полезен 

как повышающий твердость и сопротивляемость вибрационным воз-

действиям. К наклепу прибегают и в случаях, когда необходимо сни-

зить деформативность элементов: например, для устранения прови-

сания проводов или уменьшения нежелательного удлинения прово-

лочных канатов, грузовых цепей в процессе эксплуатации. При 

необходимости наклеп устраняют термической обработкой.  

Увеличение предела текучести материала при растяжении приво-

дит, как правило, к уменьшению его при сжатии. Подобное измене-

ние механических характеристик материала после пластического 

деформирования носит название  эффекта  Бауши нг е р а
1)

.  

 

2.11 Диаграммы сжатия 

Диаграммы сжатия пластичных материалов. Испытание на 

сжатие пластичных материалов, несмотря на простоту, менее распро-

странено, чем испытание на растяжение. Объясняется это, прежде 

всего, тем, что в упругой стадии и при малом развитии пластических
 

деформаций диаграмма сжатия таких материалов полностью повто-

ряет диаграмму растяжения (рисунок 2.20) и не дает никаких новых 

механических характеристик. Пределы пропорциональности, упруго-

сти и текучести имеют те же значения. Они и модуль Юнга для ма-

лоуглеродистой стали при растяжении и сжатии считаются совпада-

ющими.  

                                                           
1)
 Баушингер Иоганн (J. Bauschinger) (1834—1893) – немецкий ученый-

механик второй половины XIX века. Впервые в опытах на сжатие использовал 

короткие образцы, что позволило ему вычислить коэффициент Пуассона с до-

статочной степенью точности. Эффект сформулировал в 1879 г.  

https://ru.wikipedia.org/wiki/1834_%D0%B3%D0%BE%D0%B4
https://ru.wikipedia.org/wiki/1893_%D0%B3%D0%BE%D0%B4
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Различия начинаются после 

предела текучести. Площадка 

текучести менее выражена, чем 

при растяжении. Сжатие сопро-

вождается увеличением площади 

поперечного сечения образца, по-

этому испытание требует посто-

янно возрастающей нагрузки. 

Исследуемый образец (ци-

линдр) сначала принимает бочко-

образную форму (рисунок 2.21), а 

затем, не разрушаясь, расплющи-

вается. Дальнейшее испытание 

ограничивается возможностями 

испытательной машины.  








y

pr


u






y

pr

0

 

Рисунок 2.20 

h d

0

0

 

Рисунок 2.21 

Следовательно, определить предел прочности 

на сжатие uc для пластичных материалов не-

возможно. В расчетной инженерной практике, 

например для конструкционных сталей, его 

условно принимают таким же, как и на растя-

жение ut:  

uc = ut. 

Диаграммы сжатия хрупких материалов. 

Для хрупких материалов, таких как чугун, бе-

тон и другие строительные материалы, испыта-

ние на сжатие является основным. Их образцы 

доводят до разрушения, а предел прочности 

устанавливают, как при растяжении:  

0
AFu max

 . 

Диаграмма сжатия хрупкого материала 

по виду напоминает диаграмму растяжения 

(рисунок 2.22), но сопротивление сжатию в 

несколько раз больше, чем сопротивление 

растяжению (uc >> ut). Разрушение при 

сжатии происходит обычно путем сдвига 

одной части образца относительно другой.  

Плоскость сдвига в чугунном образце на-

клонена примерно под углом 45 к оси (ри-

сунок 2.23, а), что объясняется действую-

щими на ней максимальными касательными 

напряжениями. Характер разрушения бетон-

ного кубика показан на рисунке
 

2.23, б. 
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Рисунок 2.22 
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Силы

трения

Смазка

а) б) в)

 

Рисунок 2.23 

Если
 

уменьшить вли-

яние сил трения путем 

смазки, то образец раз-

рушится при меньшей 

нагрузке, характер раз-

рушения при этом будет 

другим (рисунок 2.23, в). 

Для большинства матери-

алов стандартным являет-

ся испытание без смазки. 

 

2.12 Механические характеристики материалов 

Механич е скими  характери стиками  конструкционных 

материалов называются величины, характеризующие их прочность, 

пластичность, твердость и т. д., а также модули упругости и коэф-

фициент Пуассона.  

Характеристики прочности. Основными механическими ха-

рактеристиками прочности пластичных материалов являются предел 

текучести σy и предел прочности σu при растяжении, хрупких – пре-

дел прочности при сжатии σuc.  

Характеристики
 
пластичности. При испытании на растяжение 

образцов из пластичных материалов кроме характеристик прочности 

определяют также следующие характеристики пластичности: 

 относительное остаточное удлинение при разрыве 

100

0

01 



l

ll

r
%, 

где l0 – первоначальная длина образца;  

 l1 – суммарная длина двух частей разорванного образца; 

 относительное остаточное сужение при разрыве 

100

0

10 



A

AA

r
%, 

где А0 – первоначальная площадь поперечного сечения образца; 

     А1 – площадь поперечного сечения в наиболее тонком месте 

шейки после разрыва. 

Характеристики разрушения. В подразд. 2.6 было показано, 

что площадь диаграммы F~l в пределах упругих деформаций выра-

жает работу силы F в тех же рамках. Очевидно, площадь всей диа-

граммы растяжения или сжатия характеризует полную работу, за-

траченную на разрушение образца.  
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Из сопоставления диаграмм на рисунке 2.24 видно, что для раз-

рушения пластичного материала необходимо затратить значительно 

большую работу, чем для разрушения хрупкого. Следовательно, если 

конструкция предназначена для восприятия динамических нагрузок, 

которые сопровождаются 
 

выделением большого количества энергии, 

предпочтение
  

должно  быть  отдано  пластичному материалу.  

Хрупкие материалы легко и 

быстро разрушаются от динамиче-

ских, а особенно от ударных воздей-

ствий из-за своей недостаточной
 

энергоемкости. С другой стороны,
 

при статическом
 

нагружении хруп-

кие материалы вполне работоспособ-

ны и надежны. 

Ударной  в я зко стью   назы-

вают величину, характеризующую 

способность материала  

F F

00

 

Рисунок 2.24 

сопротивляться хрупкому разрушению от действия ударных нагру-

зок. Меру сопротивления удару определяют на специальных копрах, 

на которых при помощи маятника разрушаются образцы. Ударную 

вязкость a определяют как отношение работы W, затраченной на 

разрушение образца, к площади его поперечного сечения:  

a = W/A. 

Твердость. Твер д о стью
 

называют способность материала со-

противляться механическому проникновению в него другого тела. 

Наиболее широкое распространение получили испытания твердости 

по Бринеллю
1)

 и по Роквеллу
2)

.  

При испытании по Бринеллю  стальной шарик, имеющий твер-

дость стекла (из закаленной хромистой стали), диаметром 10 мм 

вдавливается определенной силой F в испытуемый материал (для 

стали F = 30 кН). После этого измеряют диаметр полученного отпе-

чатка и находят величину A площади сферической поверхности, 

оставшейся в материале в результате его пластической деформации. 

Величина давления шарика F / A является мерой твердости материа-

ла и называется  чи сл ом  Бринелля   HB = F / A.  

При испытании по Роквеллу  в материал вдавливают острый 

алмазный наконечник в виде конуса.  Числ о  Р окв елла   HR  

определяется, как и HB. Принципиальное отличие в том, что твер-

дость определяется не площадью поверхности отпечатка индентора, а 

                                                           
1) 

Бринелль
 
Ю.

 
А. (J.

 
A.

 
Brinell) (1849–1925) – шведский инженер, метод 

определения твердости предложил в 1900 году, HB – Hardness Brinell.   
2)
 Роквелл

 
С. П.

 
(S. P.

 
Rockwell) (1886–1940)

 
–

 
американский металлург,  

HR
 
–

 
Hardness

 
Rockwell.  

https://ru.wikipedia.org/wiki/1849
https://ru.wikipedia.org/wiki/1925
https://ru.wikipedia.org/wiki/1900_%D0%B3%D0%BE%D0%B4
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глубиной его проникновения в исследуемый образец. В справочной 

литературе приведены таблицы, устанавливающие зависимость меж-

ду твердостью по Бринеллю и Роквеллу. 

Испытания материалов должны проводиться по методикам, ре-

гламентированным ГОСТами и ведомственными нормами. Для неко-

торых конструкционных материалов они приведены в приложении Б.   

 

2.13 Инженерные методы расчета на прочность.  
  Расчет по допускаемым напряжениям  

Рассмотрим вопрос о том, как использовать результаты испыта-

ний в практических расчетах конструкций на прочность.  

Историческая справка. Вплоть до начала XIX века большинство
 

кон-

структоров и инженеров устанавливали размеры элементов
 

машин
 

и
 

со-

оружений без расчета. Они руководствовались профессиональными тради-

циями, накопленными в течение столетий. Нередко опыт приобретался 

тяжелой ценой обрушения неудачно выполненных сооружений.  

В то же время разрабатывались методы расчета конструкций, но они в 

основном были направлены на поиск разрушающей нагрузки. Считалось, 

что конструкция может нормально работать вплоть до разрушения. Экспе-

риментальные данные о поведении материалов при больших нагрузках 

отсутствовали. Приходилось вводить схемы вероятного разрушения, кото-

рые были необоснованными и часто ошибочными.  

В 1826 г. Л. Навье высказал мысль об отказе от расчета конструкций 

по состоянию разрушения и выдвинул прогрессивную для своего времени 

идею рабочего состояния (напряженно-деформированного состояния, вы-

званного реальной, рабочей нагрузкой). При таком подходе нет необходи-

мости задаваться схемой разрушения. Достаточно определить напряжения 

при фактической нагрузке и сопоставить их с допускаемым значением.  

Методы расчета. Можно выделить три основных метода рас-

чета элементов конструкций или деталей машин на прочность при 

силовых воздействиях: 

 по допускаемым напряжениям;  

 допускаемым нагрузкам (разрушающим нагрузкам); 

 предельным состояниям.  

Рассмотрим каждый из них подробнее. 

Расчет по допускаемым напряжениям. У пластичных матери-

алов опасное состояние характеризуется появлением значительных 

пластических деформаций, у хрупких – возникновением трещин. 

Для каждого материала устанавливается опа сно е  (пр ед ел ьно е ) 

напряжение  lim: 

lim

(для пластичных материалов предел текучести),

(для хрупких материалов предел прочности).

y

u


  


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Далее определяется д опу ска емо е  напряжение  

lim[ ]
n


  , 

где n
 

– коэффициент запаса прочности (n >
 
1), который предусмат-

ривает возможный рост нагрузок, отклонения прочностных 

качеств сооружения в худшую сторону, неточность расчета 

и изготовления конструкции и т. д.  

Услови е  пр о чно сти   имеет вид 

max   [],                                  (2.16) 

где max

 
– наибольшее по абсолютной величине напряжение в кон-

струкции. 

В настоящее время метод расчета по допускаемым напряжениям 

используется в машиностроении при расчетах деталей машин и ме-

ханизмов. Ранее он применялся и в строительстве (для расчета желе-

зобетонных элементов – до 1938 г., для расчета металлических и 

деревянных элементов – до 1955 г.). 

 

2.14 Расчет по допускаемым нагрузкам1) 

Метод расчета по допускаемым нагрузкам предполагает опреде-

ление расчетным путем не напряжений, а максимальной нагрузки, 

которую может выдержать конструкция, не разрушаясь и не претер-

певая непрерывно нарастающих пластических деформаций. В основу 

метода положено у сл о ви е  пр е д ел ьно г о  р а вно в е сия  с и -

стемы , т. е. установление предельного значения внешней нагруз-

ки, которая может быть уравновешена внутренними силами. 

Для конструкций, выполненных из пластичных материалов, в 

отдельных зонах или элементах допускается работа материала за 

пределом упругости.   

Диаграмма Прандтля. Достаточная для инженерной практики 

точность расчета достигается при использовании упрощенной диа-

граммы растяжения пластичных материалов – диаграммы Пранд-

тля
2)

 (рисунок 2.25). Предполагается, что деформирование подчиня-

ется закону Гука вплоть до y, а далее происходит беспредельное 

развитие пластических деформаций. Если после достижения предела 

текучести напряжения уменьшаются сначала разгрузкой, а затем 

приложением нагрузки
 

противоположного знака (штриховая линия), 

                                                           
1)
 Метод расчета по допускаемым нагрузкам был разработан в СССР в 30-х 

годах XX века. 
2)
 Прандтль Людвиг (L. Prandtl) (1875–1953) – немецкий механик и фи-

зик, один из основателей экспериментальной аэродинамики.  
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то материал сначала ведет себя как упругий, а затем происходит его 

деформирование при постоянном напряжении (–y).   

Сжатие







y

y

0

Растяжение

 

Рисунок 2.25 

Материал, деформирование которого 

описывается диаграммой Прандтля, назы-

вается  и д еал ьным  упру г опла ст и -

ч е ским . 

Определение допускаемой нагрузки. 

Рассмотрим последовательность расчета 

конструкций по допускаемым нагрузкам. 

По расчетной схеме конструкции макси-

мальные напряжения max в опасной точке 

выражаются через внешнюю нагрузку F.  

Если max в опасной точке достигают 

y, то соответствующая нагрузка называет-

ся опа сной  и обозначается Fy.  

При дальнейшем наращивании нагрузки напряжение в опасной 

точке будет оставаться постоянным и равным y (согласно диаграмме 

Прандтля). Напряжения в других точках системы будут возрастать. 

Чем больше величина нагрузки, тем большее количество точек 

«охватывается» пластическими деформациями (напряжения в них 

становятся равными y).  

Неизбежен момент, когда зона пластических деформаций распро-

странится настолько, что дальнейший рост нагрузки вызовет разру-

шение конструкции или ее геометрическую изменяемость. Соответ-

ствующая этому моменту нагрузка Flim будет являться пр ед ел ьной  

(ра з р ушающей ).  

Допу ска емо е  (безопасное) значение нагрузки определяется 

введением в расчет коэффициента безопасности системы nF, который 

устанавливается из опыта эксплуатации подобных конструкций, но 

не может быть меньше nσ (чаще всего 1 15 1 21( , ... , )
F

n n ): 

lim
[ ]

F

F
F

n

 . 

Условие прочности имеет вид 

F  [F],                                     (2.17) 

где F – внешняя нагрузка, действующая на конструкцию в процессе 

эксплуатации. 

При рабочей нагрузке F  [F] в наиболее опасных точках системы 

напряжение может быть близким или даже равным пределу текуче-

сти материала. Это не сказывается на условиях эксплуатации, но 

позволяет или снизить расход материала на изготовление конструк-

ции, или при тех же его затратах повысить рабочие нагрузки.  
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2.15 Расчет по предельным состояниям 

Принято считать, что рассмотренные выше методы расчета име-

ют существенный недостаток – один коэффициент запаса на все 

случаи работы сооружения. Исследования работы строительных кон-

струкций показали, что аварии возникают в результате случайного 

совпадения нескольких факторов: отклонение нагрузки, снижение 

механических свойств материалов, неблагоприятные условия экс-

плуатации и т. д.  

Указанный недостаток был устранен в методе расчета по пре-

дельным состояниям, принятом в 1955
 

г. для выполнения расчетов в 

строительстве. Конечно, новый метод не возник на пустом месте. Он 

использует основные принципы предшествующих расчетов.  

Пред ел ьным  с о стоянием  называется такое состояние кон-

струкции, когда она теряет способность к сопротивлению внешним 

нагрузкам или ее эксплуатация становится затруднительной.  

Согласно
 

действующим нормативным документам (строительным 

нормам) предельные состояния подразделяются на две группы: 

 первая группа (по потере несущей способности – полной непри-

годности к эксплуатации): хрупкое, пластичное, усталостное или 

иного характера разрушение; потеря устойчивости формы или 

положения; качественное изменение конфигурации; резонансные 

колебания; состояния, при которых возникает необходимость 

прекращения эксплуатации: текучесть или ползучесть материа-

лов, сдвиги в соединениях, чрезмерное раскрытие трещин;  

 вторая группа (по непригодности к нормальной эксплуатации – 

ограниченности эксплуатации, предусмотренной проектом): по-

явление недопустимо больших
 

перемещений
 

(прогибов,
 

осадок), 

колебаний, трещин и т. п.  

Цель расчета – оградить сооружение от появления при эксплуа-

тации какого-либо вида предельного состояния. Рассмотрим после-

довательность расчета по предельным состояниям. 

Характеристические и расчетные воздействия. По норма-

тивным документам
1)

 устанавливаются ха рактери стич е ски е  

на г р у зки  Fn – наибольшие нагрузки при нормальной эксплуата-

ции зданий и сооружений. Далее определяются р а с ч етные  

на г р у зки  F (Fd) – наибольшие нагрузки, которые могут появиться 

при случайном отклонении от нормативных нагрузок, 

F = Fn f,  

где f – частный коэффициент для воздействия, учитывающий воз-

можность неблагоприятных отклонений значения воздействия от ре-

презентативного значения (коэффициент надежности по нагрузке). 

                                                           
1)
  СН 2.01.01-2022. Основы проектирования строительных конструкций.  
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После того, как установлены нагрузки, определяются напряже-

ния и перемещения в элементах системы.  

Характеристическое и расчетное сопротивление. По норма-

тивным документам
1)

 устанавливается характери стич е ско е  

с опр отивл ени е  Rk.  

Например, для прокатной стали в качестве Rk принимается 

наименьшее контролируемое значение предела текучести σy, уста-

новленное ГОСТами на металл. Если допускается работа растянутых 

металлических элементов за пределом текучести, то в качестве Rk 

принимается наименьшее значение предела прочности.  

Расч етно е  з нач ени е  с опр отивл ени я  R (Rd) допускает-

ся определять непосредственно из характеристического значения со-

противления материала или изделия, по формуле  

k

M

R
R 


, 

где M – частный коэффициент для характеристики свойства мате-

риала и изделия, учитывающий возможные неблагоприятные откло-

нения характеристики свойства материала или изделия от характе-

ристического значения (M > 1).  

Расчет на прочность. При расчетах на прочность (по первому 

предельному состоянию) в конструкции ограничиваются наибольшие 

напряжения. Условие прочности имеет вид 

max  Rc,                                   (2.18) 

где c – коэффициент условий работы (в большинстве случаев с  1). 

Следовательно, формально условие прочности по первому пре-

дельному состоянию (2.18) совпадает с условием прочности (2.16) по 

допускаемым напряжениям, где вместо [] взято Rc
2)

.  

Расчет на жесткость. В случае расчета на жесткость (по второ-

му предельному состоянию) в системе ограничивают максимальные 

перемещения max. Условие жесткости имеет вид 

][
max

 ,                                   (2.19) 

где [] – допускаемое значение перемещений. 

Замечание . Метод расчета по предельным состояниям позво-

ляет производить прочностные расчеты конструкций, как в предпо-

ложении упругой работы материала, так и с учетом пластических 

деформаций (по диаграмме Прандтля).  

                                                           
1)
 СП 5.04.01-2021. Стальные конструкции; СП 5.03.01-2020. Бетонные и 

железобетонные конструкции.  
2)

 В дальнейшем будем считать коэффициент условий работы c = 1. 
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Но этот метод имеет весьма существенный недостаток. В упругой 

стадии работы можно найти и напряжения, и перемещения. Но в 

пластической стадии для определения и проверки перемещений
 

ука-

занным
 

методом
 

пользоваться
 

нельзя. Между тем, изменение геомет-

рической формы любой конструкции допустимо лишь до некоторого 

предела, зависящего от назначения конструкции, степени ее ответ-

ственности и условий эксплуатации.  

 

2.16 Расчеты стержней при растяжении-сжатии 

Расчеты на прочность при упругой работе материала. Если 

стержень имеет постоянную площадь поперечного сечения по длине, 

то опасным является сечение, в котором возникает наибольшая про-

дольная сила Nmax. В этом случае условие прочности можно записать 

в виде 

][
max

max 
A

N
,                             (2.20) 

где max – максимальное напряжение в стержне; 

Nmax – продольная сила в опасном сечении; 

A – площадь поперечного сечения (А = const); 

[] – допускаемое напряжение. 

Если площадь поперечного сечения переменна по длине стержня, 

то опасным является сечение, для которого максимально отношение  

N/А.  Условие прочности имеет вид 

][






max

max
A

N
. 

На практике используются три типа расчетов на прочность: 

 пов е р о чный  р а с ч ет  выполняется, если известны размеры 

стержней, внешние нагрузки и допускаемые напряжения. Вы-

числяются максимальные рабочие напряжения и сравниваются с 

допускаемыми напряжениями. После этого делается заключение, 

выполняется или не выполняется условие прочности 

max   []; 

 под б о р  р а зм ер о в  п оп ер е чных  с е ч ений  элементов кон-

струкций производится, если заданы внешние нагрузки (следо-

вательно, известны внутренние продольные силы N) и допускае-

мые напряжения. Тогда из условия (2.20) для опасного сечения 

следует 

][
 max

N
A ;                                  (2.21) 
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 опр ед ел ени е  г р у з оподъ емно сти  (несущей способности) 

проводится, если известны размеры сечений элементов и допус-

каемые напряжения. Тогда величина продольной силы в опасном 

сечении  

][ AN
max

.  

По ней вычисляется максимальная величина внешней нагрузки 

Fmax. Эту задачу решают, главным образом, при реконструкции 

сооружений, когда необходимо выяснить, смогут ли существую-

щие сооружения выдержать возросшие нагрузки.  

Замечание . При расчетах строительных элементов конструк-

ций используются те же типы расчетов на прочность. Вместо допус-

каемого напряжения применяется расчетное сопротивление R.  

В упругой стадии работы стержней при растяжении-сжатии мо-

жет производиться расчет на жесткость, когда  ограничивают мак-

симальные перемещения. Согласно условию жесткости (2.19) имеем 

][
max

 , 

где max – максимальные перемещения; 

        [] – допускаемое значение перемещений. 

Расчеты на прочность с учетом пластических деформаций 

(расчеты по несущей способности). При растяжении и сжатии 

напряжения по площади поперечного сечения стержня распределя-

ются равномерно. Поэтому для статически определимых систем 

расчеты по всем трем методам (по допускаемым напряжениям, до-

пускаемым нагрузкам и предельным состояниям) дают один и тот же 

результат. Для статически неопределимых систем результаты рас-

чета различаются.  

Считается, что деформирование материала подчиняется диаграмме 

Прандтля (см. подразд. 2.13). Расчет ведется в следующем порядке: 

1)  определяются продольные силы и напряжения в стержнях, 

выраженные через внешнюю нагрузку F; 

2)  напряжения в наиболее нагруженном стержне max приравни-

ваются y и вычисляется опасная нагрузка Fy; 

3)  предполагается, что нагрузка увеличивается так, чтобы 

напряжения в других стержнях достигали значения y; составляется 

уравнение предельного равновесия, из которого определяется пре-

дельная нагрузка Flim. 

Далее производится один из типов расчетов: 

 пов е р о чный  р а с ч ет  выполняется, если известны размеры 

стержней, внешняя нагрузка F и коэффициент запаса nF. Нахо-

дится допускаемая нагрузка [F] = Flim/nF и проверяется выполне-

ние условия прочности 

F   [F]; 



2.16 Расчеты стержней при растяжении-сжатии 67 

 

 опр ед ел ени е  г р у з оподъ емно сти  (несущей способности) 

проводится, если известны размеры стержней и коэффициент за-

паса. Максимальная нагрузка, которая может быть воспринята 

конструкцией, 

Fmax  = [F] = Flim/nF; 

 опр ед ел ени е  з апа са  пр о чно сти  выполняется, если из-

вестны размеры стержней и внешняя нагрузка F. Коэффициент 

запаса  

nF = Flim/F. 

 ПРИМЕР 2.5. Система состоит из абсолютно жесткого бруса и двух 

стальных стержней
 
1

 
и 2

 
(рисунок 2.26,

 
а).

 
Длины стержней l1 = 1,5 м; l2 = 2 м; 

площади сечений А1 = 1 см
2

; А2 = 1,4 см
2

; угол  = 30; предел текучести  

y =
 

240
 

МПа, допускаемое напряжение []
 

=
 

160 МПа, коэффициенты запаса 

прочности по напряжениям и нагрузкам одинаковы (n
 
=

 

nF

 

=
 

n). 

Требуется:  

1) определить внутренние 

продольные силы и напряже-

ния в стержнях, выраженные 

через силу F;  

2) определить грузоподъ-

емность системы, проведя рас-

чет по допускаемым напряже-

ниям;  

3) определить грузоподъ-

емность, проведя расчет по 

допускаемым нагрузкам.  

1 Определение напряже-

ний в стержнях 

Уравнение статики. От-

бросим опорные шарниры 

стержней и учтем их влияние 

на
 

конструкцию продольными 

силами
 

N1,
 

N2 (рисунок
 

2.26, б). 

Если отбросить опору D, то 

появятся две неизвестные
 

со-

ставляющие опорной реакции. 

Получаем четыре неизвестных 

усилия. Так как в задачах 

плоской статики можно соста-

вить только три независимых 

уравнения равновесия, то рас-

сматриваемая система являет-

ся один раз статически неопре-

делимой (см. подразд. 1.6).  

2
cos

a
 

 N1

N
2

2


l

1

l
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a a a



B C
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2
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Рисунок  2.26 
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Исследуем условия равновесия бруса. Реакции опоры D нас не интере-

суют, поэтому составим уравнение моментов относительно точки D, в ко-

торое войдут обе искомые силы N1  и  N2: 

0221  FaaNaN cos ,   

FNN  21 2cos .                                    (а) 

Уравнение совместности перемещений. Для составления дополни-

тельного уравнения совместности
 

перемещений
 

рассмотрим деформирова-

ние конструкции (рисунок 2.26, в). В результате удлинения стержней брус 

повернется вокруг шарнира D, оставаясь прямым, т. е. из положения ВDС 

он перейдет в положение В'DС'. Перемещение шарнира В равно удлине-

нию первого стержня ВВ' = l1, а перемещение шарнира С  

СС' = l2 / cos . 

Из подобия треугольников DВВ' и DСС' получаем 

a

l

a

l

2

21 


 cos/
,   2 12 cosl l    . 

Подставив сюда выражения полных удлинений стержней через про-

дольные силы  

1

11

1
EA

lN
l  , 

2

22

2
EA

lN
l  , 

получим еще одно уравнение, связывающее искомые силы  N1  и  N2: 

 cos1

12

21

2 2 N
Al

Al
N .                                   (б) 

Продольные силы в стержнях. У нас имеется система из двух уравне-

ний ((а) и (б)) относительно двух неизвестных величин. Для ее решения 

подставим второе уравнение в первое:  

FN
Al

Al









 1

2

12

21
41 cos . 

С учетом числовых данных N1 = 0,241F. Из соотношения (б) следует, что 

N2 = 0,438F.  

Нормальные напряжения в стержнях следующие:  














 24
1

1

1

м

1
2410

101

2410

F
F

A

N ,
; 













 24
2

2

2

м

1
3130

1041

4380

F
F

A

N

,

,

. 

Так как 2 > 1, то более нагруженным является стержень 2.  

2 Расчет по допускаемым напряжениям 

Определим Fmax – максимальное значение внешней силы F, при кото-

ром условие прочности выполняется в обоих стержнях. Для этого напря-

жение в более нагруженном втором стержне приравняем к допускаемому 

напряжению: 

][
max

 F3130
2

;  кН,115Н10151

3130

10160

3130

3

6







 ,
][

max
F . 
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3 Расчет по допускаемым нагрузкам 

Найдем опасную нагрузку Fy, при которой напряжения в наиболее 

нагруженном стержне max достигают предела текучести: 

3130
max y y

F    ,  

тогда                  

6
3240 10

76 7 10
3130 3130

, Н 76,7 кН
y

y
F

 
     . 

Следует отметить, что при F = Fy весь материал стержня 2 перейдет в 

пластическое состояние, стержень 1 останется упругим. 

Согласно диаграмме Прандтля при дальнейшем увеличении нагрузки 

сверх опасной Fy напряжения в стержне 2 остаются постоянными и рав-

ными пределу текучести. Напряжения в стержне 1 растут. Нагрузка, при 

которой во всех точках системы (и в стержне 1, и в стержне 2) напряже-

ния достигают предела текучести и система находится в равновесии, явля-

ется предельной.  

Предельную нагрузку определим из условия предельного равновесия. 

Для этого в уравнении равновесия (а) выразим продольные силы в стерж-

нях через напряжения (N1 = 1A1; N2 = 2A2)  

FAA  2211 2cos  

и приравняем напряжения к пределу текучести (1 = 2 = y), а силу F – 

к предельной нагрузке (F = Flim):  

  cos
21lim

2AAF
y

.                                 (в) 

Условие (в) называется условием предельного равновесия, так как при 

увеличении нагрузки сверх Flim внутренние силы не будут уравновешивать 

внешнюю нагрузку, система станет геометрически изменяемой.  

Из условия (в) 

кН,282Н102821030412110240
346

lim
 

,)cos,(F . 

Определим коэффициент запаса прочности и допускаемую нагрузку 

51

10160

10240

6

6

,

][












y

n ,   кН,854Н10854

51

10282
3

3

lim 


 ,

,

,
][

n

F
F . 

Максимальное значение внешней силы 

кН,854 ][max FF . 

Выводы. Разница в значениях максимальной внешней нагрузки  

54 8 51 1
100 7 2

51 1
max

, ,
( ) % , %

,

F


    . 

Таким образом, при расчете по допускаемым нагрузкам несущая спо-

собность (грузоподъемность) оказалась на 7,2
 

% выше, чем при расчете по 

допускаемым напряжениям, т. е. расчет по допускаемым нагрузкам позво-

ляет проектировать более экономичные конструкции, обеспечивая равно-

прочность их элементов. 
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2.17 Влияние температуры и радиации  
     на механические характеристики материалов 

Деление материалов на пластичные и хрупкие в зависимости от 

величины остаточного удлинения является условным. Свойства пла-

стичности во многом зависят от внешних условий, при которых про-

изводятся испытания. Так, при низких температурах сталь может 

стать хрупким материалом, а образец из чугуна, испытываемый при 

высоком давлении, разрушается с образованием шейки и ведет себя, 

как пластичный материал. Одна и та же высоколегированная сталь 

может быть пластичной после отпуска и хрупкой после закалки. 

Влияние температуры на свойства металлов. При повышен-

ных температурах модули упругости и предел текучести, как прави-

ло, уменьшаются. Коэффициент Пуассона зависит от температуры 

незначительно. 

Для описания зависимости модулей упругости от температуры 

предлагается использовать формулу, введенную Дж. Ф. Беллом
1)

 по-

сле экспериментального исследования более 500 металлов и сплавов: 

)()()( TGTG  0 ; )()()( TETE  0 ; 

 








,,,,)(,

;,,
)(

57006021031

06001

mm

m

TTTT

TT
T           (2.22) 

где       T – температура материала, К; 

G(T),
 

E(T) – модуль сдвига и модуль Юнга при температуре Т; 

G(0), E(0) – те же модули при так называемой нулевой температуре; 

(T) – линейная функция температуры;  

Tm – температура плавления материала.  

Значения G(0), E(0) легко получить, используя соотношения 

(2.22), если известны величины соответствующих модулей при ком-

натной температуре и температура плавления материала.  

Зависимость предела текучести от температуры эксперимен-

тально исследовалась многими механиками. Один из способов ее 

описания предложил Н. А.
 

Махутов
2)

:  

 01 1
0

( )
T T

y y
T е

 
   , 

где 0y
  

   
– 

– 

предел текучести при температуре T0, )(
0 0

T
yy

 ; 

экспериментальная константа материала. 

                                                           
1)
 Белл Джеймс Фредерик (J. F. Bell) (1914–1995) – профессор физики уни-

верситета Джона Гопкинса, США. Экспериментальные основы механики де-

формируемых твердых тел. Ч. 1. – М. : Наука, 1984. – 600 с. 
2)
 Махутов Николай Андреевич (род. 1937) – чл.-кор. РАН. Механика ма-

лоциклового разрушения. – М. : Наука, 1986. – 264 с. 
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Например, для сплава Д16Т: Тm = 933
 

К, 

 = 301
 

К
–1

, 
 

G(0)
 

=
 

0,308
 


 

10
11 

Па,  

Е(0) = 0,829
 


 

10
11 

Па. 

Изменение диаграммы растяжения об-

разца в поле повышенных температур схе-

матично показано на рисунке 2.27. Диа-

грамма наклоняется вправо (за счет умень-

шения модуля Юнга), становится ниже 

(уменьшается предел текучести) и вытяги-

вается вдоль оси деформаций.  






y0

0


y

 

Рисунок 2.27 

Влияние радиации на свойства материалов. При облучении 

элементов конструкций нейтронами, ионами, электронами изменя-

ются механические свойства материалов: твердость, предел текуче-

сти, пластичность, ползучесть. Особый интерес представляет 

нейтронное облучение. Согласно экспериментальным данным рост 

величины нейтронного потока I = t ( – интенсивность потока, t – 

время) при малых деформациях, как правило, приводит к радиаци-

онному упрочнению материала и росту предела текучести. Остано-

вимся на исследовании этого явления при постоянной температуре.  

Для аналитического описания радиационного упрочнения мате-

риала предлагается следующая формула: 

 I

yy
A

 e
0

11 ,                               (2.23) 

где y, y0 – пределы текучести облученного и необлученного мате-

риалов.  

Наличие в формуле (2.23) двух констант А и  позволяет с доста-

точной степенью точности аппроксимировать экспериментальные 

данные. Здесь учтено, что с ростом дозы облучения происходит насы-

щение, и упрочнение прекращается.  Также  при отсутствии радиации 

10  , м
24

y

-2
I  

Рисунок 2.28 

(I = 0) из формулы следует ну-

левое упрочнение (y = y0), что 

выгодно отличает ее от формулы 

Мэйкина и Минтера
1)

 для сталь-

ных сплавов.  

На рисунке 2.28 показаны 

точками
 

экспериментальные зна-

чения пределов текучести алю-

миниевого
 

сплава 356 в за-

висимости от величины нейтрон- 

ного потока [25]: А = 1,09;  

 = 9,73
 


 

10
–26

 м
2

/нейтрон.  

                                                           
1)
 Makin, M. J. Acta Metall / M. J. Makin, F. J. Minter. – 1960. – Vol. 8. – 

691–699. 
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




0

0


y

y

 

Рисунок 2.29 

Соответствие экспериментальных точек и 

расчетных данных (сплошная кривая) в 

достаточной степени удовлетворительно. 

Влияние радиации на константы 

упругости – модуль Юнга, коэффициент 

Пуассона и т. д. – незначительно. Изме-

нение диаграммы растяжения в радиаци-

онном поле схематично показано на ри-

сунке 2.29. У облученного образца диа-

грамма становится ýже и выше.  

 

2.18 Вязкоупругие свойства материалов  

Понятие о реономных свойствах материалов. Полимерные 

материалы и бетоны при нормальных рабочих температурах, а ме-

таллы при нагреве проявляют в процессе эксплуатации реономные 

свойства. Так называются механические свойства материалов, суще-

ственно зависящие от времени. Эту зависимость можно исследовать 

при растяжении цилиндрических образцов.  

Ползуч е стью ,  или к рипом ,  называется процесс изменения 

деформаций со временем при постоянном напряжении. Соответству-

ющие графики называются кривыми ползучести. 

l

t




0

0F  

Рисунок 2.30 

На рисунке 2.30 схематически пока-

заны условия испытания и кривая пол-

зучести. Верхний конец образца закреп- 

ляется, к нижнему сечению приклады-

вается нагрузка. Ведется наблюдение за 

изменением длины в расчетной части 

образца и строится кривая изменения 

деформации  от времени t. Деформа-

ция увеличивается от своего начального 

значения 0, которое соответствует 

«мгновенно» приложенной нагрузке F. 

Явление уменьшения напряжения в 

образце при постоянной деформации 

называется
 

релаксацией .
 

Предполо-

жим, что образец «мгновенно» растя-

нули так, что расчетная длина l0 стала 

равной l (рисунок 2.31). Для этого по-

требовалась сила F1. Образец закрепили 

в растянутом состоянии на некоторое 

время. Затем его освободили от закреп-

ления и вновь приложили такую 

нагрузку,
 

чтобы
 

расчетную часть образца  





t

0

0

0l

F

F

 

Рисунок 2.31 
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растянуть до величины l.. Оказывается, потребовалась нагрузка F2, 

меньшая первоначальной F1. Поэтому говорят, что напряжение, тре-

бующееся для поддержания постоянной деформации, падает, умень-

шается, релаксирует.  

Ядра ползучести и релаксации. В реальных элементах кон-

струкций ползучесть и релаксация проявляются одновременно, вза-

имосвязано. Их можно отразить аналитически, если ввести время в 

связь напряжения и деформации образца при растяжении.  

Предположим, что всё предшествующее время действия напря-

жений влияет на деформацию в данный момент. Тогда соответству-

ющие уравнения называют наследственными соотношениями тео-

рии линейной вязкоупругости и записывают в виде, предложенном 

Больцманом
1)

:  

 

t

dtttE

0

)()()()( ;   

 


t

dtRt
E

t

0

)()()(
)(

. 

Функцию памяти (t) называют ядром ползучести, а R(t) – яд-

ром релаксации материала при растяжении. Подставив (t) из второ-

го уравнения в первое и потребовав его тождественного выполнения, 

получим соотношение, связывающее ядра между собой:  

 

t

dRtttR

0

)()()()( . 

Следовательно, вполне достаточно определить одно из ядер экс-

периментально, второе можно получить аналитически. При других 

видах деформирования (изгиб, кручение) напряжения с деформаци-

ями можно связать подобным образом.  

На практике в основном используются следующие три аналити-

ческие выражения для ядер ползучести.  

 Экспоненциальное ядро  

pt
Aet

 )(    (A > 0; p > 0). 

Наличие в этом представлении только двух констант материала А 

и р затрудняет его применение для описания экспериментальных 

данных в широком диапазоне времени, особенно в начальный период 

нагружения. 

                                                           
1)
 Больцман Людвиг (L. Boltzmann) (1844–1906) – австрийский физик, один 

из основателей статистической физики и механики, иностранный член-

корреспондент Петербургской академии наук (1899).  
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 Степенное ядро (Дуффинга
1)

) имеет особенность при t = 0, что 

соответствует высокой скорости деформирования материала в 

момент приложения нагрузки 




1
)(

t

C
t    (0 <  < 1). 

Ограничение на константу  связано с тем, что при  = 0 ско-

рость деформации и сама деформация в момент приложения нагруз-

ки становятся бесконечно большими. Ядро хуже работает при доста-

точно больших временах нагружения. 

 Ядро Ржаницына
2)

 






1

)(

t

Ae
t

pt

   (p > 0;  0 <  < 1). 

Это типичное ядро, в котором объединяются экспоненциальные и 

степенные свойства. Оно является наиболее применяемым в настоя-

щее время для практических расчетов. В качестве примера
 

приведем 

параметры ядра релаксации для фторопласта [21]: 

A = 0,02366 c
–

,  p = 3,3310
–4

 c
–1

,   = 0,05.   

По изотермической радиационной ползучести экспериментальные 

данные практически отсутствуют. Радиационное упрочнение матери-

ала приводит к уменьшению скорости движения дислокаций (мик-

роповреждений) и замедлению ползучести. Но увеличивающееся при 

этом количество точечных дефектов способствует убыстрению ползу-

чести, например, для урана – в 50–100 раз. Наряду с явлением уско-

ренной ползучести под облучением наблюдается также ускоренная 

релаксация напряжений как в делящихся, так и в неделящихся ма-

териалах.  

 

 

 

                                                           
1)

 Георг Дуффинг (Georg Wilhelm Christian Caspar Duffing) (1861–1944) —

немецкий инженер и изобретатель. В 1918 году математически описал колеба-

ния и их резонансы дифференциальным уравнением, получившим его имя 

(Уравнение Дуффинга).  
2)

 Ржаницын Алексей Руфович (1911–1987) – выдающийся советский уче-

ный. Разработал теорию составных стержней, которая в настоящее время ши-

роко применяется при расчете многоэтажных зданий с учетом податливости 

соединений, метод расчета составных стержней по предельному состоянию.  
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В предыдущих разделах было показано, что в различных сече-

ниях стержня возникают и нормальные, и касательные напряже-

ния, причем они обычно сопутствуют друг другу. На практике во 

многих случаях расчета на прочность вполне достаточно определить 

наибольшие нормальные напряжения. Таковы, например, расчеты 

на растяжение-сжатие.  

Однако часто весьма существенными оказываются касательные 

напряжения, в результате чего разрушение элемента может про-

изойти от взаимного сдвига его частей. В таких случаях прочность 

проверяют исходя из наибольших касательных напряжений. 

 

3.1 Чистый сдвиг  

Чистым  с д ви г ом  называется
 

такое напряженное
 
состояние, 

при котором на гранях выделенного из стержня элемента возника-

ют только касательные напряжения (рисунок 3.1). Такие грани 

называются площадками чистого сдвига . 

Деформация чистого сдвига характеризуется
 

изме-

нением
 
первоначально прямых углов (см.

 

подразд.
 

1.5). 

Реализуется чистый сдвиг, например, при с р е з е  

и к р у ч ении . Пусть к брусу приложены перпенди-

кулярно его оси две равные по модулю, но противопо-

ложно направленные силы F, действующие весьма 

близко
 

друг
 

от друга (рисунок 3.2,
 

а). 







  

Рисунок 3.1 

m

m







F

F







а) б)

 
Рисунок 3.2 

При достаточной
 

вели-

чине этих сил произойдет  

срез – отделение одной  

части бруса от другой  

(например, при разрезании 

ножницами прута, полосы 

и т. д.).  

Другим примером, ил-

люстрирующим состояние 

чистого сдвига, служит 

скручивание тонкостенной 

трубки (рисунок 3.2, б) 

моментом m.  
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Деформации при чистом сдвиге. Предположим, что из 

стержня можно вырезать элемент abdc, на гранях которого возни-

кают только касательные напряжения (рисунок 3.3, а).  

 

 

 

 

 

 

 

h

  

 

a

b

c

d

a

b

c

d
'd

c'

а) б)

 

Рисунок 3.3 

Поскольку по граням элемен- 

та нет нормальных напряжений, 

то вдоль них нет и удлинений. 

В то же время грани ab и cd 

смещаются относительно друг 

друга, происходит изменение 

прямых углов. Предположим, 

что грань cd относительно ab 

заняла положение c'd' (рисунок 

3.3, б).  

Полным  с д ви г ом  называется величина абсолютного смеще-

ния граней:  

δ = сс'. 

Величина δ зависит от расстояния h между смещающимися гранями. 

Относител ьный  с д ви г  (у г ол  с д ви га )  – это величина 

изменения прямого угла (выражается в радианах). В силу малости 

деформаций γ << 1, следовательно, tg γ   γ,  поэтому  

h   .                                  (3.1) 

Закон Гука при чистом сдвиге. В пределах упругости каса-

тельные напряжения  связаны с относительным сдвигом  з а к о -

н о м  Г у к а  

 G ,                                  (3.2) 

где G – модул ь  с д ви га , который выражается через введенные 

ранее модуль Юнга Е и коэффициент Пуассона   

)1(2 
 E

G . 

Как отмечалось в п. 2.2, коэффициент Пуассона 0 <   0,5. Отсюда 

G = (0,33…0,5)E. Для стали, например,  

Е = 2,06  10
11

 Па;   = 0,3;  G = 
),(

,

3012

10062
11




  0,79  10

11

 Па. 

Испытания на сдвиг. Закон Гука при сдвиге подтвержден экс-

периментально. Чаще всего испытания на сдвиг проводят путем 

скручивания тонкостенных трубчатых образцов (см. рисунок 3.2, б). 

При этом в них возникает однородная деформация сдвига. 

Диаграмма  ~  при чистом сдвиге сходна с диаграммой  ~  
при растяжении (рисунок 3.4). На ней можно выделить аналогич-

ные характерные точки: pr – предел пропорциональности; e – 

предел упругости; y – предел текучести; u – предел прочности. 
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Для изотропных материалов испытания 

на сдвиг не имеют самостоятельного значе-

ния. Специальным выбором осей координат 

сдвиг может быть сведен к суперпозиции 

растяжения и сжатия. Это позволяет теоре-

тически построить диаграмму сдвига по 

диаграммам растяжения и сжатия и уста-

новить связь между механическими харак-

теристиками растяжения и сдвига. 









y

pr

u

0

e

 
Рисунок 3.4 

 

3.2 Расчет соединений, работающих на сдвиг 

В отдельных сечениях некоторых конструкций возникают зна-

чительные касательные напряжения. В этих же сечениях, как пра-

вило, возникают и нормальные напряжения, а потому они не явля-

ются площадками чистого сдвига. Однако если нормальные напря-

жения в них значительно меньше касательных, то в приближенных 

расчетах учитываются только последние, а указанные сечения при 

этом рассматриваются как площадки чистого сдвига.  

Понятие о срезе. Ср е з ом  называется такой вид деформиро-

вания, при котором в поперечных сечениях стержня отличны от 

нуля только поперечные силы (Qy или Qx). 

С достаточной степенью точности можно считать, что деформа-

ция среза возникает при действии двух равных, близко располо-

женных сил, которые направлены противоположно друг другу в 

разные стороны перпендикулярно продольной оси бруса.  

F

F

I II

Q
F

I

Q
F

II

 
Рисунок 3.5 

Проведенное в зоне 

сдвига поперечное сече-

ние, разделит стержень на 

две части (рисунок 3.5). 

Из условия равновесия 

отсеченных частей следу-

ет, что поперечная сила в 

этом сечении Q = F.  

Поперечная сила Q является равнодействующей внутренних
 

сил 

 dA на
 

бесконечно малых площадках срезаемого сечения: 

 
A

dAQ .                                 (3.3) 

Расчетная практика показывает, что касательные напряжения среза  

  вполне допустимо считать равномерно распределенными по пло-

щади поперечного сечения А (рисунок 3.6). Тогда из (3.3) получаем 

A

F

A

Q
 .                                 (3.4) 
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Из соотношений (3.1)–(3.4) следует полный сдвиг  

GA

Fh

GA

Qh
 , 

где h – расстояние между внешними силами F. 

FF

A



A

Q
 

Рисунок 3.6 

Потенциальная энергия деформа-

ции при сдвиге определяется как рабо-

та средней силы Q/2 на полном пере-

мещении δ:  

GA

hF

GA

hQ
QU

222

1
22

 , 

где GА – жесткость поперечного сече-

ния стержня при сдвиге (по типу EА – 

жесткости поперечного сечения 

стержня при растяжении-сжатии). 

Расчеты на прочность при сдвиге (срезе).  Услови е  

пр о чно сти   в расчетах по методу допускаемых напряжений в 

этом случае имеет вид 

][
max

max


A

Q
.                          (3.5) 

По методу предельных состояний принимается следующее условие: 

sR
A

Q
 max

max .                          (3.6) 

Здесь  τmax – наибольшие касательные напряжения среза; 

Qmax – поперечная сила среза; 

А – площадь среза; 

[τ] – допускаемое касательное напряжение; 

Rs – расчетное сопротивление срезу. 

Величины [τ] и Rs устанавливают по результатам испытаний 

аналогично допускаемому напряжению [] и расчетному сопротив-

лению R при растяжении. Для большинства материалов [τ] = 

= (0,55…0,8)[]; Rs = (0,55…0,8)R. 

В инженерной практике на срез рассчитывают сварные и закле-

почные соединения, болты, шпонки и другие детали.  

Расчет на срез во многих случаях сопровождается расчетом на 

смятие. Под  с м я т и е м   понимают пластическую деформацию в 

местах соприкасания сжатых элементов (т. е. на поверхностях кон-

такта). Смятие носит местный характер, так как возникающие 

напряжения быстро затухают по мере удаления от поверхности 

контакта.  
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3.3 Кручение стержня круглого поперечного сечения 

Круч ени ем  называют такой вид деформирования стержня, 

при котором в его поперечных сечениях возникает только крутя-

щий момент Мz. Остальные силовые факторы равны нулю.  

Кручению подвергаются многие детали машин и сооружений: 

валы двигателей, станков и машин, оси локомотивов, элементы 

пространственных конструкций. В брусе с прямой осью кручение 

создается только при действии на него моментов (пар сил), плоско-

сти действия которых перпендикулярны оси бруса.  

Исследования показывают, что характер деформирования бруса 

в большой степени зависит от формы его поперечного сечения.  

Крутящий момент. Для крутящего момента Мz, независимо от 

формы поперечного сечения, принято следующее правило знаков 

(рисунок 3.7): если наблюдатель видит со стороны внешней норма-

ли к сечению момент Мz направленным против часовой стрелки, то 

он положительный, по часовой стрелке – отрицательный.   

Знак крутящего момента для материала 

бруса принципиального значения не имеет. Он 

используется при анализе напряженного состо-

яния и для установления направлений напря-

жений. Чаще всего безразлично, закручивают 

брус вправо или влево.  

Вопрос о нахождении опасных сечений бру-

са, нагруженного несколькими внешними кру-

тящими моментами, решается так же, как при 

растяжении-сжатии, т. е. в результате построе-  

М

Мz

z

 

Рисунок 3.7 

ния эпюры внутренних крутящих моментов (см. пример 1.2). 

В технике наибольшее распространение получили стержни 

(брусья) круглого или кольцевого поперечного сечения.  

Задачи. При расчете стержня на кручение рассматривают 

обычно две основные задачи:  

 определение напряжений в поперечных сечениях; 

 определение угловых перемещений (углов закручивания).  

Гипотезы. В основу технической теории кручения круглых 

стержней положены следующие допущения:  

 в процессе кручения поперечные сечения остаются плоскими и 

нормальными к оси бруса (гипотеза плоских сечений Бернулли 

(см. подразд. 1.2)); 

 расстояния между поперечными сечениями не изменяются, т. е. 

длина бруса остается постоянной;  

 поперечные сечения поворачиваются относительно друг друга 

как жесткие диски, не деформируясь в своей плоскости (т. е. 

радиусы поперечных сечений не искривляются).  
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Mz

Mz

 

Рисунок 3.8 

Справедливость этих предполо-

жений подтверждается эксперимен-

тально, а также точным решением 

задачи методами теории упругости 

без принятия каких-либо дополни-

тельных гипотез.  

Решение, полученное этим путем, 

показывает, что круглые поперечные 

сечения бруса действительно остают-

ся плоскими и поворачиваются как 

жесткое целое (рисунок 3.8). Угол 

поворота для разных  сечений  будет 

различным. В поперечных сечениях  

возникают только касательные напряжения.  

Деформации при кручении. Выделим из круглого бруса ма-

лый элемент длиной dz. В нем, в свою очередь, двумя цилиндриче-

скими поверхностями с радиусами  и 
 

+ d вырежем элементар-

ное кольцо (рисунок 3.9, а), что позволит считать напряжения рав-

номерно распределенными по кольцевому сечению.  

Предположим, что в процес-

се деформирования правое сече-

ние кольца повернулось относи-

тельно левого на угол d.  

Мерой деформации круче-

ния является отно сител ь -

ный  у г ол  з а кр учивания  – 

угол закручивания, приходя-

щийся на единицу длины,  

dz

d
 ,           (3.7) 

где dz – расстояние между се-

чениями, которые поворачива-

ются относительно друг друга 

на угол d. 

dz

a

b

c

d

'


d



d


'c

d

а)
a

b

c

d

'

 'c

d

б)





 

Рисунок 3.9 

Величина  играет при кручении такую же роль, как относи-

тельное удлинение (продольная деформация)  при растяжении.  

Однако к деформации кручения можно подойти и с другой сто-

роны. При закручивании рассматриваемого цилиндра образующие 

ac и bd перемещаются в положения ac' и bd', а радиусы Оc и Оd – 

в положения Оc' и Оd'. В результате этого бесконечно малый  

элемент боковой поверхности abdc претерпевает чистый сдвиг. 

С одной стороны – отрезок  cc' = d  как дуга окружности, с 

другой – cc' = tg 
dz  dz  как полный сдвиг.  
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Приравнивая эти значения, имеем 

dz

d
 . 

Угол  представляет собой у г о л  с д ви га . С учетом (3.7) 

 .                                      (3.8) 

Напряжения. Закон Гука при кручении. В поперечных сече-

ниях закручиваемого бруса возникают только касательные напря-

жения τ. Парные касательные напряжения возникают в продольных 

плоскостях – в осевых сечениях (рисунок 3.9, б).  

Используя закон Гука для чистого сдвига (3.2) и соотношение 

(3.8), получим з акон  Гука  при  кр уч ении  

 G ,                                 (3.9) 

где  τ – касательные напряжения в рассматриваемой точке попе-

речного сечения стержня; 

G – модуль сдвига; 

 – радиальная координата рассматриваемой точки сечения; 

 – относительный угол закручивания. 

Согласно принятым допущениям величина  одинакова для всех 

элементарных колец, из которых может быть составлен круглый 

брус. Модуль сдвига – также величина постоянная. Следовательно, 

касательные напряжения распределены вдоль радиуса поперечного 

сечения по линейному закону. 

 

3.4 Связь касательных напряжений и крутящего момента 

Крутящий момент Мz является результирующим моментом 

внутренних элементарных касательных сил dА (рисунок 3.10) и  

может быть представлен в интегральном виде:  

 
A

z
dAM ,               (3.10) 

где  – плечо элементарной силы  dА отно-

сительно продольной оси бруса; 

   dА – площадь элементарной площадки. 

Зависимость (3.10) является частным слу-

чаем общей формулы (1.1), взятой в полярной 

системе координат. 

Mz

 dA

 
Рисунок 3.10 

Заметим, что касательные напряжения  на элементарной пло-

щадке перпендикулярны к ее радиусу-вектору, иначе возникало бы 

растяжение или сжатие поперечного сечения стержня в его плоско-

сти. Это противоречило бы исходному предположению об отсут-

ствии в сечении других внутренних силовых факторов, кроме Мz.  
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Подставляя соотношение (3.9) в (3.10), получаем 


A

z
dAGM
2

.                          (3.11) 

Интеграл, входящий в соотношение (3.11), представляет собой 

чисто геометрическую характеристику, измеряется в метрах в 

четвертой степени и носит название  полярно г о  м ом ента  

ин ерции   сечения: 


A

p
dAJ
2

.                            (3.12) 

Таким образом, используя определение (3.12), имеем 

p

z

GJ

M
 ,                              (3.13) 

где GJp – жесткость поперечного сечения стержня при кручении.  

Подставляя соотношение (3.13) в выражение закона Гука (3.9), 

получим связь касательных напряжений  и крутящего момента Мz:  


p

z

J

M
,                              (3.14) 

где  – радиус-вектор рассматриваемой точки (элементарной пло-

щадки) поперечного сечения.   

Для каждого поперечного сечения стержня Мz = const, Jp

 

= const. 

Следовательно, касательные напряжения  распределены вдоль ради-

уса сечения по линейному закону и имеют наибольшие значения max 

в точках, наиболее удаленных от центра тяжести (рисунок 3.11). 

Mz





 

Рисунок 3.11 

Из формулы (3.14) следует, что 

maxmax


p

z

J

M
. 

Введем величину 

max



p

p

J

W .               (3.15) 

Она называется  полярным  момен -

том  с опр отивл ения   сечения и изме-

ряется в кубических метрах. 

Окончательно получаем 

p

z

W

M


max
.                            (3.16) 

Выражения (3.14), (3.16) являются основными расчетными 

формулами для определения касательных напряжений в стержнях с 

круговым поперечным сечением.  
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3.5 Перемещения. Потенциальная энергия деформации 

Перемещения при кручении. Через относительный угол закру-

чивания  определяется перемещение при кручении. Для элемента 

стержня длиной dz (рисунок
 

3.12,
 

а) согласно формулам (3.7),
 

(3.13)   

dzd 
p

z

GJ

dzM
 .                            (3.17) 

Отсюда следует  полный  у г ол  з акр учивания   (взаимный 

угол поворота двух сечений) 


l

p

z

GJ

dzM

0

,                             (3.18) 

где l – расстояние между сечениями, для которых определяется 

взаимный угол поворота  (рисунок 3.12, б). 

Если по длине стержня 

крутящий момент не изменя-

ется и жесткость постоянна 

(Мz = const, GJp = const), то из 

формулы (3.18) получаем 

p

z

GJ

lM
 .       (3.19) 

M

M


l

M

Mz

d

dz

а) б)

z

z

z

 

Потенциальная энергия деформации. Для элемента стержня 

длиной dz (см. рисунок 3.12, а) потенциальная энергия деформации 

определяется как работа среднего момента Mz / 2 на полном угле 

закручивания dφ:  dMdU
z2

1
. 

Подставив сюда выражение (3.17) для dφ, получим 

p

z

GJ

dzM
dU

2

2

 .                               (3.20) 

Потенциальная энергия во всем стержне определится интегри-

рованием формулы (3.20) по длине l 


l

p

z

GJ

dzM
U

0
2

2

.                              (3.21) 

Если крутящий момент по длине l стержня (участка) не изменя-

ется и жесткость постоянна, то из выражения (3.21) получаем фор-

мулу потенциальной энергии для стержня (участка)  

p

z

GJ

lM
U

2

2

 .  
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3.6 Геометрические характеристики сечений при кручении 

Определим величины введенных выше геометрических характе-

ристик: полярного момента инерции Jp и полярного момента сопро-

тивления Wp для сечений в виде круга и кольца.  

Полярные моменты инерции. Подставим в выражение (3.12) 

вместо dА площадь пояска dА = dd (рисунок 3.13) и примем 

пределы интегрирования, позволяющие заметать всю площадь по-

перечного сечения. Для стержня сплошного кругового сечения 


dA

d
d

 
Рисунок 3.13 

 



2

0

2

0

3

d

p
ddJ , 

где d – диаметр кругового сечения.  

Вычислив интегралы, получим формулу 

полярного момента инерции для круга 

32

4
d

Jp


 .                 (3.22) 

Если же в стержне диаметром d имеется центральная внутрен-

няя полость диаметром d0 (рисунок 3.14), то  

 



2

0

2

2

3

0

d

d

p
ddJ . 

Отсюда следует полярный момент инерции 

для кольцевого сечения 












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4
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1
32 d
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dd
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Рисунок 3.14 

Полярные моменты сопротивления.
 

Соответственно полу-

ченным выражениям для Jp определяем полярный момент сопро-

тивления Wp (3.15).  

Для сплошного сечения диаметром d (max = d / 2) 

3

3

20
16

d
d

W
p

,


 ,                        (3.23)  

для кольцевого сечения с наружным диаметром d, внутренним d0 

по-прежнему max = d / 2 и полярный момент сопротивления 





















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4

4

03

4
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1201
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d
d

d
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, . 
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Замечание. Для сложных сечений полярный момент инерции 

Jp, в силу аддитивности
1)

 интеграла, можно вычислить как сумму 

(разность) моментов инерции отдельных частей сечения. Полярный 

же момент сопротивления Wp этим свойством не обладает и всегда 

вычисляется по формуле (3.15) 
max

/
pp
JW .  

 

3.7 Расчеты на прочность и жесткость при кручении 

Теория кручения круглого бруса используется главным образом 

при расчете валов различных машин и механизмов. Их следует рас-

считывать по допускаемым напряжениям [τ]. 

Условие  прочности. Условие прочности при кручении, как и 

при сдвиге (3.5), (3.6), ограничивает наибольшие касательные 

напряжения, возникающие в опасных сечениях. Для стержней 

круглого поперечного сечения  

][
max 

max


p

z

W

M
,                         (3.24) 

где  τmax – наибольшие касательные напряжения при кручении; 

Mz max – крутящий момент в опасном сечении; 

Wp – момент сопротивления опасного сечения; 

Опасное сечение круглого стержня соответствует максимально-

му крутящему моменту Mz, или максимуму отношения Mz / Wp.  

В строительстве вместо [τ] применяется расчетное сопротивление 

при срезе Rs.  

Расчет на прочность. Различают три типа расчетов на 

прочность при кручении брусьев:  

 проверка напряжений (поверочный расчет);  

 подбор размеров сечения (проектный расчет);  

 определение грузоподъемности.  

При  пр о в е рке  напряжений  по заданным нагрузке и раз-

мерам бруса определяются в опасном сечении наибольшие каса-

тельные напряжения и сравниваются с допускаемыми (расчетным 

сопротивлением). Если условие (3.24) не выполняется, то нужно 

изменить размеры сечения бруса или уменьшить нагрузку.  
При  под б о р е  р а зм ер о в  с е ч ения  из (3.24) определяется 

Wp опасного сечения, по которому с помощью формулы (3.23) вы-

числяется диаметр круглого (или кольцевого) бруса: 

][

max







z

p

M
d

W
16

3

;  33

516

][][

maxmax







zz
MM

d .  

                                                           
1)
 Свойство аддитивности интеграла:

 
интеграл по сумме площадей ра-

вен сумме интегралов по каждой из площадей в отдельности.  
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При  опр ед ел ении  г р у з оподъ емно сти  по известному 

допускаемому напряжению и полярному моменту сопротивления 

определяется максимальный крутящий момент  

][
max 


pz
WM . 

По его величине устанавливаются допустимые внешние нагрузки. 

Расчет на жесткость. В ряде случаев отвечающий условию 

прочности стержень (вал) не является достаточно жестким для того, 

чтобы обеспечить надлежащую работу механизма. Большие углы 

закручивания вала особенно опасны при передаче им переменного 

во времени момента, так как при этом возникают опасные для его 

прочности крутильные колебания. Поэтому в необходимых случаях 

валы рассчитывают не только на прочность, но и на жесткость.  

Услови е  же стко сти   бруса при кручении имеет вид 

][
max

max


p

z

GJ

M

, 

где  max – наибольший относительный угол закручивания бруса; 

[] – допускаемый относительный угол закручивания, при-

нимаемый от 0,15 до 2 на 1 м длины стержня. 

 

3.8 Кручение стержней некруглого поперечного сечения 

Общая методика расчета. Определение напряжений в стержне 

с некруглым поперечным сечением представляет собой довольно 

сложную задачу, которая не может быть решена методами сопро-

тивления материалов. Гипотеза плоских сечений здесь не выполня-

ется. Сечения заметно искривляются (рисунок 3.15), в результате 

чего меняется вся картина распределения напряжений.  

Mz

Mz

 

Рисунок 3.15 

При определении углов сдвига 

необходимо учитывать не только 

взаимный поворот сечений, но 

также и местный перекос, связан-

ный с искривлением сечений. 

Кроме того, задача резко услож-

няется тем, что для некруглого 

сечения напряжения должны 

определяться как функции уже не 

одной независимой переменной 

(ρ), а двух (x и y). Рассмотрим 

некоторые результаты, получен-

ные методами теории упругости. 

Условие парности позволяет установить, что касательные 

напряжения для точек, расположенных в поперечных сечениях 
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вблизи контура, направлены по касательной к дуге контура. В то 

же время во внешних углах поперечного сечения касательные 

напряжения обращаются в нуль.  

Обобщая результаты, полученные ранее, можно предположить с 

достаточной степенью точности, что для стержня некруглого попе-

речного сечения основные расчетные формулы можно принять в виде 

t

z

W

M


max
;  

t

z

GJ

lM
 ;   tz GJM ; 


l

t

z
dz

GJ

M
U

0
2

2

,                          (3.25) 

где Wt, Jt – геометрические характеристики типа моментов сопро-

тивления и инерции сечения рассматриваемой формы, 

для круглого сечения они совпадают с полярными  

моментами сопротивления и инерции Wp и Jp; 

U – потенциальная энергия деформации стержня некругло-

го поперечного сечения.  

Кручение бруса прямоугольного сечения. Геометрические 

характеристики Wt и Jt вычисляются по формулам  

2
hbWt  ; 

3
hbJt  ,                      (3.26) 

где  h, b – высота и ширина поперечного сечения; 

,  – безразмерные коэффициенты. 
 

На рисунке 3.16 показана 

эпюра касательных напряже-

ний для бруса прямоугольного 

сечения, полученная численно 

методами теории упругости.  

В углах напряжения равны 

нулю, а наибольшие напряже-

ния возникают по серединам 

больших сторон в точках А:  

t

z

A
W

M


max
.      (3.27) 

Напряжения в точках В 

получим, умножив макси-

мальные касательные напря-

жения на поправочный коэф-

фициент:  

À

À

B

B

h

b


A


B

 

Рисунок 3.16 

max
В .                                           (3.28) 
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Коэффициенты ,  и  зависят только от отношения сторон 

h / b. Их значения задаются в таблице 3.1. 

Таблица 3.1 – Значения коэффициентов ,  и  при кручении бруса  

прямоугольного поперечного сечения 

h/b 1 1,5 1,75 2 2,5 3 4 6 8 10 > 10 

 0,208 0,231 0,239 0,246 0,258 0,267 0,282 0,299 0,307 0,313 0,333 

 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0,333 

 1,000 0,859 0,820 0,795 0,766 0,753 0,745 0,743 0,742 0,742 0,742 

 

Формулы (3.25)–(3.28) будут использованы далее при рассмот-

рении сложного деформирования стержневых систем (см. разд. 8). 

Кручение бруса эллиптического сечения. Геометрические 

характеристики Wt и Jt для эллиптического сечения (рисунок 3.17) 

принимают вид 

2
2
baWt  ;  )(

2233
babaJt  , 

где  а, b – длины полуосей сечения. 



À

À

B

B

b

A

B

a

 

Рисунок 3.17 

Наибольшие напряжения 

достигаются в точках А по 

концам малой оси:  

t

z

A
W

M


max
. 

Напряжения в точках В 

AВ
a

b
 . 

Эпюры касательных 

напряжений показаны на ри-

сунке 3.17. 

 

 



 

 

4 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ   ХАРАКТЕРИСТИКИ   

ПЛОСКИХ СЕЧЕНИЙ  
 

 

 

Для расчета напряжений и перемещений при растяжении-сжатии 

нам понадобилась единственная геометрическая характеристика се-

чения – его площадь A. При кручении мы сталкивались с более 

сложными характеристиками, например такими, как полярный  

момент инерции Jp и полярный момент сопротивления Wp. При ре-

шении задач, связанных с изгибом, возникает необходимость ис-

пользования некоторых новых геометрических характеристик сече-

ний стержней. В силу своего узкого прикладного характера они изу-

чаются в курсе сопротивления материалов.  

 

4.1 Статические моменты и центр тяжести сечения 

Поперечное сечение стержня будем рассматривать как фигуру 

площадью А на плоскости, в которой введены декартовы координаты  
x, y (рисунок 4.1). Эту фигуру разобьем на 

элементарные площадки dA, каждая из 

которых имеет координаты x и y. Тогда 

п л о щ а д ь  с е ч е н и я   


A

dAA . 

Элементарными статическими мо-

ментами площадки dA будут произведе-

ния ее площади на координаты, численно 

равные расстоянию до соответствующих 

осей:  

dSx = y dA;   dSy = x dA. 

dA

y

O xx

y

A



 

Рисунок 4.1 

Просуммируем эти выражения элементарных моментов по всей 

площади сечения A. Получим с т а т и ч е с к и е  м о м е н т ы  Sx, Sy 

плоского сечения относительно осей x, y: 


A

x
dAyS ;  

A

y
dAxS .                   (4.1) 

В зависимости от знака координат (положения осей) статические 

моменты могут принимать и положительные, и отрицательные, и 

нулевые значения. Их размерность – кубический метр (м
3

). 



90 4  ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ  ХАРАКТЕРИСТИКИ  ПЛОСКИХ  СЕЧЕНИЙ 

 

Статические моменты сложных сечений. Как и всякие инте-

гралы, статические моменты (4.1) аддитивны по области интегри-

рования. Иными словами, если сложное сечение разбить на простые 

фигуры, то статический момент всего сечения относительно любой 

оси (например, х) равен алгебраической сумме статических моментов 

составляющих фигур относительно той же оси: 

)()()(
...

n

xxxx SSSS  21
, 

где n – количество простых фигур, составляющих сечение. 

Изменение статических моментов при параллельном пере-

носе осей координат. Предположим, что координатные оси перене-

сены параллельно самим себе (рисунок
 

4.2).
 

Новые координаты x1, y1 

площадки dA связаны со старыми x, y соотношениями  

bxx 
1

;  ayy 
1

.                          (4.2) 

dA

y y

a

b

O

O

x

x

y

y

1 A

1

1

1

 

Рисунок 4.2 

Получим выражения для статиче-

ских моментов 
11 yx

SS ,  в новой системе 

координат через статические моменты 

yx
SS ,

 

в старых осях. Для 
1
,xS  исполь-

зуя выражение (4.2), имеем 

.)( 







AAA

A

x

dAadAydAay

dAyS 11

 

Первый интеграл в правой части 

является статическим моментом (4.1) 

относительно старой оси x, второй ин-

теграл – площадь фигуры A. 
В результате, проделав подобную операцию и для 

1y
S , получим 

формулы преобразования статических моментов при параллельном 

переносе осей координат:  

aASS
xx


1
;  bASS

yy


1
,                   (4.3) 

где a, b – расстояния между осями x и x1, y и y1 (с учетом знака). 

Центр тяжести сечения. Величины a, b в формулах (4.3) могут 

быть любыми: как положительными, так и отрицательными. Поэто-

му их всегда можно подобрать (причем единственным образом) так, 

чтобы статические моменты в новой системе координат обращались в 

нуль: 00
11


yx

SS ; . 

Оси, относительно которых статические моменты равны нулю, 

называются ц е н т р а л ь н ы м и . Точка пересечения центральных 

осей является ц е н т р о м  т я ж е с т и  поперечного сечения. 
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Предположим, что система координат 
Cx1y1 центральная (рисунок 4.3). Расстоя-

ния от некоторых произвольно взятых осей 
x, y до центральных осей x1, y1 следующие:  
b = xC; a = yC. Используя соотношения 

(4.3) и учитывая, что ;0
1

xS  0
1


y

S , по-

лучаем 

A

S

x
y

C
 ;  

A

S
y

x

C
 .         (4.4) 

Эти формулы служат для определения 

координат центра тяжести сечения С в про-

извольно выбранной
 

системе
 

координат Oxy. 

y

O xx

y

A

С

С

С x

y
1

1

 

Рисунок 4.3 

С л е д с т в и е . Если известно положение центра тяжести сече-

ния, то статические моменты можно определить из формул (4.4): 

AyS Cx  ;  AxS
Cy

 .                        (4.5) 

y

b

O

x

h

y
C

x
C

С

A

 

Рисунок 4.4 

 ПРИМЕР 4.1. Для прямоугольника с 

длинами сторон b, h (рисунок 4.4) требуется: 

вычислить статические моменты относительно 

осей x, y.  
Координаты центра тяжести С прямоуголь-

ника:  

2

b
xC  ; 

2

h
yC  , 

площадь сечения A = bh. 

Используя формулы (4.5), получаем 

2

2
bh

Sx  ;  
2

2
hb

Sy  . 

4.2 Моменты инерции сечения 

Если элементарные площади dA умножить на квадраты расстоя-

ний до некоторых осей x, y (см. рисунок 4.1) и просуммировать эти 

произведения по всей площади сечения, то получатся геометриче-

ские характеристики, называемые 
 

о с е в ы м и  м о м е н т а м и  

и н е р ц и и : 


A

x
dAyJ

2  

;   
A

y
dAxJ

2  

.                     (4.6) 

Интеграл произведений элементарных площадей dA на их рассто-

яния до двух взаимно перпендикулярных осей x, y называется 
ц е н т р о б е ж н ы м  м о м е н т о м  и н е р ц и и  
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
A

xy
dAxyJ  .                              (4.7) 

Интеграл произведений элементарных площадей dA на квадраты 
расстояний до точки (полюса О) представляет собой п о л я р н ы й  

м о м е н т  и н е р ц и и   площади сечения 

dAJ

A

p  2  

. 

Полярный момент инерции был введен ранее, при изучении круче-

ния стержней (см. разд. 3). 

Осевые и полярный моменты инерции всегда положительны. 

Центробежный момент инерции может принимать любые алгебраи-

ческие значения, включая нулевое, в зависимости от расположения 

сечения относительно осей координат. Моменты инерции измеряют-

ся в метрах в четвертой степени (м
4

). 

Моменты инерции сложных сечений. При вычислении  

моментов инерции сложного сечения пользуются тем же принципом, 

что и при определении статических моментов. Сечение разбивают на 

простейшие составные части, для каждой из которых находят соб-

ственный момент инерции относительно заданной оси. Тогда момент 

инерции всего сечения равен алгебраической сумме моментов инер-

ции составных частей: 

1 2( ) ( ) ( )

...
n

J J J J    , 

где n – количество простых фигур, составляющих сечение. 

Это правило справедливо для всех видов моментов инерции 

(осевых, центробежных, полярных). Нельзя суммировать моменты 

инерции составных частей сечения, взятые относительно разных 

осей. 

Связь полярного и осевых моментов инерции. Радиус-вектор 

 элементарной площадки dА  

2 2 2
x y    

(см. рисунок 4.1). Поэтому, преобразуя выражение для полярного 

момента инерции  

2

p

A

J dA   = 
2 2

( )

A

x y dA , 

получаем, что он равен сумме осевых моментов инерции: 

yxp
JJJ 

 

.                             (4.8) 
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Моменты сопротивления, радиусы инерции. Используя  

моменты инерции, можно ввести новые геометрические характери-

стики сечения.  

О с е в ы е  м о м е н т ы  с о п р о т и в л е н и я  сечения определя-

ются отношениями 

max
y

J
W

x

x  ;  

max
x

J

W
y

y
 ,                     (4.9) 

где
 

ymax,
 
xmax

 

– расстояния от осей x, y до наиболее удаленных точек 

сечения (рисунок 4.5), причем они берутся по абсо-

лютной величине. 

П о л я р н ы й  м о м е н т  с о п р о т и в -

л е н и я   

max



p

p

J
W , 

где max – радиус-вектор точки сечения, наи-

более удаленной от начала коор-

динат. 

О с е в ы м и  р а д и у с а м и  и н е р ц и и  

сечения называются следующие величины: 

A

J
i

x

x
 ;  

A

J

i
y

y
 .       (4.10) 

y

y

O

x

x

m
a
x

max


m
a
x

 

Рисунок 4.5 

Моменты сопротивления и радиусы инерции всегда положитель-

ны. Размерность моментов сопротивления – кубический метр (м
3

), 

радиусов инерции – метр (м). 

Введенные геометрические характеристики плоских сечений ча-

сто используются в практических расчетах стержней при различных 

видах деформирования. 

 

4.3 Изменение моментов инерции 
  при параллельном переносе осей координат 

Общий случай. Будем считать, что нам известны моменты 

инерции и статические моменты некоторого сечения относительно 

осей  x, y. Получим выражения для моментов инерции при переносе 

системы координат Oxy в положение O1x1y1 (см. рисунок 4.3).  

В новых осях  


A

x
dAyJ
2

11

;  
A

y
dAxJ
2

11

;  
A

yx
dAyxJ
1111

.        (4.11) 
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Новые координаты площадки dA связаны со старыми зависимо-

стями (4.2): x1 = x – b; y1 = y – a. Подставив их в выражения (4.11) 

и воспользовавшись свойством аддитивности интеграла, получим 

сначала соотношение для момента инерции 
1x

J
 
и, по аналогии, для 

моментов инерции 
1y

J  и 
11yxJ : 

 
AAAA

x
dAadAyadAydAayJ

222
2

1

)( . 

Здесь первый интеграл – момент инерции xJ  в старой системе коор-

динат, второй – статический момент xS , третий интеграл – площадь 
сечения A. В результате имеем  

AaaSJJ
xxx

2
2

1

 ;  AbbSJJ
yyy

2
2

1

 ;  

abAaSbSJJ
yxxyyx


11

.                  (4.12) 

Формулы (4.12) позволяют при параллельном переносе осей ко-

ординат вычислять новые моменты инерции через статические мо-

менты и моменты инерции сечения в старой системе координат.  

Переход от центральных осей к нецентральным. Пусть старая 

система координат Сxy – центральная (рисунок 4.6) тогда Sx = 0, 
Sy = 0, и из выражений (4.12) следуют укороченные формулы: 

yy

a

b

O x

x

A

C

1

11

 

Рисунок 4.6 

AaJJ
xx

2

1

 ;  AbJJ
yy

2

1

 ; 

abAJJ
xyyx


11

.           (4.13) 

Из первых двух соотношений (4.13) вид-

но, что 
11

;
yyxx

JJJJ   для любых a, b. 
Следовательно, в семействе параллельных 

осей минимальные осевые моменты инерции 

получаются относительно центральных 

осей.  
При параллельном переносе осей (если исходные оси централь-

ные) осевые моменты инерции увеличиваются на величину, равную 

произведению площади сечения на квадрат расстояния между осями.  

Переход от нецентральных осей к центральным. При пере-

ходе от нецентральных осей координат O1x1y1 к центральным осям 

Сxy можно использовать формулы, следующие из (4.13): 

AaJJ
xx

2

1

 ;  AbJJ
yy

2

1

 ;  abAJJ
yxxy


11

.     (4.14) 

При вычислении центробежного момента инерции по последней 

формуле в (4.12)–(4.14) необходимо учитывать знаки величин a и b. 
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4.4 Изменение моментов инерции  
  при повороте осей координат 

Рассмотрим, как изменяются моменты инерции при повороте си-

стемы координат  Oxy  на некоторый угол    в положение  Ouv  
(рисунок 4.7). Выразим новые моменты инерции плоского сечения  

2

u

A

J v dA  ;  
2

v

A

J u dA  ;  
uv

A

J uv dA             (4.15) 

через моменты инерции в 

старых осях Jx, Jy, Jxy и 

угол . 

Проекция ломаной 

линии О123 равна про-

екции замыкающей O3;  

с учетом этого находим 

выражение новых коор-

динат u, v площадки dA 

через старые x, y: 

 cossin xyu ; 

 sincos xyv . (4.16) 

Подставив (4.16) в пер-

вую из формул (4.15), 

получим осевой момент 

инерции в новых осях: 

2

y

O

x

x

y


v





1

3

v

u

dA

Ay
 

 
c
o
s


u
x 
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

x
 

 
s
in


y 

 
sin



 

Рисунок 4.7 

2
( cos sin )

u

A

J y x dA     = 

= 
2 2 2cos sin

A A

y dF xy dA     + 
2 2

sin

A

x dA  . 

Отсюда, и по аналогии для моментов инерции Jv, Juv, следует: 

2 22cos sin sin
u x xy y

J J J J      ; 

2 22sin sin cos
v x xy y

J J J J      ;              (4.17) 

 1
22 2cos sin

uv xy x y
J J J J     .                (4.18) 

Полученные формулы описывают изменения моментов инерции при 

повороте осей вокруг начала координат на некоторый угол α. 
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С л е д с т в и е .
 

Возьмем два уравнения системы (4.17). Складывая 

их почленно, учитывая зависимость (4.8) 
yxp

JJJ   и простейшие 

тригонометрические соотношения, получим 

pyxvu
JJJJJ  . 

Таким образом, сумма осевых моментов инерции относительно 

двух взаимно перпендикулярных осей остается постоянной при пово-

роте осей вокруг начала координат на любой угол α.  
 

4.5 Главные оси и главные моменты инерции 

Главные оси инерции. При повороте осей вокруг начала коор-

динат сумма осевых моментов инерции остается постоянной, но 

каждый из них изменяется. Доказано, что можно найти такое поло-

жение осей (значение угла поворота α), при котором осевые моменты 

инерции э к с т р е м а л ь н ы : относительно одной оси момент инер-

ции будет наибольшим (Jmax), а относительно другой, ей перпенди-

кулярной, – наименьшим (Jmin). 
Система координат, относительно которой осевые моменты инер-

ции экстремальны, называется  г л а в н о й . Соответствующие оси 

называются  г л а в н ы м и  о с я м и  и н е р ц и и . 

Главные оси инерции, проходящие через центр тяжести сечения, 

называются г л а в н ы м и  ц е н т р а л ь н ы м и  о с я м и  и н е р -

ц и и . Моменты инерции относительно главных центральных осей 

называются г л а в н ы м и  ц е н т р а л ь н ы м и  м о м е н т а м и  

и н е р ц и и . 

Найдем угол 0, на который нужно повернуть произвольную си-

стему координат Oxy, чтобы попасть в главные оси инерции. Для 

этого исследуем на экстремум
1)

 первое из соотношений (4.17). Возь-

мем первую производную по α и приравняем ее к нулю:  

0





u

J
= 02222

00000
 cossincossincos

yxyx
JJJ ; 

  0222
00
 cossin

xyxy
JJJ . 

Отсюда 

xy

xy

JJ

J



2

2tg
0

.                          (4.19) 

 

                                                           
1)
 Достаточное условие экстремума функции: если в точке x = x0 первая 

производная функции f(x) равна нулю, а вторая производная отлична от нуля, 

то x0 является точкой экстремума, причем x0 будет точкой минимума, если 
f"(x0) > 0;  x0 – точка максимума, если f"(x0) < 0.  
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Нетрудно проверить, что вторая производная  

0

2

2





u

J
 0, 

следовательно, условия экстремума выполнены. Таким образом, 

формула (4.19) позволяет вычислить величину угла поворота произ-

вольной системы координат к главным осям инерции.  
Формула (4.19) дает два значения угла: 0 и 0

 

+
 

90, т. е. в об-

щем случае существуют две взаимно перпендикулярные главные 

центральные оси.  

С л е д с т в и е . В главных осях центробежный момент инерции 

равен нулю.  

В этом легко убедиться, используя предыдущие выкладки и фор-

мулу (4.18): 

   022
0

2

1 


sincos yxxyuv JJJJ . 

Верно и обратное: если в некоторой системе координат центробеж-

ный момент инерции равен нулю, то эта система главная. 

Частные случаи. Если сечение имеет ось 

симметрии, то эта ось всегда будет главной. 

Так как для любой элементарной площадки 

dA(x, y) существует ей симметричная относи-

тельно оси y площадка dA(–x,
 
y) (рисунок 4.8), 

то их суммарный элементарный центробежный 

момент инерции 

0 dAyxdAxydJ
xy

)( . 

Покрыв такими симметричными площад-

ками всё сечение, получим, что его центро-

бежный момент инерции Jxy = 0. Следователь-

но, система координат Oxy является главной.  

y

O x

dAdA

xx

y

A

 

Рисунок 4.8 

У сечений,
 

имеющих более двух осей симметрии (например,
 

круг, 

квадрат,
 

равносторонний
 

треугольник),
 

все
 

центральные
 

оси
 

главные. 

x

y
v

u





0

0

 

Рисунок 4.9 

Для доказательства рассмотрим квадратное се-

чение (рисунок 4.9). Оси симметрии x, y – главные 

центральные, следовательно, Jx = Jy, Jxy = 0. Из 

соотношения (4.18) получаем, что  

Juv = 0 

при любом 0. Таким образом, повернув оси x, y на 

любой угол 0, попадем также в главные централь-

ные оси u, v.  
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Главные моменты инерции. Осевые моменты инерции относи-

тельно главных осей называются г л а в н ы м и  м о м е н т а м и  

и н е р ц и и . Для получения их значений необходимо при помощи 

выражения (4.19) исключить угол  из первых двух формул (4.17). 

Учитывая, что  




21

1
2

2
tg

cos ;  





21

2
2

2
tg

tg
sin , 

получаем  

 
2

2

42
xy

xyyx

J

JJJJ

J 






min

max

 

. 

После того как сечение вычерчено в масштабе, нетрудно визуаль-

но установить, которой из двух главных осей соответствует макси-

мальный и которой – минимальный момент инерции.  
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d

С

A

x

y

 

Рисунок 4.10 

y

b

x

h

y
C

x
C

С

A

x

y
1

1

d
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Рисунок 4.11 

Круг. Для круга оси x, y равноправны 

(рисунок 4.10), следовательно, Jx = Jy. Так 

как их сумма постоянна и в соответствии с 

(4.8) равна полярному моменту инерции 

(см. разд. 3), то  

Jx + Jy =

4

32
p

d
J


 ;  

4

64
x y

d
J J


  . 

Осевые моменты сопротивления (4.9)  

3

2 32

x

x

J d
W

d


  ;  

3

32
y

d
W


 . 

Прямоугольник. Выделим в нем пло-

щадку  dA = b dy  (рисунок 4.11). Тогда  

1

3 3
2 2 1

1 1 1
00

3 3

h h

x

A

by bh
J y dA b y dy     . 

Аналогично  
1

3

3
y

hb
J  . 

Моменты инерции относительно главных центральных осей Cxy 

получим, используя укороченные формулы (4.14) перехода от нецен-

тральных осей к центральным: 

1

23 3
2

3 2 12
x x C

bh h bh
J J y A bh

 
     

 
;   

12

3
hb

J
y
 . 



4.6 Геометрические характеристики простейших фигур 99 

 

Прямоугольный треугольник. Выделим 

в треугольнике (рисунок 4.12) площадку 

1
dycdA  , 

где с – ширина треугольника на расстоянии 

y1 от оси x1.  

Из подобия треугольников следует 

h

b

yh

c



1

;   
1

yh
h

b
c  .  

Подставив это в общее выражение для момен-

та инерции (4.6), получаем 
1
,xJ  а затем по 

аналогии – 
1y

J : 

y

b

x

h

С

A

x

y
1

1

d
y

dA

h
/
3y

1

с

1

 

Рисунок 4.12 

 
12

3

0

11

2

1

2

1
1

bh
dyyhy

h

b
dAyJ

h

A

x
  ;   

12

3

1

hb
J

y
 . 

Центральные моменты инерции для треугольника вычислим, ис-

пользуя формулы (4.14): 

3629123

3232

1

bhbhhbh
A

h
JJ xx 





 ;  

36

3
hb

J
y
 . 

Геометрические характеристики этих и других часто встреча-

ющихся сечений приведены в таблице Б.18 (приложение Б). Их ис-

пользуют для вычисления геометрических характеристик сложных 

сечений, которые можно разбить на простые фигуры.  

 ПРИМЕР 4.2. Для поперечного сечения бруса, состоящего из 

стального листа 7  1000 мм и двух приваренных к нему двутавров № 24 

(рисунок 4.13), требуется: определить положение главных центральных 

осей; вычислить главные центральные моменты инерции и радиусы инер-

ции. 

Главные центральные оси. Сечение симметрично относительно двух 

осей, поэтому положение его центра тяжести очевидно. Главными централь-

ными осями являются оси симметрии x, y. Моменты инерции относительно 

этих осей Jx, Jy будут главными центральными моментами инерции. 

Геометрические характеристики составных частей сечения. Разби-

ваем сечение на три части: 1 – лист (прямоугольник с высотой h1 =
 

100 см 

и шириной b1 = 0,7 см); 2 и 3 – двутавры № 24. Проводим для каждой 

части собственные главные центральные оси. 

Прямоугольник. Вычисляем: 

 площадь A
(1)

  = bh = 0,7  100 = 70 см
2

; 

 моменты инерции относительно собственных главных центральных 

осей x,
 

y, совпадающих
 

с главными центральными
 

осями всего
 

сечения: 

12

10070

12

33

111 


,)(
hb

Jx = 58300 см
4
;  

12

70100

12

33

111 ,)( 


bh

Jy = 2,86 см
4

. 
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Рисунок 4.13 

Двутавр № 24. Из сортамента (таблица В.4)
 

выписываем данные:  

 площадь A
(2)

 = 34,8 см
2

; 

 толщина стенки  s = 0,56 см; 

 моменты инерции относительно собствен-

ных главных центральных осей x2, y:  

)2(

2x
J = тyJ 198 см

4

;  

)2(

yJ = тxJ 3460 см
4

, 

где индекс «т» указывает на то, что соответ-

ствующие значения моментов инерции взяты 

в таблицах сортамента.  

Ось y – центральная и для двутавра, и 

для всего сечения. Перейдем от собственной 

центральной оси x2 двутавра к нецентральной 

для него оси x по формуле (4.13):  

)()()( 2222

2

AaJJ
xx   = 198 + 50,3

2

  34,8 = 88200 см
4

, 

где a – расстояние между осями x2 и x: 

221 sha   = 100/2 + 0,56/2 = 50,3 см. 

Геометрические характеристики всего сечения. Моменты инерции 

сечения вычисляются как сумма моментов инерции отдельных его частей 

относительно той же оси: 

)()( 21
2 xxx JJJ  = 58300 + 2  88200 = 235000 см

4

; 

)()( 21
2 yyy JJJ  = 2,86 + 2  3460 = 6923 см

4

. 

Полная площадь сечения  A = A
(1)

 + 2A
(2)

 = 70 + 2  34,8 = 139,6 см
2

. 

Радиусы инерции сечения находим по формулам (4.10):  

6139

235000

,


A

J
i

x

x  = 41,0 см;  

6139

6923

,


A

J

i
y

y
 = 7,04 см. 

Рассмотренное сечение имело две оси симметрии, которые и являлись 

главными центральными осями инерции. Если сечение имеет только одну 

ось симметрии или не имеет их совсем, то необходимо предварительно 

найти центр тяжести и провести через него главные оси.  

 ПРИМЕР 4.3. Для поперечного сечения бруса (рисунок 4.14) тре-

буется: определить положение главных центральных осей; вычислить 

главные центральные моменты инерции и радиусы инерции.  

Главные центральные оси. Центр тяжести сечения будет находиться 

на оси y, так как она является осью симметрии и, следовательно, главной 

центральной осью инерции.  
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Для нахождения второй главной центральной оси следует определить 

центр
 

тяжести
 

сечения.
 

Проведем
 

по
 

нижней
 

кромке
 

сечения
 

вспомогатель-

ную ось x', от которой будем отсчитывать координату центра тяжести yC. 

Геометрические характеристики составных частей сечения. Разо-

бьем сечение на три части (k = 1, 2, 3), для каждой из которых вычислим: 

 площадь Аk; 

 статический момент 
( )k

x
S   относительно вспомогательной оси x' ; 

 моменты инерции относительно собственных главных центральных 

осей 
( ) ( )

,
k

k k

x y
J J  (ось y – главная центральная для всех трех фигур). 

1 Прямоугольник c центром тяжести 

в точке С1: 

А1 = 4c  6c = 24с
2

; 

32

1

1
723243 ccccAS

x


)(
; 

 
1

3

1 4
4 6

72

12

( )
( )

x

c c
J с ; 

 
3

1 4
6 4

32

12

( )
( )

y

c c
J с . 

2 Квадратный вырез с центром тя-

жести в точке С2: 

А2 = (2c  2c) = 4с
2

; 

32

2

2
44 ccccAS

x


)(
; 

2

3

2 2 4
2 2

1 333

12

( ) ( )
( )

,
x y

c c
J J с   . 

В дальнейшем, при нахождении общих 

характеристик всего сечения, эти вели-

чины необходимо использовать со знаком 

«минус», т. к. они характеризуют вырез, 

т. е. «отрицательную» площадь.  

c 2c c

2
c

4
c

2
c

C
2

y

x
2

8
c

3


x
1

x
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C3

y
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C

C
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Рисунок 4.14 

3 Полукруг диаметром d = 4c с центром тяжести в точке С3, располо-

женным на расстоянии 2d/(3) = 8с/(3) от нижней грани:  

А3 = d
 2

/8 = 2c
2

;  
32

3

3
03438562

3

8
6 ccc

c
cAS

x
,,

)(









 ; 

444
4

3
75614006860006860

9

8

8163

ccd
d

J
x

,)(,,
)(












 ; 

4 4

3 4
4

6 283

128 128

( )
( )

,
y

d c
J c

 
   . 
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Центр тяжести сечения. Полная площадь сечения 

2222
28262424 ccccA , . 

Используя формулу (4.4), определяем координату центра тяжести 

c

c

ccc

A

S

А

S
y

k

k

xx

C 224

2826

0343472

2

333

,

,

,
)(






 

.  

Геометрические характеристики всего сечения. Главными цен-

тральными осями инерции будут оси x, y. Вычислим относительно них 

моменты инерции: 


)(k

xx JJ ;  
)(k

yy JJ , 

где 
)()( k

y

k

x JJ ,  – моменты инерции k-й части относительно осей x, y.  

Главная центральная ось x всего сечения не является центральной для 

его составных частей. Поэтому используем «укороченные» формулы (4.13) 

для перехода от центральных осей x1, x2, x3 отдельных фигур к нецентраль-

ной для них оси х: 

 
2 4 2 2 4

13 72 4 22 3 24 108
1

(1) (1)
( , )

x Cx
J J y c A c c c c c        ; 

 
2 4 2 2 4

2 1 333 4 22 4 42 8
2

(2) (2)
, ( , ) ,

x Cx
J J y c A c c c c c       ; 

2
4 2 2 4

3

8
6 1 756 2 63 2 45 2

33

(3) (3)

C
, ( , ) ,

x x

с
J J с y А с с с с

 
        

 
. 

Главные центральные моменты инерции всего сечения  

4444
4110245842108 ccccJx ,,,  ; 

4444
95362836333132 ccccJy ,,,  . 

Вычисляем радиусы инерции: 

4

2

110 4
2 05

26 28

,
,

,

x

x

J c
i c

A c

   ;  

4

2

36 95
1 19

26 28

,
,

,

y

y

J c
i c

A c

   .  

Полученные в этих примерах геометрические характеристики будут 

использованы далее при исследовании ядра сечения (см. подразд. 6.3). 

 

 



 

 

5 

ПРЯМОЙ  И ЗГИ Б 

 

 

 

При
 

центральном
 

растяжении-сжатии
 

и
 

кручении
 

прямых
 

брусьев 

их оси остаются прямыми и после деформации, а при изгибе проис-

ходит их искривление. Изгиб является едва ли не самым распро-

страненным видом деформации элементов конструкций. Прямой 

стержень, работающий на изгиб, часто называют б р у с о м  или 

б а л к о й .  

 

5.1 Внутренние усилия при изгибе 

Основные понятия. И з г и б  – это такой вид деформирования, 

при котором в поперечных сечениях стержней возникают изгибаю-

щие моменты M
 

=
 

{Mx,
 
My}. Если все остальные внутренние силовые 

факторы равны нулю, то изгиб называется  ч и с т ы м . Если в попе-

речных сечениях кроме изгибающего момента присутствует попереч-

ная сила Q = {Qx, Qy}, то изгиб называется  п о п е р е ч н ы м .  

С и л о в а я  п л о с к о с т ь  – это плоскость, в которой приложены 

внешние нагрузки. С и л о в а я  л и н и я  – это линия пересечения 

силовой плоскости с плоскостью поперечного сечения (рисунок 5.1). 

Пусть все нагрузки приложены 

в одной силовой плоскости, тогда 

изгиб называется плоским. Если 

при этом силовая линия совпадает 

с одной из главных центральных 

осей сечения, то изгиб будет пря-

мым. В противном случае изгиб 

является косым (см. разд. 6).  

При прямом чистом изгибе в 

сечениях возникают только изги-

бающие моменты Mx

 

(или My), в 

случае
 

прямого
 
поперечного

 

изгиба
 

–
 

изгибающие моменты и попереч-

ные силы Mx

 

и
 

Qy (или My

 

и
 

Qx).  

При построении эпюр внутрен-

них  усилий  поперечная  сила   Q  

М

z

x

y

Силовая

плоскость Силовая

линия

x

Qy  

Рисунок 5.1 

направляется
 

так,
 

чтобы
 

она
 

вращала
 

оставленную
 

часть
 

стержня по 

часовой стрелке. Изгибающий момент прикладывается к сечению 
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так, чтобы
 

верхние
 

волокна балки испытывали сжатие,
 

а нижние – 

растяжение (рисунок 5.2). Для многих строительных материалов 

растяжение
 

опаснее
 

сжатия,
 

поэтому
 

эпюра
 

изгибающих
 

моментов  

Q

Q

ММ

 

Рисунок 5.2 

строится н а  р а с т я н у т о м  в о л о к н е .  

Для этого отрицательные значения моментов 

откладываются сверху оси стержня, положи-

тельные – снизу (см. подразд. 1.8).  

Иногда при прямом изгибе нижние индек-

сы x, y в обозначениях M
 

и
 

Q для простоты 

не пишут. 

Дифференциальные соотношения при прямом изгибе. Рас-

смотрим балку, на которую действует плоская система сил, в том 

числе гладкая распределенная нагрузка q(z), направленная вдоль 

оси  y. Двумя близкими сечениями z и z + dz выделим малый эле-

мент балки (рисунок 5.3, а), к которому не приложены сосредото-

ченные силы и моменты. 

z

y
q z( )

z dz

C

Q
y

Mx

+dQy
Q

y

+dM
xMx

dz

à) á) q

z

F
m

l

 

Рисунок 5.3 

В силу малости элемента dz нагрузку, распределенную по его 

длине, можно считать равномерной. Со стороны левой отброшенной 

части на него действуют Mx и Qy, со стороны правой – Mx + dMx и 

Qy + dQy (рисунок
 

5.3, б). Величины приращения внутренних усилий 

dQy, dMx малы в силу малости dz.  

Вся балка находится в равновесии, поэтому в равновесии должен 

находиться и ее элемент dz. Приравниваем к нулю сумму проекций 

всех сил на ось y: 

0
yyy

dQQqdzQ ;  0
y

dQqdz . 

Отсюда   

dz

dQ

q
y

 ,                                    (5.1) 

т. е. первая производная от поперечной силы вдоль оси балки совпа-

дает с величиной интенсивности распределенной
 

нагрузки, перпенди-

кулярной оси балки. 
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Приравниваем к нулю сумму всех моментов относительно центра 

тяжести правого сечения (точки С): 

2

0
2

x y x x

dz
M Q dz q M dM      . 

Пренебрегая слагаемым q(dz)
2

/2 как величиной второго порядка ма-

лости и приводя подобные члены, получаем 

dz

dM
Q

x

y
 ,                                 (5.2) 

т. е. первая производная от изгибающего момента вдоль оси балки 

представляет собой величину поперечной силы.  

Из двух дифференциальных зависимостей (5.1), (5.2) легко выве-

сти третью:  

2

2

dz

Md
q

x .                                 (5.3) 

С л е д с т в и я   из соотношений (5.1)–(5.3):  

 если на участке балки действует равномерно распределенная 

нагрузка (q
 
=

 

const), то величина поперечной силы Qy линейно 

возрастает при направлении q вверх и убывает, если q направле-

на вниз;  

 если на участке балки распределенная нагрузка отсутствует, то 

поперечная сила постоянна; 

 если на участке балки поперечная сила положительна (Qy > 0), 

то алгебраическая величина изгибающего момента Mx на этом 

участке возрастает;  

 при Qy < 0 величина момента Mx убывает;  

 если в некотором сечении Qy = 0, то Mx имеет здесь экстремум;  

 если на всём участке балки поперечная сила Qy равна нулю, то
 

эпюра
 

изгибающих моментов Mx постоянна;  

 если эпюра Qy постоянна, то эпюра Мx изменяется линейно;  

 если эпюра Qy линейна, то эпюра Мx ограничена параболой; 

направление выпуклости параболы на эпюре изгибающих момен-

тов совпадает с направлением распределенной нагрузки; 

 в сечении, где приложена сосредоточенная поперечная сила, эпю-

ра Qy имеет скачок на величину этой силы, а эпюра Мx – излом, 

направление которого совпадает с направлением силы. 

Эти правила значительно упрощают процесс построения эпюр по-

перечных сил и изгибающих моментов, позволяя не прибегать к со-

ставлению аналитических выражений функций Qy(z) и Mx(z). Эпюры  

Qy и Mx можно строить по характерным точкам, вычисляя значения 

внутренних усилий только на границах участков и в точках экстре-

мумов (см. подразд. 1.8, 1.9).  
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5.2 Закон Гука при чистом изгибе  

Рассмотрим прямой чистый изгиб балки постоянного поперечно-

го сечения, симметричного относительно вертикальной оси. В этом 

случае по длине балки поперечная сила отсутствует (Qy

 

=
 

0), а
 

внут-

ренний изгибающий момент Mx постоянен. Кроме того, напряженно-

деформированное состояние балки также однородно по длине.  

y

Мx

FF

a

Fa

F

Qy

I II z

 

Рисунок 5.4 

á)

а)

dz

dz
 

Рисунок 5.5 

Условия чистого изгиба могут 

возникать при различных внешних 

нагрузках. На рисунке 5.4 изобра-

жена балка, у которой участок I ис-

пытывает чистый изгиб, участок
 

II
 

– 

поперечный. 

Гипотезы и допущения. Нане-

сем на поверхности балки продоль-

ными и поперечными линиями сеть 

квадратов (рисунок 5.5, а). При из-

гибе продольные линии на боковых 

поверхностях искривляются, рассто-

яние между ними практически не 

меняется. Следовательно, можно 

считать, что слои балки друг на дру-

га не давят (допущение о ненадавли-

ваемости продольных волокон).  

Поперечные линии поворачива-

ются, оставаясь прямыми и перпен-

дикулярными к изогнутой оси балки 

(рисунок 5.5, б). Следовательно, по-

перечные сечения после
 

нагружения
 

остаются
 

плоскими
 

(гипотеза
 

Бер-

нулли).  

Принятые упрощения вполне при-

емлемы для областей, удаленных от 

мест приложения сосредоточенных 

нагрузок. 

Деформации. Рассмотрим участок балки в состоянии чистого 

изгиба. Так как во всех сечениях участка момент Mx одинаков, то и 

деформация (изменение кривизны) тоже будет одной и той же. Сле-

довательно, ось стержня принимает форму дуги окружности.  

Верхние волокна балки удлиняются, нижние – укорачиваются. 

При постепенном переходе от удлиняющихся к укорачивающимся 

волокнам встречается промежуточный слой волокон, которые не ме-

няют своей длины. Этот слой называется  н е й т р а л ь н ы м , а ли-

ния его пересечения с плоскостью поперечного сечения – 

н е й т р а л ь н о й  о с ь ю   (нейтральной линией).  
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Двумя близкими сечениями выделим в балке малый элемент dz 

(см. рисунок 5.5) и рассмотрим его деформирование отдельно (рису-

нок 5.6). Примем левое сечение условно неподвижным. Тогда в ре-

зультате изгиба произойдет поворот правого сечения на некоторый 

угол d, верхние слои удлинятся, а нижние укоротятся. Отрезок cd 

своей
 

длины
 

не
 

изменит,
 

так
 

как
 

он
 

принадлежит
 

нейтральному
 

слою: 

 ddccd , 

где  – радиус кривизны изогнутой оси балки. 

dz

d

y

a
b'

c
d'



a b

c d

z

x

y

 

Произвольное волокно, взятое на расстоянии y от нейтрального 

слоя, обозначим ab. После приложения нагрузки оно изменит свою 

длину и займет положение ab'. В соответствии с соотношением (2.2) 

( l l   ) подсчитаем относительное удлинение этого волокна:  

ab

abba 
 . 

Так как  dcdab ;   dyba )( ,  то  






d

ddy)(
. 

Таким образом, относительная линейная деформация  

 = 


y
.                                 (5.4) 

Закон Гука. Будем считать, что каждое продольное волокно 

балки при изгибе находится в состоянии одноосного растяжения-

сжатия (в силу допущения о ненадавливаемости продольных воло-

кон). Для волокна ab можно применить закон Гука при растяжении 

( = E). Подставив в него выражение для деформации (5.4), полу-

чим закон Гука при чистом изгибе 
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y
E


 ,                                (5.5) 

где
 

Е – модуль Юнга; 

 – радиус кривизны изогнутой нейтральной оси балки; 

y – расстояние от рассматриваемого волокна до нейтрального слоя. 

С л е д с т в и е . Нормальные напряжения при чистом изгибе в 

поперечном сечении стержня изменяются по линейному закону. 

Нейтральная линия является геометрическим местом точек, в кото-

рых нормальные напряжения равны нулю ( = 0). 

 

5.3 Нормальные напряжения при чистом изгибе 

Рассмотрим чистый изгиб в вертикальной плоскости, при кото-

ром в сечениях балки возникает только изгибающий момент Mx. 

Предположим, что при этом растянуты верхние волокна, как это бы-

ло принято при выводе закона Гука (рисунок 5.7). В сечениях при-

сутствуют только нормальные напряжения . 


A

x

z

y

x

z

y

Мх

y

x

dA

 

Рисунок 5.7 

Выбор системы координат. Выберем систему координат в по-

перечном сечении балки, учитывая, что только Mx ≠ 0. Все осталь-

ные внутренние силовые факторы, в том числе продольная сила N и 

изгибающий момент My, обращаются в нуль.  

Начало координат совместим с центром тяжести поперечного се-

чения. Ось z направим по нормали к сечению, ось x – по нейтраль-

ной линии, ось y – перпендикулярно к оси x вверх.  

Продольную силу получим, проинтегрировав в соответствии с 

формулой (1.1) элементарную силу  dA по всей площади поперечно-

го сечения A: 

 
A

dAN .                                (5.6) 

Подставим (5.5) в (5.6). С учетом того, что E/ = const,  

x

A

S
E

dAy
E

N





  , 
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где 
A

x
dAyS – статический момент площади сечения.  

Чтобы в сечении продольная сила не возникала (N = 0), статиче-

ский момент должен быть равен нулю (Sx = 0), следовательно, вы-

бранная система координат должна быть  ц е н т р а л ь н о й . 

Горизонтальный изгибающий момент получим, проинтегриро-

вав в соответствии с формулой (1.1) момент относительно оси y эле-

ментарной силы dAx : 

 
A

y
dAxM .                                (5.7) 

Подставив закон Гука (5.5) в соотношение (5.7), получим  

xy

A

y
J

E
dAyx

E
M





  ,                          (5.8) 

где 
A

xy
dAyxJ  – центробежный момент инерции.  

Так как изгибающий момент в горизонтальной плоскости сече-

ния My = 0, то из (5.8) следует, что центробежный момент инерции 

равен нулю (Jxy = 0). Поэтому выбранная система координат должна 

быть  г л а в н о й .  

Следовательно, прямой чистый изгиб бруса под действием изги-

бающего момента Mx происходит только тогда, когда оси координат 

x, y являются  г л а в н ы м и  ц е н т р а л ь н ы м и   осями сечения. 

Связь нормальных напряжений с изгибающим моментом. 

Изгибающий момент Mx представляет собой результирующий мо-

мент внутренних продольных сил  dA, возникающих на бесконечно 

малых площадках поперечного сечения балки (см. рисунок 5.7). Он 

может быть выражен в интегральном виде 

 
A

x
dAyM ,                             (5.9) 

где y – плечо элементарной силы  dA относительно оси x.  

Подставив в (5.9) напряжение  из закона Гука (5.5) и учитывая, 

что E /  = const, имеем  





 

x

A

x

EJ
dAy

E
M

2 .                                   (5.10) 

Напоминаем, что x

A

JdAy 
2

– осевой момент инерции сечения.  

Преобразовывая выражение (5.10), получаем выражение к р и -

в и з н ы  б а л к и  1/ при чистом изгибе:  



110 5  ПРЯМОЙ   ИЗГИБ  

 

x

x

EJ

M



1

,                             (5.11) 

где EJx – жесткость поперечного сечения при изгибе. 

В то же время из закона Гука (5.5) следует, что кривизна 

Ey





1

.                               (5.12) 

Приравнивая правые части выражений (5.11), (5.12), имеем 

y
J

M

x

x ,                              (5.13) 

где Mx – изгибающий момент в рассматриваемом сечении; 

Jx – момент инерции относительно главной центральной оси; 

y – координата рассматриваемой точки в поперечном сечении. 

Знак напряжений связан с направлением оси y и изгибающего 

момента. Если Mx направлен противоположно тому моменту, кото-

рый показан на рисунке 5.7 (т. е. растянуты нижние волокна), то в 

формуле (5.13) появляется знак «–». Поэтому в (5.11), (5.13) вводим 

«» и окончательно принимаем 

y
J

M

x

x ;   

x

x

EJ

M



1

.                     (5.14) 

На практике по направлению момента всегда видно, какие волокна 

сечения растянуты, а какие сжаты. Следовательно, при конкретных 

расчетах напряжений и кривизны по формулам (5.14) легко можно 

установить нужный знак. 

Распределение нормальных напряжений по сечению. Со-

гласно (5.14) нормальные напряжения изменяются по высоте сече-

ния линейно. Максимальные значения достигаются на крайних во-

локнах, наиболее удаленных от нейтральной оси x (рисунок 5.8): 

y



m
a
x

max

C

y

x

 

Рисунок 5.8 

maxmax
y

J

M

x

x .  

Так как xx
WyJ 

max  – осевой момент 

сопротивления, то  

x

x

W

M


max
.              (5.15) 

Если сечение симметрично относительно нейтральной оси x (ри-

сунок 5.9, а, б, в), то нормальные напряжения на крайних верхних  

и нижних волокнах одинаковы по абсолютной величине (рису-

нок 5.9, г). Их знак устанавливается по направлению момента Mx.  
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Рисунок 5.9 

Формула (5.15) является основной в расчетах на прочность при  

изгибе. Она показывает, что наиболее экономичными являются та-

кие формы поперечных сечений, для которых с наименьшей затра-

той материала получается наибольшая величина момента сопротив-

ления Wx. Это позволяет снизить рабочие напряжения в балке. Что-

бы форма сечений по возможности была рациональной, необходимо 

распределять площадь сечения подальше от нейтральной оси. Так 

возникли стандартные тонкостенные профили, такие как двутавры 

и швеллеры (см. рисунок 5.9, а). При изгибе балок в вертикальной 

плоскости подобные профили дают существенную выгоду по сравне-

нию с прочими формами поперечных сечений.  

 

5.4 Потенциальная энергия деформации при чистом изгибе 

Энергия упругих деформаций элемента стержня dz при чистом 

изгибе
 

определяется
 

работой
 

момента Mx на взаимном угловом пере- 

мещении dθ двух сечений (рисунок 5.10) 

 dMdU
x2

1
.  

Используя зависимость (5.11), получим 

d  = 

dz

 = .

x

x

EJ

dzM
 

Отсюда следует выражение для элементарной 

потенциальной энергии  

x

x

EJ

dzM
dU

2

2

 . 

d 



dz

М х М х

dz

  

Рисунок 5.10 

Полную потенциальную энергию деформации получим, проинте-

грировав последнее выражение по длине балки l: 
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
l x

x

EJ

dzM
U

2

2

.                              (5.16) 

Если изгибающий момент и жесткость балки постоянны по ее 

длине, то из (5.16) следует: 

x

x

EJ

lM
U

2

2

 . 

Это же выражение определяет потенциальную энергию деформации 

участка балки длиной l с постоянной жесткостью.  

 

5.5 Напряжения при поперечном изгибе 

Рассмотрим поперечный изгиб в вертикальной плоскости, при 

котором в сечениях балки присутствуют и изгибающий момент Mx, и 

поперечная сила Qy. При этом возникают не только нормальные , 

но и касательные напряжения  (рисунок 5.11). Их наличие свиде-

тельствует о том, что продольные волокна балки испытывают и ли-

нейные, и сдвиговые деформации, т. е. волокна не только удлиняют-

ся (укорачиваются), но и перекашиваются. Свидетельством этому 

является незначительное искривление поперечных сечений. 

A

x

z

y


x

z

y

Мх

dA

Qy  
Рисунок 5.11 

Нормальные напряжения. Опыты показывают, что если сила 

Qy постоянна по длине стержня,
 

то
 

перекосы
 

всех
 

сечений одинако-

вы по значению и направлению.
 

Следовательно,
 

линейные деформа-

ции волокон оказываются такими же, как и при чистом изгибе. По-

этому формулы для определения напряжений и кривизны балки 

y
E


 ;  y

J

M

x

x ;   

x

x

EJ

M



1

 

применимы и для поперечного изгиба. Если Qy изменяется вдоль 

участка стержня, то эти формулы дают погрешность порядка h / l по 
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сравнению с единицей (h – размер поперечного сечения в плоскости
 

изгиба, l – длина участка). Для балок эта погрешность мала.  

Примерно такого же порядка погрешность и в отступлении от 

гипотезы плоских сечений, поэтому в дальнейшем будем считать ги-

потезу Бернулли справедливой и для поперечного изгиба. 

Касательные напряжения. Принимая гипотезу плоских сече-

ний, мы предполагаем, что при деформации каждое продольное во-

локно остается нормальным к поперечным сечениям. А это значит, 

что в плоскости zу деформации сдвига  считаются равными нулю. 

Поэтому если мы попытаемся найти  по деформации сдвига  с по-

мощью закона Гука так же, как это было сделано для нормальных 

напряжений при переходе от (5.4) к (5.5), то получим: 0 G . 

Но мы только что пришли к выводу, что если при поперечном изги-

бе  Qy  0, то и   0. Полученное противоречие, как видно, является 

следствием гипотезы плоских сечений, которая как раз и пренебре-

гает сдвигами.  

Поперечная
 

сила
 

является
 

равнодействующей
 

элементарных
 

рас-

пределенных сил, лежащих в плоскости сечения (см.
 

рисунок
 

5.11): 

 
A

y
dAQ . 

Задача по определению напряжений всегда статически неопределима 

и требует привлечения геометрических и физических уравнений. 

Однако можно принять такие гипотезы о распределении напряже-

ний, что задача станет статически определимой.  

Двумя близкими поперечными сечениями выделим элемент бал-

ки малой длины dz (рисунок 5.12, а).  


x

dA

b

y
y

*

O

y

z

 


à) á)

dz

Q
y

Mx

z

Q
y

+dMxMx

dz

A*

a e

dc

 
1 2

 
Рисунок 5.12 

В левом и правом сечениях внутренние изгибающие моменты от-

личаются на малую величину dMx, а поперечные силы считаются 

постоянными.
 

Проведем
 

продольное сечение, образовав элемент acde. 

На грани aс возникают нормальные напряжения 1 1( )
x x

M J y  , на 

грани ed – 12
yJdMM

xxx
]/)[(   (рисунок 5.12, б). 
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Рисунок 5.13 

Равнодействующая
 

внутренних про-

дольных сил, распределенных по левой 

грани (рисунок 5.13), 

x

x

Ax

x

A
J

M
dAy

J

M
dAN  

**

111
Sx
*, 

где  А* – площадь отсеченной части 

поперечного сечения; 

Sx
* – статический момент отсечен-

ной части сечения относи-

тельно нейтральной оси. 

Аналогично на правой грани 

x

xx

A
J

dMM
dAN


 

*

22
Sx
*. 

Элемент находится в сжатой зоне балки, поэтому обе равнодей-

ствующие N1 и N2 направлены навстречу друг другу. Их разность 

уравновешивается касательными силами на нижней грани cd.  

Предположим, что касательные напряжения  распределены по 

ширине поперечного сечения равномерно. Это допущение тем спра-

ведливее, чем меньше ширина сечения b по сравнению с его высотой 

h (h/b  2). Тогда равнодействующая касательных сил равна значе-

нию напряжений, умноженному на площадь нижней грани: dzb . 

Составляя уравнение равновесия элемента в виде суммы проек-

ций на горизонтальную ось действующих сил, получаем 

0
21

 dzbNN ;  

x

x

J

dM
NNdzb 

12
Sx
*,  

отсюда  = 
dz

dMx

J

S

b

x
*

x

. 

Используя дифференциальную зависимость между поперечной 

силой и изгибающим моментом (5.2), получаем окончательное вы-

ражение касательных напряжений в продольных сечениях балки 


Q

J

S

b

y x
*

x

.                                   (5.17) 

Формула (5.17) была предложена Д. И. Журавским
1)

 в 1858 г., 

поэтому названа его именем. На основании теоремы парности каса-

тельных напряжений она позволяет определять соответствующие 

напряжения и в поперечных сечениях балки.  

                                                           
1)
 Журавский Дмитрий Иванович (1821–1891) – русский ученый и инже-

нер, основатель русской научной школы в области строительной механики.  
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Для произвольного поперечного сечения величины, входящие в 

формулу (5.17), имеют следующий смысл: 

Qy – абсолютная величина поперечной силы в том сечении, где 

вычисляются касательные напряжения; 

Sx
* – абсолютная величина статического момента отсеченной ча-

сти поперечного сечения относительно нейтральной оси  

(той части площади A*, которая заключена между линией, 

где определяются , и краем сечения);  

Jx – момент инерции этого сечения относительно его нейтраль-

ной линии (главной центральной оси); 

b – ширина сечения на уровне, где определяются . 
С л е д с т в и е . Зависимость касательных напряжений от коор-

динаты y в поперечном сечении определяется через статический  

момент отсеченной части сечения Sx
*. Для крайних волокон сечения  

Sx
* = 0 и, следовательно,  = 0. Для части сечения, расположенной 

выше или ниже нейтральной линии (y
 
=

 

0), статический момент мак-

симален, а вместе с ним и касательные напряжения. Таким образом, 

касательные напряжения достигают максимума на нейтральной оси 

и обращаются в нуль на внешних волокнах поперечного сечения. 

Справедливость формулы Журавского. Вывод формулы Жу-

равского проводился в предположении,  что  при изгибе в вертикаль- 

ной плоскости касательные напряжения в
 

поперечных
 

сечениях
 

параллельны только 

оси y. Рассмотрим, в чем приближенность 

формулы, на примере (рисунок 5.14) 

кругового поперечного сечения. Каса-

тельное напряжение , параллельное 
вертикальной оси, разложим на две со-

ставляющие: t – касательная к контуру, 
n – нормальная к нему. По условию 

нагружения внешняя поверхность 

стержня свободна от касательных сил, так 

как вдоль  его  оси нет  нагрузки. 

t





n



y

y

x

 
Рисунок 5.14 

Поэтому и парные к ним напряжения n должны быть равными ну-

лю. Тогда получаем, что полные касательные напряжения   вблизи 
контура направлены к нему по касательной и имеют составляющие и 

по оси y, и по оси x. Методами теории упругости можно показать, 

что в большинстве случаев составляющие по оси x малы по сравне-

нию с составляющими по оси y. 

Гипотезы, положенные в основу вывода формулы Журавского, 

справедливы только для узких прямоугольных сечений (h/b > 2). 

Однако в инженерной практике ею можно пользоваться и в других 

случаях. Исключением являются те места сечения, которые пред-

ставляют собой узкие прямоугольники, расположенные перпендику-

лярно к поперечной силе Q: полки двутавров, швеллеров и т.
 

д.  
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5.6 Распределение напряжений 
 по прямоугольному и двутавровому сечениям  

При поперечном изгибе в сечениях балки присутствуют изгиба-

ющий момент Mx и поперечная сила Qy, следовательно, появляются 

нормальные и касательные напряжения.  

Прямоугольное сечение. Пусть сечение балки представляет со-

бой прямоугольник со сторонами b и h (рисунок 5.15).  

Н ор м ал ь ны е  н ап р я ж ения  распределены по высоте сече-

ния линейно, достигая максимума на крайних волокнах,  

y
J

M

x

x ;  
2

6

bh

M

W

M x

x

x 
max

, 

где Mx – изгибающий момент в рассматриваемом сечении; 

y – ордината точки в поперечном сечении; 

Jx – момент инерции прямоугольника относительно главной 

центральной оси x; 12
3

bhJx  ; 

Wx – момент сопротивления прямоугольника; 
2 6

x
W bh . 

Касател ь ны е  н ап р я ж ения  определяются формулой Жу-

равского (5.17). Статический момент отсеченной части сечения вы-

числяется как произведение заштрихованной площади на координа-

ту ее центра тяжести:  

Sx
* = A y

С

* * = 




  y
h

b
2



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
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Рисунок 5.15 

Отсюда 









 2

2

3 4

6

y
h

bh

Qy

. 

Следовательно, эпюра каса-

тельных напряжений по высоте 

сечения ограничена параболой 

(см. рисунок 5.15). Наибольшие 

напряжения имеют место при  

y = 0:  

bh

Q
y

2

3


max

. 

Двутавровое сечение. Пусть балка имеет двутавровое сечение 

(рисунок 5.16, а). Приближенно принимаем его составленным из 

трех прямоугольников (рисунок 5.16, б).  

Н ор м ал ь ны е  н ап р я ж ения  в нем, как и для прямоуголь-

ного сечения, определяются соотношениями: 
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y
J

M

x

x ;  
x

x

W

M


max
. 

Момент инерции Jx и момент сопротивления Wx для стандартных 

двутавров приведены в таблицах сортамента, для составных (свар-

ных) – вычисляются по формулам разд. 4. Эпюра  прямолинейна,  

проходит через центр тяжести сечения. 

Касател ь ны е  н ап р я ж ения   вычислим по формуле Жу-

равского (5.17) в указанных на рисунке 5.16, а четырех точках. 

В верхней точке 1  

Q

J

S

b

yx
*

x


1
=

1

1

 

так как Sx
*
1

 – статический момент отсеченной в точке 1 верхней 

части поперечного сечения нулевой площади. 

Для точки 2 получаем (см. рисунок 5.16, б) 

Q

J

S

b

y x
*

x


2
=

2

2

,  где Sx
*
2

A y 
С

**
2

2
 bt

th





 

22
;   b2 = b. 

В точке 3  

Q

J

S

b

y x
*

x


3
=

3

3

,  где Sx
*
3 
 = 

2

Sx
*

  = bt
th






 

22

;   b3 = s. 

Так как  b >> s,  то 2 << 3. 

В точке 4, по сравнению с точкой 3, увеличится статический мо-

мент. Для стандартных двутавров его можно не вычислять, а взять 

из таблиц сортамента. По своей величине 4  3, так как 

Sx
*
4

  Sx
*
3

.  

Эпюра касательных напряжений в пределах стенки двутавра 

ограничена параболой (рисунок 5.16, в).  
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Рисунок 5.16 
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З а м е ч а н и е . В месте сопряжения полки со стенкой ширина 

сечения скачком меняется от величины b до s. При вычислении ка-

сательных напряжений в волокнах, принадлежащих полкам (точ-

ка 2), в формулу (5.17) мы подставили ширину полки b. Получилось 

параболическое очертание эпюры, показанное на рисунке 5.16, в 

штриховой линией. Однако эта часть эпюры носит весьма условный 

характер, так как допущение о равномерном распределении каса-

тельных напряжений по ширине сечения здесь несправедливо. На 

практике эпюру  для двутавров строят только в пределах стенки.  

 ПРИМЕР 5.1. Сопоставить абсолютные значения максимальных 

нормальных и касательных напряжений в консольном стержне прямо-

угольного поперечного сечения (рисунок 5.17).  
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Рисунок 5.17 

Так как  Qy = F,  Mx max = Fl, то 
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Следовательно, максимальные касательные напряжения относятся к 

максимальным нормальным напряжениям примерно как высота сечения к 

длине стержня. Но так как h  l, то max  max и касательные напряже-

ния при прочностных расчетах стержней сплошного сечения можно не 

учитывать. 

 

5.7 Касательные напряжения  
     при изгибе тонкостенных стержней 

Выше было рассмотрено распределение касательных напряжений 

в поперечных сечениях балки при поперечном изгибе. Предполага-

лось, что напряжения  параллельны поперечной силе Qy.  

Если сечение представляет собой незам- 

кнутый тонкостенный профиль, то кар-

тина распределения касательных напряже-

ний существенно меняется (рисунок 5.18). 

В общем случае толщина сечения  может 

быть переменной вдоль средней линии про-

филя. 

В точках сечения вблизи наружного и 

внутреннего контуров напряжения  
направлены касательно к контурам. Из-за 

малости  можно считать, что  постоянны 

по толщине и направлены по касательной к 

средней линии сечения.  





 

Рисунок 5.18 
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Формула Журавского для тонкостенных стержней. Рассмот-

рим элемент балки тонкостенного сечения, выделенный двумя сече-

ниями z и z + dz (рисунок 5.19, а).  

Вывод формулы Журавского производится по тому же принципу, 

что и для бруса сплошного сечения. Отличие здесь в выполнении 

продольного разреза, который следует проводить плоскостью, нор-

мальной к срединной линии профиля (рисунок 5.19, б).  
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Рисунок 5.19 

Повторив с учетом сделанного изменения все рассуждения под-

разд. 5.5, приходим к формуле Журавского для тонкостенных 

стержней: 


Q

J

S


y x

*

x

,                                   (5.18) 

где Qy – абсолютная величина поперечной силы в том сечении, где 

вычисляются касательные напряжения; 

Sx
* – статический момент отсеченной части поперечного сечения; 

Jx – момент инерции этого сечения относительно главной цен-

тральной оси; 

 – толщина сечения на уровне, где определяются . 
В таких сечениях, как двутавр, швеллер и др., касательные 

напряжения в стенке параллельны силе Qy, в полках – перпендику-

лярны к ней (рисунок 5.20). Напряжения в полках и в стенке обра-

зуют единый поток.  



Qy



Qy
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Рисунок 5.20 
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Формула (5.18) дает возможность вычислить касательные напря-

жения в любой точке тонкостенного профиля и построить полную 

эпюру касательных напряжений.  

Полная эпюра касательных напряжений для двутавра. Рас-

смотрим сечение двутавровой балки, испытывающей поперечный 

изгиб в вертикальной плоскости (рисунок 5.21, а). Будем пренебре-

гать уклоном полок и считать, что они имеют постоянную, указан-

ную в сортаменте толщину t. Определим касательные напряжения в 

отмеченных на рисунке 5.21, б четырех точках. В каждой из них 

будем проводить сечение перпендикулярно средней линии профиля.  
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Рисунок 5.21 

На участке полки 

между точками 1 и 2 
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Координата x точки, в которой определяется , входит в это выра-

жение в первой степени, следовательно, эпюра  в пределах полки 

будет прямолинейной. 

В точке 1 касательные напряжения 1 = 0, так как отсеченная 

часть имеет нулевую площадь.  

Для точки 2  




 

222
2

thb

J

Q

x

y

. 

На рисунке 5.21, б заштрихована отсеченная часть для точки 2. 

В точках 3 и 4, принадлежащих стенке, сечение проводится го-

ризонтально, перпендикулярно поперечной силе. Касательные 

напряжения 3 и 4  вычислены ранее (см. подразд. 5.6).  

Эпюра  для двутавра имеет вид, показанный на рисунке 5.21,
 

б. 

З а м е ч а н и е . Форма и размеры стандартных тонкостенных 

профилей (двутавров, швеллеров) подобраны таким образом, что ка-

сательные напряжения в полках в несколько раз меньше напряже-

ний в стенке. Поэтому на практике вполне достаточно строить эпюру 

 только для стенки (см. рисунок 5.16).  
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5.8 Расчеты на прочность при изгибе  

При изгибе в поперечных сечениях балки возникают нормальные 

и касательные напряжения. Рассматривая распределение  и  по 

сечению, можно заметить следующие важные особенности: 

 нормальные напряжения достигают своих экстремальных значе-

ний в точках, наиболее удаленных от нейтральной оси; в этих 

точках касательные напряжения, как правило, равны нулю или 

малы; 

 касательные напряжения обычно максимальны на нейтральной 

оси или вблизи нее, т. е. там, где нормальные напряжения равны 

нулю или малы.  

Поэтому при расчете на прочность балок можно пренебречь вза-

имным влиянием нормальных и касательных напряжений и сфор-

мулировать раздельно условия прочности по нормальным и каса-

тельным напряжениям. 

Условие прочности по нормальным напряжениям. Рассмот-

рим балку из материала, одинаково работающего на растяжение и 

сжатие (например, сталь, дерево).  

Если балка имеет постоянное сечение по длине, то опасным яв-

ляется сечение, в котором возникает максимальный изгибающий 

момент Mx max. Условие прочности по нормальным напряжениям 

можно записать следующим образом: 

max =  
x

x

W

M
max

,                        (5.19) 

где
 
max – наибольшее по абсолютной величине нормальное напря-

жение; 

Mx max – изгибающий момент в опасном сечении; 

Wx – момент сопротивления опасного сечения (момент сопро-

тивления изгибу); 

[] – допускаемые нормальные напряжения, вместо которых 

при расчете строительных конструкций используется рас-

четное сопротивление R. 

Если поперечное сечение балки переменно по длине, то опасное 

сечение соответствует максимуму отношения Mx / Wx. Условие 

прочности в этом случае 

max =  








maxx

x

W

M
. 

На практике используются три типа расчетов на прочность: 

 пов е р о чный  р а с ч ет  выполняется, если известны размеры 

стержней, внешние нагрузки и допускаемые напряжения. Вы-

числяются максимальные рабочие напряжения и сравниваются с 
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допускаемыми напряжениями. После этого делается вывод, вы-

полняется или не выполняется условие прочности 

max   []; 

 под б о р  р а зм ер о в  п оп ер е чно г о  с е ч ения  балки произво-

дится, если заданы внешние нагрузки (следовательно, известны 

внутренние изгибающие моменты) и допускаемые напряжения. 

Тогда из условия (5.19) для опасного сечения следует 

][

max


 x

x

M
W .                                (5.20) 

По известному Wx определяются необходимые размеры сечения; 

 опр ед ел ени е  г р у з оподъ емно сти  (несущей способности) 

проводится, если известны размеры сечений элементов и допус-

каемые напряжения. Тогда величина изгибающего момента в 

опасном сечении  

][
xx

WM
max

.  

По ней вычисляется максимальная величина внешней нагрузки. 

Эту задачу чаще всего решают при реконструкции сооружений.  

Заметим, что для балок, материал которых по-разному работает 

на растяжение и сжатие, необходимо обязательно учитывать знак 

напряжений. При этом используются разные допускаемые напряже-

ния при работе на растяжение и сжатие – []t и []с. Для строитель-

ных конструкций используются соответствующие расчетные сопро-

тивления.  

Условие прочности по касательным напряжениям. Для тон-

костенных профилей (швеллер, двутавр, уголок и др.) необходимо 

дополнительно выполнять проверку прочности по касательным 

напряжениям. Условие прочности по    имеет вид  

Q

J

Sy x
*

x

=

max

max
< [],                        (5.21) 

где max – максимальное касательное напряжение в опасном сечении; 

Qy max – наибольшая по абсолютному значению поперечная сила; 

[] – допускаемые касательные напряжения, вместо которых 

при расчете строительных конструкций используется рас-

четное сопротивление сдвигу (срезу, скалыванию) Rs. 

Остальные обозначения те же, что и в формуле (5.18). 

Для стандартных профилей если выполняется условие прочности 

по , то обычно выполняется и условие прочности по .  
Если размеры сечения выбраны из условия прочности по нор-

мальным напряжениям (5.20), а условие (5.21) не выполняется, сле-

дует провести коррекцию размеров. 
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5.9 Расчет балок с учетом развития  
       пластических деформаций 

Во всех предыдущих расчетах при изгибе предполагалось, что 

материал балки работает упруго, т. е. напряжения и деформации 

прямо пропорциональны друг другу.  

Нормальные напряжения изменяются по высоте сечения линей-

но, достигая наибольших значений в крайних волокнах:  

xx WM
max

. 

В «упругих» расчетах на прочность за опасное принимается такое 

состояние балки, когда max достигают предела текучести y. Но 

балка еще сохраняет способность воспринимать внешнюю нагрузку, 

так как в средних волокнах имеет место недонапряжение. Поэтому 

средние волокна являются своеобразным резервом повышения несу-

щей способности балки, если допустить появление пластических де-

формаций.   

Предельное состояние. Рассмотрим статически определимую 

балку (рисунок 5.22, а). Материал пластичный, одинаково хорошо 

сопротивляется растяжению и сжатию (пределы текучести при рас-

тяжении и сжатии одинаковы, yt = yc = y), его деформирование 

подчиняется диаграмме Прандтля (см. подразд. 2.13). Поперечное 

сечение балки имеет две оси симметрии: x и y (рисунок 5.23, а). 

Опасным будет сечение с наибольшим изгибающим моментом Mx max. 

Проследим за работой балки при 

постепенном увеличении внешней 

нагрузки F.  

Упру гая  стадия . Эпюра нор-

мальных напряжений в опасном сече-

нии прямолинейна, максимальные 

напряжения в опасном сечении 

max maxx x
M W   

не превышают предела текучести y 

(рисунок 5.23, б). 

F

M maxx

F

а)

б)

u

Mx

 

Рисунок 5.22 

Упру г о п ла стич е ска я  стади я .
 

При увеличении нагрузки 

крайние волокна первыми достигнут предела текучести (рису-

нок
 

5.23,
 

в), после чего рост напряжений в них прекратится, а де-

формации будут продолжать расти. Дальнейшее увеличение нагруз-

ки приведет к тому, что текучесть материала будет проникать глуб-

же по сечению, захватывая новые волокна, но в средней части со-

хранится упругое ядро высотой  (рисунок 5.23, г). При дальнейшем 

росте нагрузки высота упругого ядра постепенно уменьшается.  
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Пред ел ьно е  пла стич е ско е  с о стояние  наступит, когда 

текучесть распространится по всему поперечному сечению, так как 

после этого дальнейшая деформация балки происходит без увеличе-

ния нагрузки. Напряжения во всех волокнах достигают предела те-

кучести y, эпюра  прямоугольная (рисунок 5.23, д). Несущая спо-

собность балки полностью исчерпана. Внешняя нагрузка достигает 

предельного значения Fu, в опасном сечении возникает предельный 

изгибающий момент Мpl. 
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Рисунок 5.23 

Явление, при котором напряжения во всех точках сечения равны 

пределу текучести y, называется пластич е ским  шарнир ом .  

Он превращает статически определимую балку (см. рисунок 5.22, а) 

в изменяемую систему (см. рисунок 5.22, б). Вследствие интенсивно-

го нарастания деформаций балка получает угол перелома в наиболее 

опасном сечении. В отличие от идеального шарнира, который не 

воспринимает изгибающего момента, в пластическом шарнире дей-

ствует момент Мpl. Пластический шарнир является односторонним: 

он исчезает при действии в этом сечении момента обратного (по от-

ношению к Мpl) знака или при разгрузке балки.  

Несущая способность в предельном состоянии. Для определения 

величины предельного изгибающего момента Мpl выделим две эле-

ментарные площадки dA1 и dA2, расположенные в верхней и нижней 

частях сечения. Их расстояния от нейтральной оси x обозначим че-

рез y1 и y2 (см. рисунок 5.23, а). Момент элементарной силы ydA1, 

действующей на первую площадку, относительно нейтральной оси 

равен y1ydA1. Аналогично для нижней площадки получаем элемен-

тарный  момент y2ydA2. Оба эти момента имеют одинаковые знаки, 

так как вращают свои площадки относительно оси x в одну и ту же 

сторону. Суммируя их по верхней и нижней частям поперечного се-

чения, получаем выражение для предельного момента 
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где                        S1= 
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1

A

dAy ,  S2 = 
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2

A

dAy  – 

статические моменты соответственно верхней и нижней частей попе-

речного сечения относительно нейтральной оси x, взятые по модулю.  

Сумма этих статических моментов называется пластич е ским  

моментом  с опр отивл ения  (по аналогии с моментом  сопро-

тивления Wx при обычном расчете): 

Wpl = S1 + S2.                               (5.22) 

Для сечений, имеющих две оси симметрии, из (5.22) следует 

Wpl = 2Sx, 

где Sx – статический момент половины сечения относительно оси x.  

Таким образом, предельный изгибающий момент 

Мpl = yWpl.                                 (5.23) 

У реальных сечений отношение Wpl / Wx всегда больше единицы. 

Так, у прямоугольного сечения 

442
2

2
bhhbh

Wpl  ;  
6

2
bh

Wx  , 

следовательно, 
xpl

WW  = 1,5. 

В таком же отношении находятся соответствующие изгибающие 

моменты Мpl и My

 

=
 

yWx, т.
 

е. учет образования пластического шар-

нира позволяет повысить несущую способность балок прямоугольно-

го сечения в 1,5 раза по сравнению с обычным, «упругим», расчетом. 

Для других форм поперечного сечения указанное отношение 

иное, причем оно тем меньше, чем рациональнее распределен мате-

риал по высоте балки с точки зрения обычного расчета. Для прокат-

ных двутавровых балок и швеллеров Wpl = 1,12…1,17Wx при изгибе 

в плоскости стенки и Wpl = l,2Wx при изгибе параллельно полкам. 

Продольная сила в поперечном сечении при изгибе равна нулю:  

N =  

1A

y
dA)(  + 

2A

y
dA  = y(A2 – A1) = 0.  

Поэтому в пластическом шарнире площадь сжатой зоны сечения все-

гда должна быть равна площади растянутой зоны A2 = A1, так как 

действующие в них напряжения одинаковы и равны y. 
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y
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Рисунок 5.24 

Таким образом, нейтральная 

ось делит площадь опасного се-

чения на две равновеликие ча-

сти. Поэтому в несимметричном 

поперечном сечении нейтральная 

ось в предельном состоянии не 

проходит через центр тяжести 

сечения (рисунок 5.24). 

З а м е ч а н и е . Изложенная 

теория изгиба с учетом пластиче-

ских деформаций не учитывает 

влияние поперечной силы при 

поперечном изгибе. Как показы-

вает практика, это влияние неве-

лико, и им можно пренебречь. 

 

5.10 Дифференциальное уравнение упругой линии балки 

Перемещения при изгибе. Различают два типа перемещений:  

 линейные – пр о ги бы  y(z); 

 угловые – у глы  по в о р ота  (z) поперечных сечений балки во-

круг их нейтральных осей или углы между направлениями про-

дольной оси балки до и после деформирования (рисунок 5.25). 

Допущение о малости деформаций (см. подразд. 1.2) позволяет 

считать, что прогибы направлены перпендикулярно продольной оси z 

недеформированной балки; углы поворота настолько малы, что мож-

но принять tg . 

Согласно геометрическому смыслу
 

производной  dzdytg   с 

достаточной степенью точности угол поворота сечения будет равным  

первой производной от прогиба по 

абсциссе сечения: 

ydzdyz  )( . 

Прогиб вверх считается поло-

жительным, вниз – отрицатель-

ным. Угол принимается положи-

тельным, если поперечное сечение 

поворачивается против часовой 

стрелки, отрицательным – если 

поворот происходит по часовой 

стрелке.  



y

z

y

z

F

F

( )z
( )z

 

Рисунок 5.25 

Кривая, в которую превращается продольная ось балки при де-

формировании, называется у пр у г ой  линией . Для определения 

перемещений необходимо знать ее уравнение. 
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Уравнение упругой линии балки. Из курса математического 

анализа известно, что кривизна 1/ некоторой линии y = y(z) связа-

на с уравнением кривой соотношением 

  232
1

1

y

y







. 

С другой стороны, согласно (5.11) 

x

x

EJ

zM )(



1

. 

Приравнивая правые части этих формул, получаем точно е  

диффер енциал ьно е  у р авн ени е  упр у г ой  линии  б алки : 

  232
1 )(y

y




 = 

x

x

EJ

zM )(
 .                     (5.24) 

Уравнение (5.24) нелинейное, его интегрирование связано с 

большими трудностями. Однако из-за малости углов поворота 

(z) = y' их квадратами можно пренебречь как величинами весьма 

малыми по сравнению с единицей. Тогда это уравнение упрощается: 

x

x

EJ

M
y  . 

Выбор знака зависит от принятой системы координат. Если внутрен-

ний изгибающий момент направлен так, что увеличивает кривизну 

изогнутого стержня, то в последнем уравнении следует сохранить 

только знак «плюс»: 

x

x

EJ

M
y  .                               (5.25) 

Это уравнение называется диффер енциал ьным  у равн ен и -

ем  упр у г ой  линии  б алки . Оно является приближенным, так 

как использовано допущение о малости углов поворота. Кроме этого, 

не учтены деформации сдвига, связанные с наличием поперечных 

сил. Однако в подавляющем большинстве случаев влияние попереч-

ных сил несущественно и им можно пренебречь.  

Уравнение (5.25) с достаточной для практических целей точно-

стью позволяет определять прогибы и углы поворота в любом сече-

нии балки от любой нагрузки. Для балки постоянного сечения его 

удобно записывать в виде 

xx
MyEJ  .                             (5.26) 

Используя (5.26) и полученные ранее дифференциальные зависи-

мости (5.2), (5.3) между q, Qy и Mx  
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dz

dM
Q

x

y
 ;  

2

2

dz

Md

dz

dQ

q
xy

 , 

получаем, что для балки с постоянным сечением справедливы сле-

дующие уравнения: 

Qy = EJx y  ;  q = EJxy
IV

 .                   (5.27) 

Из (5.27) следует, что форма изогнутой оси балки, находящейся 

под воздействием равномерно распределенной нагрузки (q = const), 

описывается уравнением четвертого порядка. Если
 

q
 

=
 

0 (Qy

 

=
 

const), 

то форму описывает кривая третьего порядка, при Qy = 0 (чистый 

изгиб, Mx = const) – второго порядка, в частности, окружность.  

З а м е ч а н и е . Если стержень достаточно гибок и возникающие 

деформации конечны (т.
 

е. не выполняется гипотеза малости деформа-

ций и величина y' не мала по сравнению с единицей), то нужно при-

менять точное дифференциальное уравнение упругой линии (5.24). 

Кроме этого, при расчете гибких стержней уравнения равновесия 

обязательно должны составляться по деформированной схеме (с уче-

том перемещений внешних нагрузок за счет изгиба конструкции). 

 

5.11 Определение перемещений при изгибе 

Метод непосредственного интегрирования. Перемещения 

балки при изгибе – прогиб y(z) и угол поворота сечения (z) – для 

нагрузок простого вида можно получать методом непосредственного 

интегрирования уравнения (5.25). Тогда в результате двукратного 

интегрирования имеем  

dz
EJ

M
y

x

x

  + C1;  y = dzdz
EJ

M

x

x

   + C1z + C2.      (5.28) 

Константы интегрирования C1, C2 в выражении (5.28) определя-

ются из граничных условий (условий закрепления стержня). 

 ПРИМЕР 5.2. Для балки постоянной жесткости (EJx = const), по-

казанной на рисунке 5.26, а, требуется найти прогиб yA и угол поворота A  

в сечении A. 

y q

z

z

l
A

l
A

F
y

а)

б)

 

Рисунок 5.26 

Изгибающий момент в сечении с коорди-

натой z  

Mx = –
2

)(
2

zlq 
. 

Подставив это выражение в уравнение (5.24), 

получим 

2

)(
2

zl

EJ

q
y

x


 . 
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Проинтегрируем его два раза:  

3

)(

2

3
zl

EJ

q
y

x


  + C1;  

4

)(

6

4
zl

EJ

q
y

x


  + C1z + C2.      (а) 

Константы интегрирования C1, C2 определяются из условия равенства 

нулю в заделке прогиба и угла поворота сечения, т. е. при z = 0 получаем 

y(0) = 0, (0) = y (0) = 0. Удовлетворяя эти требования в (а), имеем 

(0) = 

xEJ

ql

6

3

 + C1= 0;    C1 = –

xEJ

ql

6

3

; 

xEJ

ql
y

24
)0(

4

  + C10 + C2 = 0;   C2  = 

xEJ

ql

24

4

. 

Подставив константы интегрирования в (а), получим формулы для 

определения перемещений в любом сечении рассматриваемой балки. 

Например, перемещения сечения A следуют при значении z = l: 

A = y (l) =  –

xEJ

ql

6

3

;   yA = y(l) = –

xEJ

ql

8

4

.                (б) 

Если на консольную балку в точке A действует сосредоточенная сила F 

(рисунок 5.26, б), то прогиб в (б) принимает вид  

yA = y(l) = –

xEJ

Fl

3

3

. 

З а м е ч а н и е . Метод прямого интегрирования становится неудо-

бен, если действуют несколько внешних нагрузок. Балку приходится 

разбивать на характерные участки. Интегрирование дифференциально-

го уравнения упругой линии нужно проводить внутри каждого из 

участков в отдельности, что приведет в данном случае к появлению 

двух констант интегрирования. В результате этих констант будет в 

два раза больше количества участков. Их необходимо определять из 

условий закрепления балки и сопряжения участков, что приведет к 

громоздкости математических выкладок. Избежать этого можно, если 

воспользоваться другими методами определения перемещений, напри-

мер, методом начальных параметров.  

Метод начальных параметров. Рассмотрим балку постоянной 

жесткости (рисунок 5.27), на которую действуют различные виды 

нагрузок. Опоры отброшены, их действие заменено опорными реак-

циями. Условимся:  

 начало координат помещать на левом конце балки;  

 сосредоточенный момент m привязывать к своему сечению, т. е. 

представлять в виде произведения m(z – а)
0

, где а – расстояние 

от начала координат до сечения, в котором момент приложен; 

 распределенную нагрузку, не доходящую до правого конца бал-

ки, продлевать до этого конца, одновременно уравновешивая 

противоположно направленной нагрузкой той же интенсивности; 
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 интегрирование выражений для изгибающего момента, содержа-

щих скобки, проводить без раскрытия скобок. 

mF
1 F

2

z

q

l
1

l
3

l
2

l
4

l

z

y

O

M
x

q

 

Рисунок 5.27 

Выполнение перечисленных условий позволяет ограничиться со-

ставлением и интегрированием всего лишь одного дифференциально-

го уравнения – уравнения последнего (крайнего правого) участка 

балки. В результате этого всегда образуются две константы интег-

рирования независимо от количества участков.  

Уравнение для любого промежуточного участка может быть по-

лучено из общего уравнения путем исключения слагаемых, которые 

содержат нагрузки, приложенные правее рассматриваемого участка.  

Таким образом, при определении перемещений методом началь-

ных параметров следует учитывать только те нагрузки, которые 

расположены слева от рассматриваемого сечения.  

Левый конец балки совместим с началом координат. Используя 

метод сечений, составим выражение для изгибающего момента Mx на 

последнем, пятом, участке балки: 

 Mx = F1 (z – l1)  + m + 
2

 )(
2

3
lzq 

 – 
2

 )(
2

4
lzq 

.       (5.29) 

Здесь распределенная нагрузка продолжена до конца балки и 

снизу введена соответствующая компенсация. Это сделано для того, 

чтобы момент Mx на других участках балки можно было получить из 

соотношения (5.29), отбрасывая все нагрузки, расположенные правее 

сечения. Поэтому все распределенные нагрузки должны заканчи-

ваться на правом конце балки. Сила F2 не входит в это уравнение, 

так как расположена правее рассматриваемого сечения.  

Подставим полученное выражение для момента Mx в дифферен-

циальное уравнение упругой линии балки:  

EJx y   = F1(z – l1) + m + 
2

 )(
2

3
lzq 

 – 
2

 )(
2

4
lzq 

. 

При интегрировании этого уравнения внешний момент будем 

привязывать к своему сечению: m = m(z – l2)
0

. Тогда  
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EJx y' = EJx0 +F1

2

 )
2

1
lz (

+ m(z – l2) +
6

 )
3

3
lzq (

–
6

 )
3

4
lzq (

; 

EJx y = EJxy0 + EJx0z + F1

6

 )
3

1
lz (

 + m
2

 )
2

2
lz (

 + 

+ 
24

 )
4

3
lzq (

 – 
24

 )
4

4
lzq (

.                 (5.30) 

Здесь 0, y0 – константы интегрирования. Для выяснения их ме-

ханического смысла рассмотрим крайнее левое сечение. Из выраже-

ний (5.30), отбрасывая все нагрузки, расположенные правее сечения  

z = 0, получаем  

EJx
0


z

y  = EJx0;   EJx
0z

y  = EJxy0. 

Следовательно, величины 0 и y0 

являются углом поворота и прогибом 

крайнего левого сечения балки. По-

этому их называют н а чал ьными  

па раметрами   балки.  

Для балки на двух опорах (рису-

нок 5.28, а) величины 0, y0 опреде-

ляются из условия равенства нулю 

прогиба на обеих опорах (y = 0 при 

z = 0 и z = l). Если один конец бал-

ки заделан (рисунок 5.28, б), то 

начальные параметры будут следую-

щими: 0 = 0, y0 = 0. 

F
y

z

l

Fy

z

l

а)

б)

 
Рисунок 5.28 

Другие методы определения перемещений в стержневых системах 

при изгибе рассмотрены в разд. 9. 

 

5.12 Примеры расчета балок при прямом изгибе 

 ПРИМЕР 5.3. Рассмотрим прочностной расчет стальной двутавро-

вой балки при прямом изгибе. Балка (рисунок 5.29, а) нагружена равно-

мерно распределенной нагрузкой q, сосредоточенными силами F = qa и 

моментом m = qa
2

. Значения q = 13 кН/м, а = 2 м.  

Расчетное сопротивление при изгибе R = 210 МПа, расчетное сопро-

тивление сдвигу Rs = 130 МПа, предел текучести y = 240 МПа. Требуется: 

1) построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов; 

2) подобрать по сортаменту номер двутавра; 

3) проверить прочность двутавра по касательным напряжениям; 

4) в сечении балки над левой опорой построить эпюры нормальных и 

касательных напряжений; 

5) определить предельную интенсивность распределенной нагрузки qи, 

при которой в опасном сечении образуется пластический шарнир; 
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6) методом начальных параметров определить прогиб балки посередине 

пролета и показать общее очертание упругой оси.  

Эпюры внутренних усилий – поперечных сил Qy и изгибающих  

моментов Mx (рисунок 5.29, б, в) – ранее построены в примере 1.4.  

qa 
2

Fm
q

y

z

а

A B

Y
A Y

BF

0 а

3

а а а а

Q y

xM ,

,

A B

y
0

y

а 1,5а а1,5а

а)

б)

в)

г)

 

Рисунок 5.29 

Подбор размеров поперечного сечения выполним по абсолютной ве-

личине максимального изгибающего момента: 

Mx

 

max = (25/18)qa
2

 = (25/18)
 


 

13
 


 

2
2

 = 72,22 кНм. 

Сечение балки, в котором он действует, называется опасным. 

Из условия прочности при изгибе (5.20) определяем требуемый момент 

сопротивления сечения: 

Wx  
R

Mxmax
=

6

3

10210

102272



,
= 350  10

–6

 м
3

.  
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Используя таблицы сортамента, принимаем двутавр № 27, у которого  

Wx = 371  10
–6

 м
3

. 

Выписываем из сортамента необходимые для дальнейшего расчета 

геометрические характеристики выбранного двутавра: h = 27 см; b =  

= 12,5 см; s = 0,6 см; t = 0,98 см; Jx = 5010 см
4

; Sx* = 210 см
3

.  

Проверку прочности по касательным напряжениям выполняем для 

сечения с максимальной по абсолютной величине поперечной силой: 

Qy max = (8/3)qa = (8/3)  13  2 = 69,33 кН.  

Максимальные касательные напряжения в балке  

sJ

SQ

x

*

xy max

max
  = 

28

63

1060105010

10210103369









,

,
= 48,4  106 Па = 48,4 МПа. 

Это не превышает расчетного сопротивления сдвигу Rs = 130 МПа, по-

этому условие прочности по касательным напряжениям (5.21) для выбран-

ного двутавра выполняется.  

Построение эпюр нормальных и касательных напряжений. В за-

данном поперечном сечении балки (сечение А над левой опорой) вычисля-

ем действующие изгибающий момент и поперечную силу: 

A

xM  = qa
2

/2 = 13  2
2

/2 = 26 кНм; 

A

yQ  = (4/3)qa = (4/3)  13  2 = 34,67 кН. 

Нормальные напряжения по поперечному сечению распределены ли-

нейно. Эпюра изгибающих моментов в рассматриваемом сечении располо-

жена сверху над осью балки, следовательно, растянуты верхние волокна. 

Максимальные и минимальные напряжения возникают в верхних и ниж-

них волокнах сечения:  

x

A

xA

W

M
max  = 

6

3

10371

1026




 = 70,1  10

6

 Па = 70,1 МПа;  

AA

maxmin
 = –73,7 МПа. 

Касательные напряжения вычисляем в четырех пронумерованных ха-

рактерных точках сечения, принимая полки двутавра прямоугольными. 

Для первой точки 0A

1
 из-за равенства нулю площади отсеченной части 

сечения.  

Статический момент отсеченной во второй точке части поперечного се-

чения вычисляем как произведение координаты центра тяжести полки 

двутавра  22 th   на ее площадь bt: 

*

xS
2

=   tbth 22  =   9805122980227 ,,,  = 159,4 см
3

, 

тогда 

bJ

SQ

x

*

x

A

yA 2

2
 =

28

63

10512105010

104159106734









,

,,
= 0,88  10

6

 Па = 0,88 МПа. 
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Так как сечения, проведенные через вторую и третью точки, практиче-

ски совпадают, то и соответствующие статические моменты отсеченных  

площадей 
*

3xS  = 
*

xS
2

. Отличие только в ширине сечения, проведенного 

через точку 3, здесь она равна s. Поэтому  

sJ

SQ

x

*

x

A

yA 2

3
 =

28

63

1060105010

104159106734









,

,,
 = 18,4  10

6

 Па = 18,4 МПа. 

Продольное сечение, проведенное через четвертую точку, делит попе-

речное сечение пополам. Статический момент половины сечения двутавра 

приведен в сортаменте, поэтому 
*

xS
4
= 

*

xS . Отсюда  

sJ

SQ

x

*

x

A

yAA 
max4

=
28

63

1060105010

10210106734









,

,
= 24,2  10

6

 Па = 24,2 МПа. 

h

1

3

4

2

b

x

y

t

s

, МПа , МПа

70,1

0,88

18,4

24,2

70,1

0,88

18,4

 

Рисунок 5.30 

По вычисленным значе-

ниям нормальных и каса-

тельных напряжений в ука-

занных точках сечения над 

левой опорой балки строим 

соответствующие эпюры (ри-

сунок 5.30).  

Следует обратить внима-

ние на то, что в третьей точ-

ке касательные напряжения 

скачком увеличиваются бо-

лее чем в 20 раз. Это проис-

ходит из-за соответствующе-

го уменьшения ширины по-

перечного сечения. 

Расчет балки с учетом пластических деформаций. Определим, при 

какой интенсивности распределенной нагрузки qu в сечении с наибольшим 

изгибающим моментом образуется пластический шарнир. Для этого при-

равняем максимальный момент, выраженный через эту нагрузку, Mx max = 

= (25/18)qua
2

 к предельному моменту, который в соответствии с формулой 

(5.23) будет Мpl = yWpl. Через Wpl обозначен пластический момент сопро-

тивления сечения: 

Wpl = 2 xS = 2  210  10
–6

 = 420  10
–6

 м
3

.  

Приравнивая моменты, получаем  

  225 18/
u y pl

q a s W ; 

qu = 
2

25

18

a

Wply
= 

425

104201024018
66



 

 = 18,1  10
3

 Н/м = 18,1 кН/м.  

Следовательно, при величине интенсивности распределенной нагрузки  

q = qu = 18,1 кН/м в опасном сечении балки может образоваться пластиче-

ский шарнир, если материал двутавра идеально упругопластический.  
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Определение перемещений. Методом начальных параметров опреде-

лим прогиб балки посередине пролета (при z = 2,5a). Для этого распреде-

ленную нагрузку продолжим до конца балки и снизу введем соответству-

ющую компенсацию (рисунок 5.31, штриховые линии). 
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Рисунок 5.31 

Составим выражение изгибающего момента Mx на пятом участке: 

2

4
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)()()()(
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qazYazFazmazY
qz

M BAx


 . 

Подставив его в дифференциальное уравнение упругой линии балки  

EJxy" = Mx и учитывая значения сил и моментов, получим 
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Проинтегрируем это выражение два раза: 
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Начальные параметры 0, y0 определим из граничных условий закреп-

ления балки. Так как на опорах (z = a; z = 4a) прогибы равны нулю, то 

должны выполняться два условия: 

0
az

y ;  0
4


 az

y . 

Подставим их в выражение для прогиба, не учитывая при этом слага-

емые, которые соответствуют нагрузкам, расположенным правее рассмат-

риваемой опоры. В результате получим систему двух линейных алгебраи-

ческих уравнений для определения начальных параметров:  
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Отсюда 
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3

0
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41
 ;   

xEJ
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y

4

0
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11
 . 

Прогиб  балки  посередине пролета,  т. е.  в  сечении  с  координатой   

z = 2,5a,  будет  следующий: 
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52,
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xEJ

qa
4

384

385
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811

43

105010102384

21013385




  = 

2
10082

 , м = 

           = –2,08 см. 

Общее очертание упругой оси балки показано на эпюре изгибающих 

моментов (см. рисунок 5.29, в). При построении этой кривой учтены знаки 

прогибов y0 и 
2 5,z a

y


. Направление выпуклости линии определяется рас-

тянутыми верхними или нижними волокнами, т. е. расположением эпюры 

моментов. Перегибы упругой оси наблюдаются в тех сечениях, в которых 

эпюра моментов проходит через нуль, меняя знак. 

 ПРИМЕР 5.4. Установить, насколько экономична и рациональна 

двутавровая балка, подобранная в предыдущем примере, по сравнению с 

балками других сечений (рисунок 5.32) при сохранении той же грузо-

подъемности.  
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Рисунок 5.32 
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Выписываем требуемый момент сопротивления из примера 5.3:  

Wx = 350 см
3

.  

Двутавровое сечение. Площадь двутавра № 27, подобранного в при-

мере 5.3 под заданную нагрузку: А = 40,2 см
2

. 

Сечение коробчатого типа (см. рисунок 5.32, а). Момент инерции 

равен разности моментов инерции двух составляющих его прямоугольни-

ков:  

1 2( ) ( )

x x x
J J J  ,  

3 3
1 41 1 4 13

732 3
12 12

( ) ( )
,

x

b h c c
J с   ; 

3 3
2 42 2 3 12

432
12 12

( ) ( )

x

b h c c
J с   ;  

44
33004323732 ccJx ,),(  . 

Момент сопротивления сечения  

4
3300 3

46 2
6 5

max

,
,

,

x

x

J c
W c

y c
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откуда  

6

33
350 10

0 0196 96
46 2 46 2

, м 1,  cм

, ,

x
W

c


    . 

Принимаем с = 2 см. Площадь сечения 

2 2 2
1 2 1 1 2 2 13 4 12 3 16 16 2 64cмA A A bh b h c c c c c            . 

Прямоугольное сечение (см. рисунок 5.32, б). Момент сопротивления 

прямоугольника  

2

6
x

bh
W  , откуда 

3

6
x

h h

b W

 . 

Отношение сторон h / b = 2,2. Тогда   

3

2 2
6

,
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h
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633 2 2 6 13 2 350 10 0 167 16 7, , , м , см

x
h W

       , 

16 7
7 58

2 2 2 2

,
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, ,

h
b    . 

Принимаем h = 16,7 см, b = 7,6 см, тогда 
216,7 7,6 127cм   A hb . 

Круглое сечение (см. рисунок 5.32, в). Момент сопротивления 

32

3
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6

3 3
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Площадь сечения 

2 2
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4 4

, ,
cм

d
A

 
   . 

Вычисленные площади и их отношения к площади двутавра приведе-

ны в таблице 5.1. 
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Таблица 5.1 – Параметры сечений при одинаковой грузоподъемности 

Форма сечения Двутавр Коробчатое 

сечение 

Прямоугольное 

сечение 

Круглое  

сечение 

Площадь поперечно-

го сечения, см
2
 40,2 64 127 184 

Отношение к площа-

ди двутавра 1 1,59 3,16 4,58 

Как следует из приведенных расчетов, двутавр является наиболее ра-

циональным (наименее материалоемким) по сравнению с коробчатым, пря-

моугольным и круглым сечениями. Это и обусловливает широкое приме-

нение двутавровых балок в строительстве и различных отраслях промыш-

ленности.  

 

5.13 Балка на упругом основании 

В инженерной практике часто встречаются балочные элементы 

конструкций, лежащие на сплошном упругом основании. К таким 

конструкциям могут быть отнесены шпалы железнодорожного пути, 

ленточные фундаменты зданий, фундаменты плотин, опирающиеся 

на грунты, балки, плавающие в жидкости, и др. (рисунок 5.33). 

Кроме того, к таким конструкциям относятся также и рельсы, у ко-

торых число опор бесконечно велико, а расстояние между ними мало 

по сравнению с длиной.  

 

Рисунок 5.33 

Расчет балки на упругом основании в строгой математической 

постановке сводится к решению контактной задачи между конструк-

цией и основанием. Сложность решения подобных задач общеизвест-

на (см. разд. 13), поэтому для инженерных расчетов применяются 

приближенные подходы.  

Характеристика упругого основания. Рассмотрим балку, 

нагруженную произвольной  распределенной по поверхности нагруз-

кой  q0(z) и лежащую на упругом основании (рисунок 5.34). Балка 

изгибается, основание сжимается, причем в зоне сжатия осадка ос-

нования равна прогибу балки y(z). Со стороны основания возникает 
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распределенная реакция, которая воздействует на балку в виде по-

верхностной нагрузки интенсивностью qr(z).  

Примем следующие  допущения:  

 основание упругое, т. е. зависимость между осадкой поверхности 

основания (прогибом балки) y(z) и реакцией (отпором) основания 

qr(z) описывает линейная модель Винклера
1)

: 

qr(z) = –y(z),                            (5.31) 

     где 
 

–
 

коэффициент постели (коэффициент жесткости основания); 

знак минус указывает на то, что реакция qr направлена в сторо-

ну, противоположную прогибу y;  

 связь балки с основанием предполагается неотрывной, т. е. осно-

вание может испытывать как сжимающие, так и растягивающие 

напряжения; 

 основание считается несвязным, т. е. давление от балки переда-

ется только в одну точку на поверхности основания, не связан-

ную с соседними точками. 

В соответствии с указанными допущениями механическая модель 

основания Винклера может быть представлена в виде системы пру-

жин, не имеющих горизонтальных связей (рисунок 5.35). При дей-

ствии нагрузки отдельные пружины сжимаются, но не вовлекают в 

работу соседние пружины.  
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z

q z  ( )
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0

0

y z( )

z

q z  ( )
r

 

Рисунок 5.34 

 

Рисунок 5.35 

З а м е ч а н и е . В действительности основание получает не только 

упругие, но и остаточные деформации, однако в рамках рассматри-

ваемой модели будем его считать достаточно уплотненным и работа-

ющим лишь в пределах малых упругих деформаций.  

Дифференциальное уравнение упругой линии балки на 

упругом основании можно получить из соотношения в (5.27) 

                                                           
1)
 Винклер Э. (E. Winkler) (1835–1888) – австро-немецкий инженер-строитель. 
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q = EJxy
IV

, если заменить интенсивность распределенной нагрузки q  

на сумму  q + qR: 

EJxy
IV

 = q + qr. 

Подставив сюда выражение для реакции основания (5.31), имеем 

EJxy
IV

 +  y = q. 

Обозначим  

4
4k 

EJ

 

x




.                             (5.32) 

Используя соотношение (5.32), получим дифференциальное урав-

нение балки на упругом основании в каноническом виде  

y
IV

 + 4k
4

 y = 

xEJ

q
.                        (5.33) 

Решение этого уравнения:  

y(z) = e
–kz 

[С1sin(kz) + С2cos(kz)] + 

+ e
kz
[С3sin(kz) + С4cos(kz)] + y,                (5.34) 

где первые четыре слагаемые – общее решение соответствующего 

однородного дифференциального уравнения (с правой нулевой ча-

стью); y – любое частное решение уравнения (5.33); константы ин-

тегрирования С1–С4 определяются из условий закрепления балки 

(граничных условий).  

Заметим, для очень длинных балок С3, С4  в (5.34) следует поло-

жить равными нулю исходя из условия ограниченности решения на 

бесконечности.  

Если функция y(z) определена, то с помощью соотношений (5.27) 

без труда вычисляются изгибающие моменты и поперечные силы в 

балке.  

 ПРИМЕР 5.5. Если q = const, то частное решение можно искать в 

виде константы y = a. Для определения величины a подставим это выра-

жение в уравнение (5.33), отсюда  

0 + 4k
4

 a =

xEJ

q
;  a = 

xEJk

q

4
4

 =


q
. 

Замечание . Если внешняя распределенная нагрузка q отсут-

ствует, то правая часть уравнения (5.33) обращается в нуль, а сосре-

доточенные силы и моменты учитываются путем наложения соответ-

ствующих граничных условий при определении постоянных инте-

грирования.  
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5.14 Изгиб бруса большой кривизны. Закон Гука  

Основные обозначения. В различных конструкциях часто при-

меняются брусья с криволинейной осью. К ним относятся гру-  

зоподъемные крюки, звенья цепей (рису-

нок 5.36), проушины, обода колес и шкивов, 

арки и т. п. Оси этих брусьев представляют 

собой плоские кривые. Брусья с простран-

ственной кривой осью встречаются редко, 

поэтому здесь не рассматриваются. 

Всегда в дальнейшем предполагается, что 

внешние и внутренние усилия действуют в 

одной из главных плоскостей инерции попе-

речного сечения. Исследование ограничивает-

ся теми брусьями, у которых поперечные се-

чения симметричны относительно плоскости 

кривизны (рисунок 5.37).   

F F

F F  
Рисунок 5.36 

d



à) á)

r0

0

e

h

d d

a b'

c d

b

y

r

r
0


0


О

О  
Рисунок 5.37 

Введем следующие обозначения (см. рисунок 5.37): 

ρ0, ρ – радиусы кривизны центральной оси (проходящей через 

центры тяжести поперечных сечений) соответственно до и 

после приложения нагрузки;  

r0, r – радиусы кривизны нейтральной оси (где σ = 0) соответ-

ственно до и после приложения нагрузки; 

е – эксцентриситет, т. е. расстояние от нейтральной линии до 

центра тяжести сечения (e = 0 – r0); 

y – ордината точки сечения, отсчитываемая от нейтральной оси; 

h – наибольшая высота сечения; 

A – площадь сечения; 

Мх – изгибающий момент относительно центральной оси; 
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σ – нормальные напряжения в точке сечения с координатой у; 

Е – модуль Юнга материала бруса. 

К р и в и з н о й  стержня называется величина, обратная радиусу 

кривизны его центральной оси  1/ρ0. 

Будем различать следующие типы кривых стержней: 

 стержни большой кривизны (0,2 < h/ρ0   1); 

 стержни малой кривизны (0,1 < h/ρ0   0,2); 

 пологие стержни (h/ρ0   0,1).  

При расчете кривого бруса на прочность влияние поперечной си-

лы, как правило, не учитывается, так как касательные напряжения 

при этом сравнительно невелики. Прочность определяется величиной 

возникающих в его сечениях максимальных нормальных напряже-

ний, зависящих от изгибающего момента. Поэтому в дальнейшем 

будем рассматривать  чистый изгиб бруса большой кривизны .  

Закон Гука. Предположим,
 

что имеется участок бруса большой 

кривизны (рисунок 5.37, а), находящийся в состоянии чистого изги-

ба (Mx = const). Вывод закона Гука проведем по той же схеме, кото-

рая применялась для бруса с прямой осью. В основу положим анало-

гичные предположения: гипотезу плоских сечений (Бернулли); до-

пущение о ненадавливаемости продольных волокон.  

Выделим из бруса двумя  близкими и нормальными к его оси се-

чениями элементарный участок и рассмотрим его деформирование 

(рисунок 5.37, б).  

После приложения нагрузки сечения выделенного элемента по-

вернутся относительно друг друга на угол (d) и в слоях бруса воз-

никнут некоторые удлинения (см. рисунок 5.37, б). Рассмотрим во-

локно ab, взятое на расстоянии y от нейтрального слоя. Его относи-

тельная продольная деформация 









dyr

dy

ab

bb

)(

)(

0

. 

Отношение (d)/d получим из условия сохранения длины 

нейтрального волокна cd. С одной стороны,  

cd = r0d, 

с другой – 

cd = r(d + (d)). 

Приравнивая правые части  r0d  = r(d + (d)), получаем 















0

0

11

rr
r

d

d )(
. 



5.15 Нормальные напряжения в кривом брусе  143 
 

Таким образом, деформация растяжения произвольного волокна 

определяется соотношением 

yr

y




0











0

0

11

rr
r .                        (5.35) 

Подставляя деформацию (5.35) в известное соотношение связи 

напряжений с деформациями при растяжении ( = E), получаем 

закон Гука для бруса большой кривизны 

yr

Ey




0











0

0

11

rr
r .                        (5.36) 

З а м е ч а н и е . Если у бруса y  r0, то из формулы (5.36) следу-

ет закон Гука для бруса малой кривизны 

Ey 









0

11

rr
. 

При 01 0r   полученное выражение совпадает с подобным для пря-

мого бруса.  
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Пусть сечение бруса симметрично относительно плоскости кри-

визны
 

(рисунок
 

5.38).
 

Тогда ось y является осью симметрии.
 

Момент 

элементарных сил dА относитель-

но этой оси равен нулю. Равна нулю 

также продольная сила N:  

 
A

dAN 0 . 

Подставив сюда выражение для 

нормального напряжения из (5.36), 

получим 

0
Er 










0

11

rr
 


A

yr

ydA
0

0

, 

откуда  

 


A
yr

ydA
0

0

.       (5.37) 
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Рисунок 5.38 

Этот интеграл мы используем в дальнейших расчетах. 
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Связь нормальных напряжений с изгибающим моментом. 

Изгибающий момент является интегральной характеристикой дей-

ствующих в поперечном сечении нормальных напряжений и следует 

из соотношения  

Mx  =  
A

dAy .  

Подставляя сюда вместо напряжения σ его выражение из закона 

Гука (5.36) и вынося за знак интеграла параметры, не зависящие от 

координат поперечного сечения, получаем 

Mx  = 0
Er 










0

11

rr
 
A

yr

dAy

0

2

. 

Добавив в числитель подынтегральной дроби нулевую разность  

(yr0 – yr0), разобьем входящий в последнее выражение интеграл на 

два слагаемых. Тогда  

Mx  = 0
Er 










0

11

rr 














 

AA
yr

ydA
rydA

0

0
. 

Второй интеграл в этом соотношении равен нулю в силу выраже-

ния (5.37), а первый интеграл представляет собой статический мо-

мент сечения относительно нейтральной оси, т. е. 

Sx = 
A

ydA  = Аe, 

где e – эксцентриситет, e = 0 – r0.  

В результате изгибающий момент  

Mx  = 0
Er 










0

11

rr
Аe,    

отсюда 

0
Er 










0

11

rr
 = 

Ae

Mx . 

Подставив последнее выражение в закон Гука для кривого бруса 

(5.36), получим формулу, связывающую нормальные напряжения  в 

поперечном сечении и изгибающий момент Mx: 

 = 

yr

y

Ae

Mx


0

.                           (5.38) 
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Из соотношения (5.38) следует, что нормальные напряжения ме-

няются по высоте сечения нелинейно. Эпюра  представляет собой 

гиперболу, одна из асимптот которой совпадает с осью кривизны (ри-

сунок 5.39).  

x
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r 
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

O
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Рисунок 5.39 

В зависимости от формы сечения наибольшие напряжения могут 

быть или вверху его, или внизу. 

 

5.16 Радиус кривизны нейтрального слоя 

Для определения радиуса кривизны нейтрального слоя r0 рас-

смотрим интеграл
 

(5.37).
 

Введем
 

в нем новую переменную u
 

=
 

r0

 

+
 

y 

(см. рисунок 5.39). Тогда  

 
A

yr

ydA

0

 = 


A
u

dAru )(
0

 = 0. 

Разбивая полученный интеграл на два, получаем 


A

dA 
A

u

dA
r
0

 = 0. 

Отсюда 

r0 = 
A

u

dA
A .                            (5.39) 

Интеграл, стоящий в знаменателе формулы (5.39), представляет 

собой новую геометрическую характеристику сечения по типу стати-

ческого момента или момента инерции. Он вычисляется для каждой 

формы сечения в отдельности.  
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 ПРИМЕР 5.6. Вычислить радиус кривизны нейтрального слоя для 

сечений прямоугольной и круговой форм (рисунок 5.40). 
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r 
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Рисунок 5.40 

Для прямоугольника, в соответствии с рисунком 5.40, а, получим  


A

u

dA
 = 





2

2

0

0

h

h
u

du
b  = 

0

0

2

2
ln

h
b

h

 

 
.  

Из соотношения (5.39) следует, что 

r0 =  ),(),(ln hh

h

5050
00


. 

Для кривого бруса круглого поперечного сечения (см. рисунок 5.40, б) 

после выполнения соответствующего интегрирования получим 

r0 = 0 –  )(
22

00
2

1
R . 

Аналогичные формулы можно получить и для сечений другой 

формы. Значения r0 для часто встречающихся сечений обычно при-

ведены в справочных таблицах.  

 

 

 



 

 

6 

СЛОЖНОЕ   

СОПРОТИ ВЛЕНИ Е  
 

 

 

К сл ожному  с опр отивл ению  относятся те виды деформа-

ции бруса, при которых в его поперечных сечениях одновременно 

возникает более одной составляющей главного вектора и главного 

момента внутренних сил (N, Qx, Qy, Mк, Mx, My).  

Влияние поперечных сил Qx, Qy, как правило, незначительно, и 

в
 

расчетах
 

на прочность и жесткость им пренебрегают. Поэтому пря-

мой поперечный изгиб, при котором возникают Mx

 

и
 

Qy или My

 

и
 

Qx, 

не относится к сложному сопротивлению.  

 

6.1 Косой изгиб 

Внутренние усилия.  Косым  и з ги б ом   называется такой вид 

деформирования,
 

при
 

котором плоскость действия изгибающего мо-

мента М не совпадает ни с одной из главных плоскостей
1)

 стержня. 

При пло ском  ко с ом  и з ги б е  

(рисунок 6.1) есть единая для всего 

бруса силовая плоскость, т. е. во всех 

сечениях углы между линиями дей-

ствия сил и главными центральными 

осями одинаковы. В случае пр о -

странственно г о  к о с о г о  и з г и -

б а  нагрузки располагаются в разных 

продольных плоскостях, из-за этого 

указанные углы не постоянны по 

длине бруса.  

При п о п е р е ч н о м  к о с о м  и з -

г и б е , независимо от того, плоский он 

или пространственный, в поперечных 

сечениях бруса возникают четыре  

М

z

x

y

Силовая

плоскость Силовая

линия  

Рисунок 6.1 

силовых фактора: изгибающие моменты Mx, My  и поперечные силы
  

Qy, Qx. Однако влияние поперечных сил незначительно и в расчетах 

на прочность и жесткость им, как правило, пренебрегают. 

Косой изгиб удобно рассматривать как одновременный изгиб в 

двух главных плоскостях: zx и zy. Для этого изгибающий момент М 

                                                           
1)

 Г л а в н а я  п л о с к о с т ь  – это плоскость, образованная продольной осью 

стержня z и главной осью инерции (x или y). 
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(рисунок 6.2, а) в соответствии с принципом суперпозиции раскла-

дывают на две составляющие (рисунок 6.2, б): 

Mx  = M cos ;  My  = M sin ,                  (6.1) 

где Мx, Мy – моменты в вертикальной и горизонтальной плоскостях. 

à) á)

y

x

z

М



С

y

x

z

С

Mx

My

y
x

 

Рисунок 6.2 

Напряжения. На основании принципа суперпозиции нормаль-

ные напряжения определяются как сумма напряжений от каждого 

из моментов Мx, Мy (см. формулу (5.13)): 

x
J

M

y
J

M

y

y

x

x  ,                            (6.2) 

где Jx, Jy – главные центральные моменты инерции сечения; 

х, у – координаты точки,
 

в которой определяются напряжения. 

Для каждого из поперечных сечений бруса величины Мx, Мy,  

Jx, Jy постоянные. Поэтому уравнение (6.2) с точки зрения аналити-

ческой геометрии описывает плоскость. Следовательно, если
 

в каж-

дой
 

точке
 

сечения
 

отложить
 

по нормали к сечению вектор , то кон-

цы этих векторов, как и при прямом изгибе, образуют плоскость.  

Если известен угол , то, подставив (6.1) в (6.2), получим 








 



 x

J
y

J
M

yx

sincos
.                        (6.3) 

Уравнени е  нул е в ой  (нейтрал ьной ) линии  следует из 

(6.2) или (6.3) при условии  = 0: 

0 x
J

M

y
J

M

y

y

x

x
;                           (6.4) 

0



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J

y
J yx
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, 
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отсюда 

 tg

y

x

J

J
xy ,                            (6.5) 

где х, у – координаты точек сечения, лежащих на нулевой линии; 

 – угол между силовой линией и осью y. 

Из уравнений
 

(6.4),
 

(6.5) следует, 

что нейтральная линия проходит 

через центр тяжести (начало коор-

динат) поперечного сечения и делит 

его на растянутую и сжатую части 

(рисунок 6.3). При этом напряжения 

достигают экстремальных значений в 

точках сечения, наиболее удаленных 

от нулевой линии. Для сечений про-

стой формы эти точки устанавлива-

ются визуально, для сложных – с 

помощью прямых линий, проведен-

ных параллельно нулевой. Эпюра 

нормальных напряжений строится 

между этими линиями.  

x

y



JxyJ

M





=
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

y = k x
1

y = k x
2

 

Рисунок 6.3 

В общем случае нулевая линия не перпендикулярна к плоскости 

изгибающего момента, как при прямом изгибе. Докажем это. Урав-

нение силовой линии можно представить в виде y = k1x, а уравнение 

нулевой линии y = k2x. Здесь угловые коэффициенты  

 ctg)(tg 90
1

k ;   tg

y

x

J

J
k

2
.  

Так как k1  –1/k2, то нулевая линия не перпендикулярна
1)

 силовой. 

Она повернута к той главной оси, относительно которой момент 

инерции минимален. При Jx = Jy (например, для круга и квадрата) 

указанное условие выполняется, но такой изгиб не косой, а прямой.  

Выбор знаков. Выше был рассмотрен случай, когда обе компо-

ненты изгибающего момента Мx, Мy растягивают первый квадрант
2)

 

поперечного сечения, поэтому оба слагаемых в формуле (6.2) поло-

жительны. В общем случае перед ними следует ставить знаки «»: 

x
J

M

y
J

M

y

y

x

x  .                           (6.6) 

Знаки слагаемых в формуле (6.6) должны совпадать со знаками 

напряжений от изгибающих моментов в первом квадранте.  

                                                           
1)
 Условие перпендикулярности двух прямых y = k1x + b1 и y = k2x + b2 

следующее:  k1 = –1/k2, где k1, k2 – угловые коэффициенты прямых. 
2) В первом квадранте координаты любой точки сечения положительны. 
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На рисунке 6.4 показаны различные случаи направления момен-

тов и выбор их знаков. 
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Рисунок 6.4 

Расчеты на прочность. Как и при прямом изгибе, расчеты на 

прочность проводятся по нормальным напряжениям. В опасных се-

чениях при известных их размерах для наиболее удаленных от ней- 

тральной линии точек проверяется выполнение условия прочности 

][
max

 x
J

M

y
J

M

y

y

x

x
. 

Сложнее осуществить подбор размеров сечения, так как оба сла-

гаемых содержат неизвестные геометрические характеристики. На 

практике применяют метод проб: назначают размеры поперечного 

сечения и проверяют его на прочность, затем уточняют, пока не до-

бьются оптимального результата.  

Перемещения при косом изгибе. Исходя из принципа незави-

симости действия сил все нагрузки раскладываются на составляю-

щие в главных плоскостях. Дифференциальные уравнения упругой 

линии балки в плоскостях zy и zx имеют вид 

x

x

EJ

M
y  ;  

y

y

EJ

M

x  , 

где y, x – прогибы соответственно в плоскостях zy и zx. 

Из этих дифференциальных уравнений непосредственным инте-

грированием или методом начальных параметров можно получить 

перемещения в главных плоскостях. Полные перемещения опреде-

ляются как их геометрическая сумма.  

 ПРИМЕР 6.1. Требуется определить полный прогиб конца консоли  

(рисунок 6.5, а). 

Раскладываем внешнюю силу F на составляющие в главных плоско-

стях zy и zx (рисунок 6.5, б):  F = {Fx, Fy};  Fx = F
 

sin ;  Fy = F
 

cos . 
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Используя результат примера 5.2, определяем перемещения конца 

консоли в главных плоскостях:  

y = –

x

y

EJ

lF

3

3

;  x = –

y

x

EJ

lF

3

3

. 

Полный прогиб (см. рисунок 6.5, б) 
22

yxf  . 



x

y F


=
0 

x

y
90

о x

y

F

F

F

x

y

y

f

x

à) á)

l

 

При плоском косом изгибе стержня направление полного прогиба 

f каждого сечения балки перпендикулярно нейтральной линии и, 

следовательно, не совпадает с силовой линией (см. рисунок 6.5). 

Именно этим обстоятельством и объясняется термин «косой» изгиб. 

В общем случае косого изгиба изогнутая ось (упругая линия) прямо-

го бруса является пространственной кривой.  

 

6.2 Изгиб с растяжением (сжатием) 

Внутренние усилия. Рассмотрим вид сложного сопротивления, 

когда в сечениях стержня, кроме изгибающих моментов, возникает 

продольная сила N. При этом необходимо различать:  

 изгиб с растяжением (сжатием) под действием поперечных и 

продольных нагрузок, пересекающих ее ось (рисунок 6.6, а).  

В общем случае в поперечных сечениях возникают изгибающие 

моменты Mx,
 

My, поперечные силы Qy,
 

Qx и продольная сила N; 

 внецентренное растяжение (сжатие) – частный случай изгиба с 

растяжением
 

(сжатием),
 

при котором равнодействующая внеш-

них продольных сил не совпадает с осью стержня, а смещена от-

носительно оси z и остается параллельной ей (рисунок 6.6, б).  

В поперечных сечениях возникают изгибающие моменты Mx, My 

и продольная сила N.  
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Рисунок 6.6 

Как и ранее, в этом разделе расчет ведется по недеформирован-

ной схеме. Поэтому стержни должны иметь большую жесткость, так 

как в случае изгиба со сжатием тонкого длинного стержня возможна 

потеря устойчивости
1)

 (см. разд. 10).  

Нормальные напряжения. В соответствии с принципом супер-

позиции нормальные напряжения в произвольной точке сечения (ри-

сунок 6.7, а) будут вычисляться от каждого из внутренних силовых 

факторов N, Mx, My в отдельности, а затем суммироваться:  

x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x  ,                        (6.7) 

где х, у – координаты рассматриваемой точки; 

А – площадь поперечного сечения; 

Jx, Jy – главные центральные моменты инерции сечения. 

x

y

 



=
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Рисунок 6.7 

                                                           
1)
 В задачах устойчивости уравнения равновесия составляются с учетом де-

формаций стержней (расчет по деформированной схеме). 



6.2 Изгиб с растяжением (сжатием)  153 

 

Уравнени е  нул е в ой  (нейтрал ьной ) линии  получим из 

выражения (6.7), положив  = 0:  

0 x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x
.                        (6.8) 

Из уравнения (6.8) следует, что нулевая линия не проходит через 

центр тяжести сечения. Она делит сечение на растянутую и сжатую 

части. Если продольная сила N < 0 (изгиб со сжатием), то площадь 

сжатой зоны будет больше, чем площадь растянутой. При N > 0 (из-

гиб с растяжением) – наоборот. 

Найдем отрезки, которые нулевая линия отсекает на координат-

ных осях (см.
 

рисунок
 

6.7,
 

б). Для этого используем уравнение
 

(6.8):  

y

y

yx
MA

JN

xa 
0

;  

x

x

xy
MA

JN
ya 

0
. 

Напряжения достигают экстремальных значений в точках сече-

ния, наиболее удаленных от нулевой линии. Положение этих точек 

устанавливается либо визуально, либо с помощью прямых линий, 

проведенных параллельно нулевой. Суммарная эпюра напряжений 

строится между этими линиями (см. рисунок 6.7, б). 

Выбор знаков. Выше был рассмотрен случай, когда обе компо-

ненты изгибающего момента (Мx, Мy) растягивают первый квадрант 

поперечного сечения. В общем случае перед ними следует ставить 

знаки «»: 

x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x  .                         (6.9) 

Знак первого слагаемого в формуле (6.9) определяется знаком 

продольной силы N, перед вторым и третьим слагаемыми знаки вы-

бираются так же, как и при косом изгибе (см. рисунок 6.4). 

Расчеты на прочность при изгибе с растяжением (сжатием) и 

косом изгибе проводятся по нормальным напряжениям, которые вы-

числяются в точках, наиболее удаленных от нулевой линии. Каса-

тельные напряжения при этом весьма малы, поэтому в расчетах на 

прочность брусьев сплошного сечения (не тонкостенных) их можно 

не учитывать.  

Замечание . К сложному сопротивлению относится также из -

г и б  с  кр уч ени ем , при котором в поперечных сечениях стержней 

возникают и изгибающие, и крутящие моменты (Mx, My, Мz). В наи-

более опасных точках сечений касательные напряжения сравнимы с 

нормальными и даже могут их превосходить. Однако в соответству-

ющих расчетах на прочность нельзя раздельно применять условия 

прочности по нормальным и касательным напряжениям. Необходимо 

использовать одну из теорий  пр очн о сти , которая учитывает и 

, и  (см. разд. 8).  
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6.3 Внецентренное растяжение (сжатие) 

Пусть для некоторого поперечного сечения равнодействующая 

внешних сил  F  проходит через точку В(x0, y0) в первом квадранте 

(рисунок 6.8). Заметим, что точка В может находиться как в сече-

нии, так и вне его. Тогда относительно главных осей возникают три 

внутренних силовых фактора:  

N = F;  Mx = Fy0;  My = Fx0. 

M y

y

x
0

0

C

y
x

z

N
M x

F

y
x0

0

B

 

Рисунок 6.8 

Нормальные напряжения в любой 

точке сечения можно определить по фор-

муле, следующей из (6.7): 

x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x   = 











yx J

xx

J

yy

A
F

001
.       (6.10) 

В выражении (6.10) все слагаемые поло-

жительны, так как продольная сила по-

ложительна и первый квадрант растянут 

(см. рисунок 6.7).  

Уравнени е  н ейтрал ьной  л и -

нии  получим из (6.10), приравняв  к 

нулю и сократив на F: 

0
1 00


yx J

xx

J

yy

A
.      (6.11) 

Из уравнения (6.11) следует, что нулевая линия и точка прило-

жения равнодействующей продольной силы всегда расположены по 

разные стороны от центра тяжести. Это легко увидеть, предполо-

жив,
 

что
 

точка
 

приложения
 

силы
 

находится в первом квадранте си-

стемы координат. Тогда x0

 


 

0, y
0 


 

0, и, следовательно, хотя бы одна 

из координат x,
 

y точек
 

нулевой
 

линии
 

должна
 

быть отрицательной, 

чтобы выполнялось уравнение (6.11). Также следует отметить, что 

положение нулевой линии не зависит от величины и знака силы F.  

Найдем отрезки, которые нулевая линия 

отсекает на координатных осях (рисунок 6.9). 

Для этого воспользуемся уравнением (6.11): 

0

0 Ax

J

xa
y

yx



; 

0

0
Ay

J
ya

x

xy



 (6.12) 

или             
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y

i
a

x

y  ,   
 

     

где
 

AJiAJi yyxx  ,
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радиусы инерции. 
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Рисунок 6.9 
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Следовательно, при приближении точки приложения силы к 

центру тяжести сечения нейтральная линия удаляется от него и в 

пределе (x0, y0  0) уходит в бесконечность. Она может пересекать 

сечение или находиться за его пределами. В первом случае в сечении 
по разные стороны от нулевой линии возникают растягивающие и 

сжимающие напряжения. Во втором случае во всех точках сечения 

напряжения будут одного знака. 

Ядро сечения. Затронутый выше вопрос важен для расчета сжа-

тых элементов, выполненных из хрупких материалов. Такие матери-

алы (бетон, кирпич и т. д.) плохо сопротивляются растяжению. По-

этому желательно, чтобы при внецентренном сжатии напряжения 

были для всего сечения сжимающими. Для этого необходимо, чтобы 

внешняя результирующая сила была приложена поближе к центру 

тяжести сечения. 

Ядро  с е ч ения  – это область в окрестности центра тяжести по-

перечного сечения, такая, что: 

 если точка приложения силы F находится внутри ядра, то нуле-

вая линия проходит вне сечения (рисунок 6.10, а); 

 если точка приложения силы F находится на границе ядра, то 

нулевая линия касается контура сечения (рисунок 6.10, б); 

 если точка приложения силы F находится вне ядра, то нулевая 

линия разбивает сечение на растянутую и сжатую области (рису-

нок 6.10, в–д). 

В первых двух случаях напряжения в сечении – одного знака. 
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Рисунок 6.10 

Существует два способа построения ядра сечения: 

1) надо представить себе, что нейтральная линия обкатывает се-

чение по периметру; тогда точка приложения силы вычертит конту-

ры ядра (см. рисунок 6.10, б).  

2) уравнение нейтральной линии (6.11) симметрично относитель-

но координатных пар (х, у) – (х0, у0), поэтому можно запустить точ-

ку приложения силы по контуру сечения; тогда нулевая линия обка-

тает границы ядра сечения (см. рисунок 6.10, г).  

Порядок построения ядра сечения следующий: 

 определить положение центра тяжести сечения и главных цен-

тральных осей инерции; 
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 вычислить площадь A, главные центральные моменты инерции 

Jx, Jy и радиусы инерции ix, iy; 

 если сечение имеет вид многоугольника, то вершины его углов 

последовательно принимать за точку приложения силы и строить 

соответствующие нулевые линии. Контур, ограниченный этими 

нулевыми линиями, образует ядро сечения. Внутренние углы 

при обходе вершин не рассматриваются. 

 ПРИМЕР 6.2. Определить размеры ядра сечения для стержня, 

имеющего круглое поперечное сечение радиуса R (рисунок 6.11). 

Геометрические характеристики сечения 

A = R
2

;  Jx = Jy = R
4

/4. 

Из симметрии следует, что ядро сечения должно иметь форму круга. 

Для определения его радиуса 
 

r
 

 используем первый способ. Пусть точка В 

x

y

В

r

Н
. 
л
.

0
x

Ra
x

D

 

Рисунок 6.11 

приложения силы находится на оси x, тогда 

x0 = r;  y0 = 0. 

В этом случае нейтральная линия касается 

контура сечения. Положив в (6.12) ax = R, 

получим   

r

R

rR

R
R

2

2

4

44







/
. 

Отсюда радиус ядра сечения  r = R/4. За-

метим, что если точку контура D принять за 

место приложения силы, то нулевая линия 

пройдет через точку B ядра сечения парал-

лельно оси y. 

 ПРИМЕР 6.3. Построить ядро сечения для стержня, имеющего 

прямоугольное поперечное сечение с размерами b и h (рисунок 6.12). 

Положение центра тяжести и главных осей 

инерции очевидно. Площадь и главные центральные 

моменты инерции сечения следующие: 

A = bh ;  Jx  = bh
3

/ 12;  Jy  = hb
3

/ 12. 

Для решения задачи используем второй способ, 

принимая последовательно за точки приложения 

силы углы контура сечения. 

Пусть сила приложена в точке В(b/2, h/2). Тогда 

x0 = b/2, y0 = h/2. Найдем отрезки, которые нулевая 

линия отсекает на координатных осях: 
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Рисунок 6.12 
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Откладываем эти отрезки на осях и проводим нейтральную линию 

(сплошная линия на рисунке 6.12). Перемещая точку приложения силы в 

другие вершины прямоугольника, строим соответствующие нулевые ли-

нии. Заштриховываем полученное ядро сечения. Симметрия его очевидна.  

Если точку D принять за точку приложения силы, то нулевая линия 

пройдет по верхнему основанию прямоугольника. Если силу приложить в 

точке E, нулевая линия совпадет с правой стороной сечения.  

 ПРИМЕР 6.4. Для поперечного сечения бруса, состоящего из листа 

стали с размерами 71000 мм и двух приваренных к нему двутавров 

№ 24 (рисунок 6.13), требуется построить ядро сечения.  

Геометрические характеристики сечения. Сечение имеет две оси 

симметрии x, y, которые являются главными центральными осями инер-

ции. Главные центральные моменты инерции и площадь для рассматрива-

емого сечения вычислены ранее (см. пример 4.2): 

Jx = 235000 см
4

;  Jy = 6923 см
4

;  A = 139,6 см
2

. 

Ядро сечения. В силу симметрии сечения 

его ядро также будет симметрично относи-

тельно осей x, y.  

Предположим, что сила приложена в точ-

ке В с координатами 

x0 = h2/2 = 12 см;  

y0 = h1/2 + s/2 + b2/2 =  

  
 

= 50 + 0,28 + 5,75 = 56,0 см, 

где h2, s, b2 – высота,
 

толщина стенки и шири- 

   
 

                на полки двутавра; 

       
    

  h1 – высота прямоугольника. 

В этом случае нейтральная линия отсекает на 

осях координат отрезки 
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Рисунок 6.13 

Откладывая эти значения на осях координат, получаем точки 1, 2, че-

рез которые проводим прямую (нейтральную линию для силы, приложен-

ной в точке В). Точки 3, 4 принимаем из условия симметрии. Ядро сече-

ния представляет собой ромб, который на рисунке 6.13 заштрихован.  

 ПРИМЕР 6.5. Для поперечного сечения бруса (рисунок 6.14) тре-

буется построить ядро сечения. 

Геометрические характеристики сечения. Центр тяжести сечения 

будет находиться на оси y, так как она является осью симметрии и, следо-

вательно, ядро сечения тоже будет симметрично относительно этой оси. 

Ордината центра тяжести, величины главных центральных моментов 

инерции и площадь определены для этого сечения в примере 4.3: 

yC = 4,22 с;  Jx = 110,4 с
4

;  Jy = 36,95 с
4

;  A = 26,28 с
2

. 
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Ядро сечения. Рассмотрим три точки B, D, Е приложения силы в по-

перечном сечении и построим соответствующие нулевые линии. Точки В, 
D дадут нулевые линии, симметричные первым двум относительно оси y.   

Предположим, что сила приложена в точке В с координатами 

x0 = 2c;  y0 = 6c – yC = 6c – 4,22c =1,78c. 

В этом случае нулевая линия отсекает на осях координат отрезки 
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Отмечаем полученные отрезки на осях и проводим нулевую линию.  
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Рисунок 6.14 

Пусть сила приложена в точке D с 

координатами  

x0 = 2c;  y0 = –yС = –4,22c. 

Нулевая линия отсекает на осях коор-

динат отрезки 
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Через соответствующие точки прово-

дим нулевую линию.  

Если сила приложена в точке Е, 

расположенной на оси y, с координа-

тами x0 = 0;  y0 = 3,78c, то  

xa ;  
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Нулевая линия параллельна оси x.  

После построения полученных нулевых и им симметричных линий яд-

ро сечения будет иметь вид пятиугольной области вокруг центра тяжести 

(см. рисунок 6.14). Следует отметить, что внизу размеры ядра сечения у 

нас несколько увеличены. Если аккуратно обойти точкой приложения си-

лы полуокружность вверху сечения, то форма ядра в том месте будет 

близка к параболе (штриховая линия).  

 



 

 

7 

НА ПРЯЖЕННО- ДЕФОРМИ РОВА ННОЕ 

СОСТОЯНИ Е  

В ТОЧКЕ ДЕФОРМИ РУЕМОГО ТЕЛА  
 

 

Рассмотрено изменение напряжений и деформаций в произволь-

ной точке твердого тела в общем случае нагружения.  

 

7.1 Напряженное состояние в точке 

Ранее на примере растяжения мы убедились, что напряжения на 

площадке, проходящей через заданную точку твердого тела, зависят 

от ее ориентации. С поворотом площадки меняются и напряжения.  

Тензор
 
напряжений.

 

Совокупность
 

всех напряжений, возника-

ющих на множестве площадок, проходящих через рассматриваемую  

точку,  называется  напряженным  с о стоянием  в  то чке . 

Для его описания вырежем вокруг 

точки элементарный параллелепи-

пед, ребра которого параллельны 

координатным осям и имеют малые 

длины  dx, dy, dz (рисунок 7.1, a). 

В силу малости
 

параллелепипеда
 

можно считать, что напряжения на 

его гранях совпадают с напряжени-

ями на параллельных
 

им координат-

ных площадках, проведенных через 

рассматриваемую точку. 

Действующие на гранях парал-

лелепипеда напряжения можно раз-

ложить на нормальные  (перпенди-

кулярные граням) и касательные  
(лежащие в плоскости граней) со-

ставляющие (рисунок 7.1, б).  

Нормальное напряжение имеет 

один индекс, указывающий ось, ко-

торой оно параллельно. Для обозна-

чения
 

касательного
 

напряжения
 

применяют два индекса: первый 

указывает на нормаль к площадке, 

на которой действует напряжение;  
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Рисунок 7.1 

второй индекс обозначает ось, которой оно параллельно. Одноимен-

ные напряжения, которые действуют на противоположных гранях 
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малого параллелепипеда, мало отличаются друг от друга, поэтому 

считаем их одинаковыми.  

Совокупность напряжений на гранях параллелепипеда образует  

тенз о р
1)

 напряжений  Т: 

























zzyzx

yzyyx

xzxyx

T .                           (7.1) 

В строках содержатся компоненты тензора напряжений, действую-

щие на одной площадке, в столбцах – параллельные одной коорди-

натной оси.  

Теорема парности касательных напряжений. Рассмотрим 

условия равновесия выделенного параллелепипеда. Уравнения для 

сил выполняются тождественно, так как для каждой компоненты 

напряжений существует такая же по величине компонента, противо-

положно направленная и действующая на грани такой же площади 

(силами являются произведения напряжений на площади соответ-

ствующих граней). Из уравнения равновесия моментов сил относи-

тельно оси x следует 

yz dx dz dy – zy dx dy dz = 0, 

отсюда yz = zy.  
Составляя аналогичные уравнения относительно осей y и z, по-

лучим, что xy = yx, zx = xz. Этот результат носит название т е о -

р е м ы  п а р н о с т и  к а с а т е л ь н ы х  н а п р я ж е н и й : одно-

именные касательные напряжения, действующие на двух взаимно 

перпендикулярных площадках, равны по величине и одновременно 

направлены либо к общему ребру, либо от него. 

Теорема парности касательных напряжений справедлива для всех 

точек нагруженного тела, независимо от вида приложенных нагрузок 

и свойств материала. 

С л е д с т в и е . Матрица тензора напряжений (7.1) симметрична 

относительно своей главной диагонали. Независимыми в ней явля-

ются шесть компонент: σx, σy, σz, τxy, τyz, τzx. 
 

7.2 Напряжения на произвольной площадке 

Через любую точку твердого тела можно провести бесконечное 

множество площадок. Выделим одну из них и рассмотрим элемен-

тарную пирамидку, образованную координатными гранями и произ-

вольной площадкой (рисунок 7.2, а).  

                                                           
1) Отметим, что тензор – это математический объект, который имеет более 

сложный характер, чем вектор. Если вектор можно задать тремя компонента-

ми – числами, то тензор задается девятью компонентами. 
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Пусть нормаль   к площадке со-

ставляет с осями координат углы, коси-

нусы которых обозначим l, m, n: 

lx  ),cos( ; my  ),cos( ; nz  ),cos( . 

Величины l, m, n называются напра в -

л яющими  ко сину сами  нормали  . 

Для них выполняется известное из гео-

метрии условие 

l
 2

 + m
2

 + n
2

 = 1.         (7.2) 

Площадь наклонной площадки обо-

значим A. Площади координатных гра-

ней Ax, Ay, Az (индекс указывает нор-

маль к площадке) связаны с A следую-

щими соотношениями: 

AlA
x
 ; AmA

y
 ; AnAz  .  (7.3) 

Приложим к выделенной элементар-

ной
 

пирамиде действующие на
 

ее
 

гранях 

напряжения (рисунок 7.2, б). Проекции 

вектора полного напряжения p  на ко-

сой площадке обозначим px, py,
 

pz. 
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Рисунок 7.2 

Рассмотрим условия равновесия пирамиды. Составим суммы про-

екций сил на координатные оси x, y, z: 

0 zzxyyxxxx
AAAAp ; 

0 zzyyyxxyy
AAAAp ;                   (7.4) 

0 zzyyzxxzz
AAAAp . 

Подставим в систему (7.4) соотношения (7.3). Сократив их на A, 

получим выражения для компонентов вектора напряжения на про-

извольной косой площадке через координатные напряжения:  

nmlp
zxyxxx
 ; 

nmlp
zyyxyy
 ;                          (7.5) 

nmlp
zyzxzz

 . 

Модуль полного напряжения на площадке  
222

zyx
pppp   . 

Таким образом, с помощью компонентов тензора напряжений на 

трех координатных площадках можно полностью описать напряжен-

ное состояние в точке, т. е. определить напряжения на любой пло-

щадке, проведенной через рассматриваемую точку.  
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7.3 Главные оси и главные значения тензора напряжений 

Возьмем вырезанный ранее элементарный параллелепипед с «впаян-

ной» декартовой системой координат и начнем его мысленно вращать 

вокруг рассматриваемой точки. Значения компонентов тензора 

напряжений на его гранях будут изменяться. Доказано, что суще-

ствует хотя бы одно такое положение параллелепипеда, при котором 

касательные напряжения на его гранях равны нулю, а нормальные 

напряжения экстремальны (рисунок 7.3).  

Оси координат, относительно которых касательные напряжения 

равны нулю, а нормальные напряжения экстремальны, называются 

г л а в н ы м и  о с я м и  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й . Компоненты 

напряжений в этих осях обозначаются 1, 2, 3 и называются 

г л а в н ы м и  з н а ч е н и я м и  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й ,  и л и  

г л а в н ы м и  н а п р я ж е н и я м и . Грани параллелепипеда, на кото-

рых действуют главные напряжения, называются г л а в н ы м и  

п л о щ а д к а м и .  
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Рисунок 7.3 

Главные оси нумеруются так, чтобы для главных значений вы-

полнялось в алгебраическом смысле следующее условие: 

1  2  3.                              (7.6) 

Матрица тензора напряжений (7.1) в главных осях принимает диаго-

нальный вид 



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. 

Виды напряженных состояний. На рисунке 7.4 приведены ви-

ды напряженного состояния для некоторых типов сопротивления 

брусьев, которые изучаются в курсе механики материалов.  
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Рисунок 7.4 
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Если все главные напряжения не равны нулю, то напряженное 

состояние называется о б ъ е м н ы м  (трехосным). Когда одно из них 

нулевое, напряженное состояние – п л о с к о е  (двухосное). Если од-

новременно равны нулю два главных напряжения, имеем л и н е й -

н о е  (одноосное) напряженное состояние.  

Кроме этого, большое значение имеет знак главных напряжений. 

Практически все материалы по-разному разрушаются в зависимости 

от того, являются ли напряжения растягивающими или сжимающи-

ми. Как показывает опыт, большинство материалов способны вос-

принимать весьма большие напряжения при всестороннем сжатии, в 

то
 

время как
 

одноосное растяжение вызывает разрушение при весьма 

низких напряжениях. Имеются напряженные состояния, при кото-

рых разрушение происходит хрупко, без образования пластических 

деформаций, а есть такие, при которых тот же материал способен 

пластически деформироваться, например, чугун при всестороннем 

равномерном давлении. Таким образом, вид напряженного состояния 

имеет существенное значение при исследовании вопросов прочности. 

 

7.4 Вычисление главных значений тензора напряжений  

Рассмотрим процедуру определения величин главных напряже-

ний (1, 2, 3) по известным значениям шести координатных ком-

понент тензора напряжений (x, y, z, xy, yz, zx).  

Определение положения главных площадок. Возвращаясь к 

рисунку 7.2 и соотношениям (7.5), положим, что наклонная пло-

щадка является главной. Тогда нормаль к ней является главной 

осью. Так
 

как
 

касательные
 

напряжения на главной площадке отсут-

ствуют,
 

то
 

вектор полного напряжения
 

p
 

направлен вдоль нормали  

x

y

z



p

 

Рисунок 7.5 

  и является главным напряжением на этой 

площадке (рисунок 7.5). Обозначим его вели-

чину через .  

Тогда проекции этого вектора на коорди-

натные оси будут следующими: 

px = l;   py = m;   pz = n. 

Подставив их в соотношения (7.5), выража-

ющие проекции полного напряжения на ко-

сой площадке через координатные напряже-

ния, получим  

l  = x l + yx m + zx n; 

m = xy l + y m + zy n; 

n = xz l + yz m + z n. 
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Отсюда 

0( )–x yx zxl m n     ; 

– 0( )xy y zyl m n      ;                      
 

  (7.7) 

0( )–xz yz zl m n      . 

Система (7.7) представляет собой три однородных линейных 

уравнения относительно неизвестных косинусов нормали l, m, n, 

определяющих ориентацию главной площадки в исходной системе 

координат x, y, z.  

Нулевое решение l = m = n = 0 не имеет физического смысла, 

так как не выполняется условие (7.2) l
2

 + m
2

 + n
2

 = 1. Для суще-

ствования ненулевого решения необходимо и достаточно, чтобы 

определитель системы (7.7) был равен нулю: 







zzyzx

yzyyx

xzxyx

 = 0.                        (7.8) 

Достигается это надлежащим выбором величины . Если требо-

вание (7.8) выполнено, то одно из трех уравнений системы (7.7) за-

висимо и линейно выражается через два других. Добавив к этим 

двум независимым уравнениям условие 
2 2 2 1 l m n   , получим 

новую систему трех независимых уравнений. Она достаточна для 

нахождения косинусов нормали l, m и n к главной площадке, на ко-

торой действует напряжение .   

Определение величин главных напряжений. Раскрывая 

определитель (7.8), получаем следующее кубическое уравнение отно-

сительно нормального напряжения  на главной площадке: 

0
32

2

1

3  JJJ .                       (7.9) 

Уравнение (7.9) называется в е к о в ы м . Здесь коэффициенты 

J1 = x + y + z;   

J2 = xy + yz + zx –
222

zxyzxy
 ;          (7.10) 

J3 = 

zzyzx

yzyyx

xzxyx







 = 
222

2
xyzzxyyzxzxyzxyzyx
 . 

В силу симметрии элементов определителя (7.8) относительно 

главной диагонали все три корня 1, 2, 3 уравнения (7.9) веще-

ственные. Они являются главными значениями тензора напряже-

ний. Их величины определяются характером внешней нагрузки и не 
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зависят от ориентации первоначальной системы координат x, y, z. 

Следовательно, и коэффициенты уравнения (7.9), от которых зависят 

значения 1, 2, 3, инвариантны к выбранной системе декартовых 

осей, т. е. при повороте осей не изменяются:  

J1 = const;  J2 = const;  J3 = const. 

В связи с этим их называют первым, вторым и третьим и н в а -

р и а н т а м и  тензора напряжений.  

След ствие . Поскольку корни кубического уравнения (7.9) 

равны 1, 2, 3, то его можно записать также в виде 

0
321
 ))()(( . 

Раскрыв скобки, получаем 

J1 = 1 + 2 + 3, J2 = 12 + 23 + 31, J3 = 123 – 

значения инвариантов тензора напряжений, выраженные через глав-

ные напряжения.  

 

7.5 Напряжения на октаэдрических площадках  

Формулы для напряжений на произвольной площадке значи-

тельно упрощаются, если в качестве исходного выбрать элементар-

ный параллелепипед, ограниченный главными площадками.  

Рассмотрим наклонную площадку в осях 1, 2, 3. Вектор напря-

жения на ней обозначим p .  

Проекции вектора p  на главные оси. Разложим вектор p  

на составляющие вдоль главных осей 1, 2, 3 (рисунок 7.6, а).  

2

3









1

p

p

p


p

1

2

3

1

2

3














p

1

2

3

1

2

3





á)à)

( , , )l m n  

 

Рисунок 7.6 

В соответствии с формулами (7.5) получаем 

p1  = 1l;   p2  = 2m;   p3  = 3n.              (7.11) 
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Оставим в соотношениях (7.11) справа косинусы нормали к косой 

площадке l, m, n и возведем все в квадрат. После этого просуммиру-

ем левые и правые части по отдельности. Учитывая выражение (7.2) 

для суммы квадратов косинусов, получим 












2

1

1
p












2

2

2
p

2

3

3










p

= 1.  

След ствие . Полученному уравне-

нию можно дать наглядное толкование. 

Если величины p1, p2, p3 рассматри-

вать как координаты конца вектора 

полного напряжения p , возникающего 

на произвольно ориентированной пло-

щадке, то геометрическое место концов 

этого вектора образует э ллипс оид  

напряжений . Полуосями его явля-

ются главные напряжения 1, 2, 3 

(рисунок 7.7).  

1


2


3 

1

2

3

p

 

Рисунок 7.7 

Модуль, нормальная и касательная составляющие вектора. 

Разложим вектор p  на нормальную  и касательную  составля-

ющие:   

222

 p .                              (7.12) 

Тогда модуль вектора напряжения на произвольной площадке  

22

3

22

2

22

1

2

3

2

2

2

1
nmlpppp   . 

Нормальное напряжение получим как сумму проекций составляю-

щих полного напряжения p  на нормаль:  

2

3

2

2

2

1321
nmlnpmplp   .          (7.13) 

Подставляя последние два выражения для pν и σν в (7.12) и учи-

тывая, что l
2

 + m
2

 + n
2

 = 1, получим величину касательных 

напряжений на произвольной площадке 

222

31

222

32

222

21
lnnmml )()()(  .  (7.14) 

След ствие . Как и главные напряжения, величина σν может 

принимать любые алгебраические значения. Величина  всегда по-

ложительна, на главных площадках она обращается в ноль. Дей-

ствительно, если нормаль   совпадает с одной из главных осей, то 

один из направляющих косинусов равен единице, а два других рав-

ны нулю, и тогда  = 0.  
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При изучении сложного деформирования брусьев с учетом пла-

стических деформаций оказывается важным знать напряжения на 

площадках, равнонаклоненных к главным осям тензора напряжений. 

Такие площадки называются о к т а э д р и ч е с к и м и , так как они 

параллельны грани октаэдра, образованного из куба.  

Нормаль к октаэдрической площадке образует равные углы с 

главными осями, следовательно, ее направляющие косинусы одина-

ковы: l
2

 = m
2

 = n
2

 = 1/3. Подставив эти значения в формулы (7.13), 

(7.14), получим нормальные и касательные напряжения на октаэд-

рической площадке: 

 
3213

1 
oct

; 

2

31

2

32

2

213

1
)()()( 

oct
.         (7.15) 

Напряжение oct представляет собой среднее нормальное напряжение 

для данного объемного напряженного состояния. 

Октаэдрические напряжения являются инвариантными величи-

нами и выражаются через инварианты тензора напряжений: 

13

1
J

oct
 ;  

2

2

13

1
22 JJ

oct
 . 

Максимальные касательные напряжения. Особый интерес 

представляют площадки,
 

на
 

которых возникают максимальные каса-

тельные
 

напряжения.
 

Положение
 

этих
 

площадок
 

можно
 

определить, 

исследуя выражение (7.14). Заметим, что 1  2  3 и максималь-

ной разностью в (7.14) будет σ1 – σ3, которую запишем в виде  

σ1 – σ3 = (σ1 – σ2) + (σ2 – σ3).  

Так как квадрат числа не меньше суммы квадратов чисел, его со-

ставляющих, то  

(σ1 – σ3)
2

 ≥ (σ1 – σ2)
2

 + (σ2 – σ3)
2

.  

1

3

2

45
о

45
о

 

Рисунок 7.8 

Чтобы величина τν достигла максимума, 

необходимо в (7.14) увеличить большее из 

слагаемых. Это достигается ростом произве-

дения l
2

n
2

 за счет m
2

. Максимум будет при 

m
2

 = 0, l
2

 = n
2

 = 1/2. Тогда  

 
312

1 
max

.        (7.16) 

Следовательно, площадка с максималь-

ным касательным напряжением равнонакло-

нена к площадкам, на которых действуют 

максимальное 1 и минимальное 3 из глав-

ных напряжений, и параллельна оси 2 (ри-

сунок 7.8).  
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Заметим, максимальные касательные напряжения начинают иг-

рать важную роль при определении прочности тела в сложном 

напряженном состоянии (см. разд. 8). 

 

7.6 Плоское напряженное состояние  

При исследовании напряженного состояния элементов конструк-

ций часто приходится иметь дело с плоским напряженным состояни-

ем. Оно встречается при кручении, поперечном изгибе, сложном со-

противлении.  

В случае плоского напряженного состояния в точке все напряже-

ния на одной из координатных плоскостей равны нулю. Например, 

если σz

 

=
 

τzx
 

=
 

τzy
 

=
 

0, то по оси z напряженное состояние элементар-

ного параллелепипеда не изменяется (рисунок
 

7.9,
 

а). Поэтому в 

дальнейшем вместо объемного элемента будем рассматривать плос-

кую прямоугольную координатную площадку с размерами dx, dy, на 

которой действуют напряжения σx, σy, τxy (рисунок
 

7.9, б). 

x

y
á)à)

yx
y

xy

x



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Рисунок 7.9 

Главные напряжения. Здесь ось z является главной, так как на 

соответствующей площадке все касательные напряжения равны ну-

лю. Поэтому можно принять σ2 = σz = 0, предполагая, что напряже-

ния σ1, σ3  имеют разные знаки. Для их вычисления воспользуемся 

вековым уравнением (7.9). Инварианты тензора напряжений (7.10) 

принимают значения  

2

1 2 3; – 0;    xx y x yyJ J J       , 

и кубическое уравнение (7.9) сводится к квадратному: 

22 0( ) (  )– –y xyx y x      . 

Корни этого уравнения 

22

31
4

2

1

2
xyyx

yx




 )(
,

.             (7.17) 
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Они являются главными значениями тензора напряжений при 

плоском напряженном состоянии. 

Главные площадки. Определим касательные напряжения τα на 

косой площадке, наклоненной к оси y под углом α (рисунок 7.10). 

Рассмотрим равновесие треугольного элемента, отсеченного этой ко-

сой площадкой. Потребуем равенства нулю суммы проекций всех 

действующих сил на направление τα:  

0 yyxyxxyx
AAA )sincos()cossin( , 

где A, Ax, Ay – площади соответствующих площадок (см. рису-

нок 7.10), причем Ax = A cosα, Ay = A sinα. Отсюда, сокращая на A, 

получим 

 sin)sincos(cos)cossin(
yxyxyx

 

y




x



x

y

yx

xy


 

A

A

A

y

x

 

Рисунок 7.10 

или      22
2

1
cossin)(

xyyx
. 

На главной площадке касательные напря-

жения обращаются в нуль. Предположив, что 

рассматриваемая косая площадка является 

главной, и положив в последней формуле 

τα = 0, получим  

xy

xy





2

2tg .              (7.18) 

Следовательно, если площадку с напряжением x повернуть на 

угол α, определенный из соотношения (7.18), то получим главную 

площадку. При α > 0 поворот осуществляется против часовой  стрел-

ки,  при  α < 0 – по часовой стрелке. Вторая главная площадка будет 

перпендикулярна найденной.  

 ПРИМЕР 7.1. Рассмотрим напряженное состояние стержня, соот-

ветствующее чистому изгибу с кручением. В этом случае действуют только 

нормальное напряжение от изгиба σ и касательное от кручения τ. Одно из 

главных напряжений σ2 = 0, и мы имеем типичное плоское напряженное 

состояние. Для определения оставшихся главных напряжений в формуле 

(7.17) следует положить σx = σ,  τxy = τ. Тогда  

22

31 4
2

1

2



 , . 

Очевидно, одно из главных напряжений будет положительным, другое – 

отрицательным. 

 ПРИМЕР 7.2. Для напряженного состояния, изображенного на ри-

сунке 7.11, σx = 40 МПа, σy = 50 МПа, τxy = 10 МПа. Требуется: вычис-

лить главные (1, 3) и максимальные касательные (τmax) напряжения; 

определить положение площадок, на которых они действуют. 
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В соответствии с формулой (7.17) получаем 

1,3 = 
22

4
2

1

2
xyyx

yx

)( 


 =  

= 
22

1045040
2

1

2

5040



)( = 

= –5 ± 92,2 МПа; 

1 = 87,2 МПа; 3 = –97,2 МПа. 

Угол наклона главной площадки опреде-

лим, используя формулу (7.18): 

tg 2α = 
xy

xy



2
 = 

4050

102


  = 

9

2
 ;   α = –6. 

 

Рисунок 7.11 

Максимальные касательные напряжения вычисляем по формуле (7.16): 

2

297287

2

31 ,,

max





  = 92,2 МПа. 

Таким образом, чтобы получить главную площадку, нужно площадку с 

напряжением σx  повернуть на угол 6 по часовой стрелке. Вторая главная 

площадка будет ей перпендикулярна (см. рисунок 7.11). Площадки с мак-

симальными касательными напряжениями составят с главными угол 45. 
 

7.7 Деформированное состояние в точке  

Понятие о линейных и угловых относительных деформациях 

введено в подразд. 1.4. Остановимся на этом вопросе подробнее.  

x

y





dx

d
y

( )dx

(
)

d
y



 

Рисунок 7.12 

Тензор деформаций. Проведем  

через  рассматриваемую  точку  тела 

сечение и возьмем в его плоскости  

прямоугольник (рисунок 7.12) с вза-

имно  перпендикулярными элемента-

ми dx, dy. Через Δ(dx), Δ(dy) обозна-

чим изменения длин волокон, а через  

α, β – углы их поворота после прило-

жения нагрузки. Тогда угловой γху и 

линейными εx, εy  деформациями бу-

дут следующие величины: 

εx = 
dx

dx

dx

)(
lim



0
; εy = 

dy

dy

dy

)(
lim



0
;   

γxy = )(lim 



0

0

dy

dx

.  

В общем случае пространственного элемента (параллелепипеда) 

линейная εz и сдвиговые γzx, γzy деформации вводятся по аналогии. 

Совокупность всех деформаций εx, εy, εz, γxy, γyz, γzx полностью опи-



172 7  НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ В ТОЧКЕ ДЕФОРМИРУЕМОГО ТЕЛА 

 

сывает деформированное состояние в точке тела, т. е. по этим ше-

сти компонентам можно найти удлинение любой оси и углы сдвига в 

любых плоскостях, проходящих через рассматриваемую точку. Эти 

величины образуют  тенз о р  д еформаций  Тε,  матрица которого 

записывается в виде 

Тε =























zzyzx

yzyyx

xzxyx

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

. 

Тензор деформаций обладает свойствами, совершенно аналогич-

ными свойствам тензора напряжений. У него также в каждой иссле-

дуемой точке тела существуют три взаимно перпендикулярные оси, в 

которых угловые деформации отсутствуют. Эти оси называются 

г л авными  о с ями  те нз о ра  д еформаций .  

Главные значения тензора деформаций. Матрица тензора де-

формаций в главных осях принимает диагональный вид: 

Тε =























3

2

1

00

00

00

, 

где ε1, ε2, ε3 – г л авные  знач ения  тенз о р а  д еформ аций  

(г л авные  д ефо рмации ).  

Их величины вычисляются как корни кубического уравнения, ана-

логичного вековому уравнению тензора напряжений (7.9): 

0
32

2

1

3  III , 

где I1, I2, I3 – инварианты  тензора деформаций: 

zyx
I 
1

;  
2

4

12

4

12

4

1

2 zxyzxyxzzyyx
I  ; 

zzyzx

yzyyx

xzxyx

I









2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

3 . 

В главных осях они принимают вид 

3211
I ;  

1332212
I ;  

3213
I . 

В упругой области главные оси и главные площадки тензоров на- 

пряжений и деформаций совпадают. При малых упругопластических 

деформациях соосность тензоров наблюдается в области простых на-

гружений [6], когда все компоненты тензора напряжений изменяют-

ся пропорционально одному общему параметру, например, времени. 

Следует отметить, что для конструкционных материалов величи-

на линейной деформации в упругой области весьма мала и состав-

ляет доли процента.  
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7.8 Обобщенный закон Гука  

До сих пор напряженное и деформированное состояния рассмат-

ривались независимо друг от друга и не связывались со свойствами 

материала. Однако между ними существует определенная зависи-

мость. В пределах малых деформаций эта зависимость является ли-

нейной и носит название  о б о бщенно г о  з акона  Гука . Для вы-

вода соответствующих соотношений воспользуемся принципом су-

перпозиции и рассмотрим раздельно воздействие сил, возникающих  

на гранях элементарного параллеле-

пипеда (рисунок 7.13), вырезанного 

в изотропном теле вокруг рассматри-

ваемой точки.  

За счет нормальных напряжений 

происходят растяжение и сжатие 

вдоль координатных осей, но не ис-

кажаются первоначально прямые 

углы между этими осями. Касатель-

ные напряжения обусловливают ис-

кажение соответствующих углов, но 

не влияют на изменение линейных 

размеров. При этом касательное 

напряжение, действующее в одной 

координатной плоскости, не связано 

со сдвигом в другой координатной 

плоскости. 


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x
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Рисунок 7.13 

Просуммируем линейные деформации вдоль оси x, вызванные 

всеми нормальными напряжениями. За счет напряжения σх парал-

лелепипед растягивается на относительную величину σх/E. Напря-

жения σy, σz растягивают его вдоль осей y и z соответственно, следо-

вательно, вдоль оси x за счет этого происходит сжатие. Соответству-

ющие деформации отрицательны и равны –νσy/E, –νσz/E. Поэтому 

суммарная деформация вдоль оси х   

EEE

zyx

x








 . 

Аналогичные выражения следуют и для εy, εz. В итоге 

εx =   
zyx

E


1
;   εy =   

xzу
E


1

; 

εz =   
yxz

E


1
.                      (7.19) 

Касательные напряжения и сдвиги можно связать соотношения-

ми (G – модуль сдвига): 

xy = Gγxy;  yz = Gγyz;  zx = Gγzx .                    (7.20) 
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Полученные соотношения (7.19), (7.20) являются аналитическим 

выражением обобщенного закона Гука для изотропного тела.  

 

7.9 Объемная деформация  

Наряду с линейной и угловой деформациями в сопротивлении 

материалов приходится иногда рассматривать объемную деформа-

цию, т. е. относительное изменение объема в точке. Линейные  раз-

меры элементарного параллелепипеда dx, dy, dz, взятого вокруг 

точки (см. рисунок 7.13), в результате деформирования изменяются 

и становятся:  

( 1    1( ) ), ( ), (   1 )x x y zdx dx dx dx dx dy dz       .  

Абсолютное приращение объема вычисляется как разность между 

новым и старым объемами: 

dzdydxdzdydxV
zyx
 )()()( 111 . 

Раскрывая скобки и пренебрегая произведениями линейных дефор-

маций как величинами, малыми по сравнению с их первыми степе-

нями, получим  

)(
zyx

dzdydxV  . 

Отношение приращения V к первоначальному объему паралле-

лепипеда V называется объемной деформацией θ. Она равна сумме 

трех линейных осевых деформаций: 

zyx

zyx

dzdydx

dzdydx

V

V








)(

.         (7.21) 

При повороте осей координат величина объемной деформации в 

точке не изменяется, так как совпадает по величине с первым инва-

риантом тензора деформаций (7.18). 

Выражение объемной деформации через нормальные напряжения 

получим, подставив в формулу (7.21) соотношения обобщенного за-

кона Гука (7.20):  

 
zyx

E





21
.                       (7.22) 

Отсюда можно установить предельное значение коэффициента 

Пуассона для любого изотропного материала. Соотношение (7.22) 

применимо для произвольного напряженного состояния, следова-

тельно, оно применимо и для случая всестороннего равномерного 

растяжения x = y = z = p. Тогда 

p
E




21
3 . 
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Так
 
как

 
величина p

 
>

 
0, то и объемная деформация также долж-

на быть положительной. Это возможно, если 1 – 2ν > 0. Следова-

тельно, значение коэффициента Пуассона не может превышать 0,5.  

Полученный вывод вытекает из частного случая напряженного 

состояния, однако он является общим для изотропных материалов, 

поскольку ν является характеристикой материала и в пределах упру-

гих деформаций от напряженного состояния не зависит.    

 

7.10 Полная потенциальная энергия деформации 

В общем случае объемного напряженного состояния потенциаль-

ная энергия деформации, накопленная в элементарном объеме, опре-

деляется суммой работ всех сил, действующих по граням параллеле-

пипеда (см. рисунок 7.13).  

Определим работу, относящуюся к напряжению σx. Соответству-

ющая ему элементарная средняя сила 0,5
 x

 

dy dz совершает работу 

на перемещении Δ(dx) = εx
 

dx. Эта работа имеет величину  

0,5
 

x

 

dydz ∙ εx
 

dx. 

Аналогичные выражения работ дают и остальные нормальные со-

ставляющие. Средняя касательная сила 0,5
 τyz dz dx на перемещении 

γyz dy совершает работу 

0,5
 

τyz

 

dz dx ∙ γyz

 

dy. 

Выражения остальных работ получаем простой перестановкой 

индексов. В результате имеем  

dU = 0,5
 

dx dy dz (x εx + y εy + z εz + τxyγxy + τyzγyz + τzxγzx). 

Если энергию отнести к объему параллелепипеда dx dy dz и с по-

мощью закона Гука (7.19), (7.20) выразить деформации через 

напряжения, получим уд ел ьную  потенциал ьную  эн е р гию  

единицы объема 

  2 2 2

0

1
2

2 x y z x y y z z x
U

E
                 

 2 2 21

2 xy yz zx

G
      .                        (7.23) 

Через главные напряжения удельная потенциальная энергия (7.23) 

выражается в виде 

  2 2 2

0

1
2

2 1 2 3 1 2 2 3 3 1
U

E
               .       (7.24) 

Полную потенциальную энергию получим, проинтегрировав 

удельную потенциальную энергию (7.23), (7.24) по объему деформи-

рованного тела.  
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7.11 Потенциальные энергии изменения объема и формы  

Деление потенциальной энергии U0 на энергию изменения объема 

Uv и энергию формоизменения Ud, т. е. 

v d
U U U  , 

является условным и потребуется в дальнейшем при изучении пре-

дельных напряженных состояний. 

Потенциальную энергию изменения объема получим как работу 

среднего напряжения  

 
1

3
x y z

        

на объемной деформации θ. Используя формулу (7.22), имеем 

  21 2

6
v x y z
U

E

 
      .                  (7.25) 

В главных осях вид формулы не изменится, только координатные 

напряжения заменятся на главные. 

Энергию формоизменения Ud = U0 – Uv найдем, используя фор-

мулы (7.23)
 

и
 

(7.25). После
 

некоторых
 

преобразований
 

получим сле-

дующие выражения в произвольной и главной системах координат: 

   2 2 2 2 2 21 1

6 2
( ) ( ) ( )

d x y y z z x xy yz zx
U

E G

 
                  , 

 2 2 21

6
1 2 2 3 3 1

( ) ( ) ( )
d
U

E

 
            .         (7.26) 

В частном случае всестороннего равномерного растяжения или 

сжатия 1 = 2 = 3 = p получим 

23 1 2

2
0,

dv
U p

E

U


  


. 

При чистом сдвиге присутствуют только касательные напряже-

ния: x

 

=
 

y

 

=
 

0, τxy

 

=
 

τ, или, согласно формуле (7.17), σ1

 

=
 

τ, σ2

 

=
 

0,  

σ3 = –τ. Поэтому составляющие потенциальной энергии имеют вид 

21
0,

v d
U U

E

 
   . 

Сравнивая формулы (7.15) с (7.25), (7.26), легко заметить, что 

энергия изменения объема и энергия формоизменения пропорцио-

нальны соответственно квадратам нормального и касательного 

напряжений на октаэдрических площадках.  

 
 



 

 

8  

ТЕОРИИ  ПРОЧНОСТИ  

И  РАЗРУШЕНИЯ 
 

 

 

Важнейшей задачей инженерного расчета является оценка 

прочности элемента конструкции по известному напряженному со-

стоянию в опасной точке. При линейном напряженном состоянии  

для этого используется условие прочности, при сложных (плоском 

и пространственном) необходимо искать другие критерии.   

 

8.1 Прочность при сложном напряженном состоянии 

В зависимости от условий нагружения материал конструкции 

может находиться в различных механических состояниях. При не-

больших нагрузках – в у пр у г ом  с о стоянии , тогда возникают 

только упругие деформации. Увеличение нагрузок приводит к 

п р е д ел ьному  (опа с н ому ) с о стоя нию , при котором в мате-

риале происходят качественные изменения механических свойств, 

т. е. в пластичном материале возникает текучесть, а в хрупком – 

разрушение.  

Оценка
 
прочности

 
при

 
различных

 
напряженных

 
состояниях. 

В случае простых видов деформирования (растяжения, сжатия, 

чистого изгиба, кручения) в опасной точке определяются или нор-

мальные, или касательные напряжения и сравниваются с предель-

ными для данного материала напряжениями, устанавливаемыми 

экспериментально. Прочность считается обеспеченной, если мак-

симальные напряжения не превышают предельных значений  

max   lim   или   max   lim,  

где lim (lim) – предельное напряжение,
 

которое для пластичных
 

материалов равно пределу текучести y (y), для 

хрупких – пределу прочности u (u). 

Если необходимо ограничить напряжения в конструкции в 

большей степени и создать запас прочности, то вводится коэффи-

циент запаса n > 1 и проверяется выполнение условий прочности  

max   []  или  max   [],   

где [] = lim/n, [] = lim/n – допускаемые напряжения. 

При сложном напряженном состоянии подобный метод оценки 

прочности непригоден. В опасной точке возникает не одно нор-
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мальное или касательное напряжение, а их совокупность, выра-

женная двумя или тремя главными напряжениями 1, 2, 3. Как 

показывают опыты, для одного и того же материала опасное состо-

яние может наступить при различных предельных значениях глав-

ных напряжений в зависимости от соотношений между ними. По-

этому экспериментально установить предельные величины главных 

напряжений очень сложно не только из-за трудности постановки 

опытов, но и вследствие большого объема испытаний.  

В связи с указанным прочность для любых случаев двухосного 

и трехосного напряженных состояний оценивают  теоретически  

(с помощью так называемых теорий прочности). При этом исполь-

зуют результаты испытаний материалов на одноосное растяжение и 

сжатие (иногда на кручение).  

Запас прочности. Обобщим понятие запаса прочности на слу-

чай сложного напряженного состояния.  

Под  ко эффици ентом  з апа са  n  данного напряженного 

состояния будем понимать число, показывающее, во сколько раз 

нужно увеличить все компоненты тензора напряжения, чтобы ма-

териал перешел из упругого в предельное состояние, т. е. в состоя-

ние пластичности либо разрушения. Из этого определения как 

частный случай следует введенное ранее понятие коэффициента 

запаса при простом растяжении.  

Равно опа сным и   называются такие напряженные состоя-

ния, у которых одинаковые коэффициенты запаса прочности.  

Использование введенных понятий позволяет перейти от слож-

ного напряженного состояния к равноопасному одноосному рас-

тяжению (сжатию). Это осуществляется заменой главных напря-

жений 1, 2, 3 эквивалентным (приведенным) напряжением σred 

(рисунок 8.1).  

1

2

3

1

2

3

red














red


 
Рисунок 8.1 

Эквивал ентно е  напряжение  σred – это такое напряже-

ние,
 

которое следует создать в растянутом (сжатом) образце, чтобы 

его состояние было равноопасно с заданным напряженным состоя-

нием.  
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Таким образом, теория прочности должна задать условие экви-

валентности (равноопасности) заданного сложного и одноосного 

напряженных состояний.  

Построение теорий прочности. В общем случае теория проч-

ности записывается в виде 

1 2 3( , , ) [ ]
red

f         

либо для расчетов строительных конструкций 

1 2 3( , , )
red

f R      , 

где [] – допускаемое напряжение для одноосного растяжения или 

сжатия; 

R – расчетное сопротивление.  

Главная проблема заключается в том, чтобы подобрать функ-

цию f, в достаточной степени соответствующую эксперименталь-

ным данным. Существует два подхода к построению теорий проч-

ности: 

 выдвигается гипотеза о преимущественном влиянии того или 

иного фактора на процесс перехода материала в предельное со-

стояние, которая в дальнейшем проверяется экспериментами; 

 теория строится на основе экспериментальных данных так, 

чтобы она не только могла охватить все случаи, но и находи-

лась в лучшем соответствии с этими данными.  

При всем многообразии предельных напряженных состояний, 

наблюдаемых в экспериментах, все их можно свести к трем видам: 

 текучесть – значительные пластические деформации за счет 

скольжения по плоскостям действия максимальных касатель-

ных напряжений (для образцов из пластичных материалов); 

 хрупкий отрыв – разрушение путем отрыва по поперечному се-

чению (для образцов из хрупких материалов при растяжении); 

 хрупкий сдвиг – разрушение по плоскостям действия макси-

мальных касательных напряжений (для образцов из хрупких 

материалов при сжатии).  

Таким образом, напряженное состояние в точке определяет из-

менение механического состояния материала, но это не единствен-

ная причина. Свойства материалов существенно зависят от скоро-

сти нагружения: при значительных скоростях в первую очередь 

проявляются упругие свойства, при малых – пластические. Боль-

шое влияние оказывает также температурное воздействие: низкие 

температуры превращают многие пластичные материалы в хруп-

кие, и наоборот, высокие температуры вызывают повышение пла-

стических свойств. Всё это еще раз демонстрирует условность де-

ления материалов на хрупкие и пластичные.  

Рассмотрим некоторые уже сложившиеся и зарекомендовавшие 

себя теории прочности. Следует отметить, что расчеты по различ-
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ным теориям часто дают противоречивые результаты, не соответ-

ствующие также и опытным данным. Поэтому в каждом конкрет-

ном случае расчет следует выполнять по той теории, которая явля-

ется наиболее достоверной для данного материала и того типа 

напряженного состояния, которое имеется в опасной точке.  

 

8.2 Теория максимальных нормальных напряжений  
 (первая теория прочности) 

Эта теория использует следующий критерий эквивалентности: 

два напряженных состояния равноопасны, если у них равны 

наибольшие нормальные напряжения.  

Эквивалентное напряжение принимается равным максимально-

му по абсолютной величине главному напряжению:  

 1 3max
max ,

red
      . 

Условие прочности по первой теории записывается в виде 

 1 3
I

max , [ ]
red

       

или 

 1 3

I

max ,
red

R     .                                     (8.1) 

Недостаток этой теории в том, что она учитывает только 

наибольшее из главных напряжений, а влияние двух остальных 

игнорирует.  

Для пластичных материалов рассматриваемая теория опытами 

не подтверждается. Она дает удовлетворительные результаты лишь 

для весьма хрупких материалов (например, кирпич, камень) при 

условии, что максимальное главное напряжение по абсолютной 

величине гораздо больше других. Из-за этого первой теории прида-

ется обычно историческое значение.  Она  отражает те инженерные  





1 2

2

1

 

Рисунок 8.2 

подходы к расчету на прочность, которые 

были предложены еще Г. Галилеем и ис-

пользовались до конца XIX века преиму-

щественно английскими инженерами, пока 

не были исследованы проблемы прочности 

при сложных напряженных состояниях. 

Однако в последние годы эта теория полу-

чила применение для расчета композитных 

материалов, подобных ориентированным
 

стеклопластикам (рисунок 8.2).  

По существу, такие материалы представляют собой конструк-

цию, образованную двумя семействами высокопрочных волокон, 

которые ортогональны друг другу. Положение этих волокон отно-

сительно друг друга зафиксировано матрицей из значительно менее 



8.3 Теория максимальных линейных деформаций … 181 
 

прочного и жесткого материала. Прочность пакета при растяжении 

напряжениями 1 определяется, в основном, прочностью волокон, 

расположенных вдоль оси 1, и не зависит от волокон по оси 2, и 

наоборот. Таким образом, сама конструкция материала позволяет 

при расчете прочности вдоль одного семейства волокон игнориро-

вать напряжения в ортогональном направлении.  

 

8.3 Теория максимальных линейных деформаций  
 (вторая теория прочности)   

Эта теория связывает переход в предельное состояние с момен-

том, когда наибольшая деформация достигает определенного пре-

дельного значения, которое устанавливается из опытов на растя-

жение (сжатие). Поэтому в ней формулируется следующий крите-

рий эквивалентности: два напряженных состояния равноопасны, 

если у них равны наибольшие относительные деформации.  

Для сложного напряженного состояния с главными напряже-

ниями 1, 2, 3, когда 1 > |3| (преимущественное растяжение), 

наибольшая деформация определяется формулой (7.19) 

  
3211

1


E
. 

Для эквивалентного состояния одноосного растяжения 

Eredred / . 

По критерию эквивалентности red
1

, поэтому  

 
321

red . 

Условие прочности по второй теории записывается в виде 

 1 2 3

II

[ ]
red

           

или 

 1 2 3

II

red
R         .                       (8.2) 

При преимущественном сжатии, т. е. когда |3| > 1: 

 3 1 2

II

[ ]
red

          , либо  3 1 2

II

red
R         . 

Вторая теория прочности развивает предложение Э. Мариотта, 

высказанное им еще в XVII веке. Наибольшее распространение под 

влиянием трудов Ж. Понселе и Б. Сен-Венана она получила во 

второй половине XIX века в работах французских инженеров.  

Вторая теория прочности так же, как и первая, слабо соответ-

ствует экспериментальным данным. Она удовлетворительно совпа-

дает с экспериментом лишь при разрушении хрупких материалов в 

сложных напряженных состояниях, преимущественно растяжении. 

В настоящее время условие (8.2) практически не используется.  
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8.4 Теория максимальных касательных напряжений  
Треска – Сен-Венана (третья теория прочности)  

Формулировка этой теории отражает тот факт, что пластиче-

ское течение является результатом скольжения материала по плос-

костям действия максимальных касательных напряжений. В под-

разд. 2 мы указывали на это, отмечая появление линий Людерса – 

Чернова.  

Поэтому третья теория использует следующий критерий экви-

валентности: два напряженных состояния равноопасны, если у 

них равны максимальные касательные напряжения.  

Для сложного напряженного состояния  

)(
max 312

1  . 

Для эквивалентного одноосного растяжения напряжением σred мак-

симальные касательные напряжения  

redred


2

1

max
.  

По критерию равноопасности redmaxmax
 , поэтому  

31
red .  

Условие прочности по третьей теории записывается в виде 

1 3

III

[ ]
red

       

или 

1 3

III

red
R     .                            (8.3) 

Заметим, что 
III

red
  всегда положительно, но для большинства 

пластичных
 

материалов пределы текучести при растяжении
 

и сжа-

тии одинаковы, поэтому для них третья теория прочности доста-

точно надежно предсказывает наступление текучести.  

Исключение составляют напряженные состояния, близкие к 

всестороннему растяжению-сжатию, когда пластичные материалы 

ведут себя как хрупкие. К сожалению, пока не удалось определить 

границы этого перехода, так как проведение экспериментов связа-

но с большими техническими трудностями. Однако в конструкци-

ях такие напряженные состояния возникают крайне редко.  

Третья теория прочности дает также удовлетворительные ре-

зультаты и для описания разрушения хрупких материалов в тех 

случаях, когда разрушение путем отрыва невозможно, и оно про-

исходит за счет сдвига по плоскостям действия max. Так разруша-

ются хрупкие образцы при сжатии (см. подразд. 2.11).  

Таким образом, третья теория прочности позволяет рассматри-

вать предельные состояния текучести и хрупкого сдвига с единой 

точки зрения.  



8.5 Энергетическая теория Хубера – Мизеса – Хенки … 183 
 

След стви е . Сформулируем третью теорию прочности для 

брусьев, в опасных точках которых одновременно возникают нор-

мальные и касательные напряжения (при изгибе с кручением, по-

перечном изгибе). Тогда главные напряжения (см. подразд 7.6) 

2 2 2 2

1 3

1 1
4 4

2 2 2 2
,

 
            , 

следовательно, эквивалентное напряжение растяжения  

2 2 2 2 2 21 1
4 4 4

2 2 2 2
red

  
              

 
. 

Поэтому выражение (8.3) принимает вид  

2 24III

[ ]
red

       ,  2 24III

red
R      . 

Впервые роль касательных напряжений при разрушении отме-

тил Ш. Кулон
1)

 (1776). Связь пластического течения материалов с 

максимальными касательными напряжениями была эксперимен-

тально установлена французским инженером Треска
2)

. На основе 

его исследований Б. Сен-Венан сформулировал условие (8.3) как 

условие пластичности и построил основные уравнения теории плас-

тичности, поэтому третью теорию прочности называют теорией 

Треска – Сен-Венана.  

 

8.5 Энергетическая теория Хубера – Мизеса – Хенки 
(четвертая теория прочности) 

Эксперименты показывают, что при пластическом течении ма-

териала коэффициент Пуассона  становится равным 0,5. Следова-

тельно, при деформации течения объем материала не меняется, а 

изменяется только форма. Это, в свою очередь, наводит на мысль, 

что при анализе пластического течения определяющим фактором 

должна быть та часть потенциальной энергии деформации, которая 

связана
 

с изменением формы.
 

Отсюда вытекает энергетический кри-

терий эквивалентности: два напряженных состояния равноопас-

ны, если у них равны потенциальные энергии изменения формы.  

                                                           
1) 

Кулон Шарль Огюстен (C. A. Coulomb) (1736–1806) – французский физик 

и военный инженер. В одной из ранних работ по механике упругого тела он 

указывал, что разрушение сжатой призмы происходит в результате скольже-

ния одной ее части относительно другой по плоскости, наклоненной под углом 

45 к направлению сжатия. 
2)
 Треска Анри Эдуард (Tresca Henri Edouard) (1814–1885) – французский 

ученый-механик. Заложил основы теории пластичности. Основной цикл работ 

по течению твердых тел опубликован в шестидесятых годах XIX века.  
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В сложном напряженном состоянии энергия формоизменения в 

главных напряжениях определяется вторым из соотношений (7.26) 

 2 2 2
1

1

6
2 2 3 3 1

( ) ( ) ( )
d

U

E

 
            . 

По той же формуле для простого растяжения с эквивалентным 

напряжением 1 = red получаем 

21
2

6
d red red

U

E

 
  . 

По критерию равноопасности Ud = Ud red, откуда следует, что 

2 2 2
1 2 2 3 3

2

2
1

( ) ( ) ( )
red

             . 

Условие прочности по четвертой теории 

2 2 2

1 2 2 3 3

2

2

IV

1
( ) ( ) ( ) [ ]

red
                

или 

2 2 2

1 2 2 3 3

2

2

IV

1
( ) ( ) ( )

red
R              .       (8.4) 

Достоинством четвертой теории является то, что учитываются 

все три главных напряжения и не требуется в процессе расчета 

следить за их нумерацией, так как в соотношение (8.4) они входят 

равноправно.  

Так же, как и третья, энергетическая теория прочности хорошо 

предсказывает появление пластического течения для материалов с 

одинаковыми пределами текучести при растяжении и сжатии. 

Совпадение с экспериментальными данными лучше, чем при рас-

четах по третьей теории. Максимальное отличие от расчета по тре-

тьей теории достигает 13
 

% (при чистом сдвиге).  

След стви е . При изгибе с кручением и поперечном изгибе эк-

вивалентное напряжение 

2 2 2 2 2 2 2

1 3 3

2 2
2 6 3

2 2
1

( )
red

                 . 

Условие прочности по четвертой теории принимает вид 

2 2 2 23 3IV IV

[ ],
red red

R             . 

Полученная формула дает меньшее значение red для изгиба с 

кручением, чем третья теория прочности.  

Первую попытку подойти к анализу предельного состояния с 

энергетической точки зрения предпринял Е. Бельтрами (1885), ко-

торый предложил в качестве критерия равноопасности использовать 

всю энергию деформации. Но такой подход противоречил опытам.  
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Затем польский ученый М. Т. Хубер
1)

 в 1904 г. предложил ис-

пользовать в качестве критерия текучести только ту часть энергии 

деформации, которая связана с изменением формы. К сожалению, 

эта работа была обнаружена через несколько десятков лет. Немец-

кий ученый Р. Мизес
2)

 в 1913 г. предложил соотношение (8.4) как 

упрощение теории максимальных касательных напряжений, которое 

близко к ней, но равноправно по отношению ко всем главным 

напряжениям. Г. Хенки
3)

 в 1924 году опубликовал работу, в которой 

связал независимо от Хубера переход в пластическое состояние с 

энергией формоизменения. Поэтому энергетическую теорию прочно-

сти часто называют теорией Хубера – Мизеса – Хенки.  

 

8.6 Теория предельных состояний Мора 
(пятая теория прочности)  

Рассмотренные выше четыре теории прочности демонстрируют 

единый подход к решению проблемы: выдвигается гипотеза о при-

чине возникновения предельного состояния, которая в дальнейшем 

проверяется экспериментами. Иногда более эффективным является 

другой метод, при котором теория строится на основе эксперимен-

тальных данных так, чтобы она лучше им соответствовала и могла 

охватить все возможные случаи.  

Впервые такой подход был использован О. Мором
4)

 (1900). Он 

исходил из допущения, что предельное состояние (текучесть или 

разрушение) наступает в тот момент, когда на некоторой площадке 

возникает наиболее неблагоприятная комбинация нормальных и 

касательных напряжений.  

Условие прочности выглядит следующим образом:  

1 3

V

[ ]
red

k       , 

или 

1 3

V

red
k R      ,                                    (8.5) 

где 
lim limt c

k     – коэффициент, численно равный отношению 

предельных напряжений при линейном растяжении и сжа-

тии.  

                                                           
1) Хубер М. Т. (Hyber M. T.) (1872–1950) – в 1904 году опубликовал в 

Польше статью, в которой связал переход в пластическое состояние с энергией 

формоизменения.  
2) Мизес Рихард (Mises R.) (1883–1953) – немецкий математик и механик, 

с 1939 г. жил и работал в США. В 1913 году опубликовал статью, в которой 

предложено соотношение (8.4), полученное другим методом. 
3) Хенки Г. (Hencky H.) (1885–1951) – немецко-американский ученый. 
4)

 Мор Отто Христиан (Mohr O.) (1835–1918) – немецкий инженер и уче-

ный. Разработал графоаналитический метод построения упругой линии, метод 

расчета с использованием уравнения трех моментов.  
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Для пластичных материалов эти напряжения одинаковы, сле-

довательно, k = 1, и условие (8.5) формально совпадает с теорией 

Треска – Сен-Венана (8.3). Наилучшие результаты теория Мора 

дает для смешанных напряженных состояний при σ1 > 0 и σ3 < 0.  

В настоящее время в практических расчетах для пластичных 

материалов используют третью или четвертую теории, а для хруп-

ких – теорию прочности Мора.  

В заключение отметим, что рассмотренные пять теорий прочно-

сти устанавливали возможность появления предельных состояний 

в опасной точке твердого тела, не затрагивая вопросов его разру-

шения.  

 

8.7 Теории разрушений 

Предмет механики разрушения. Одной из составных частей 

механики деформируемого твердого тела является механика раз-

рушения. Ее основы базируются на методах теории упругости и 

теории пластичности. 

Механика разрушения занимается изучением поведения кон-

струкционных материалов с трещинами при различных условиях 

нагружения. Этот подход оправдан тем фактом, что трещины или 

трещиноподобные дефекты имеются практически в любом мате-

риале. Такие дефекты неизбежно возникают при изготовлении ма-

териалов и изделий либо образуются в них в процессе эксплуата-

ции под действием нагрузок или внешней среды. Под воздействием 

нагрузок происходит постепенное развитие дефектов, объединение 

их в трещины, которые со временем могут привести к исчерпанию 

несущей способности конструкций. В целом разрушение, как пра-

вило, является длительным процессом, постепенно развивающимся 

во времени.  

Исследование закономерностей зарождения, страгивания и раз-

вития трещин составляет предмет механики разрушения.  

Разрушение может быть частичным или полным, пластическим 

или хрупким. Пластическое разрушение происходит после суще-

ственной пластической деформации. Хрупкое разрушение наблюда-

ется без пластической деформации, скорость распространения тре-

щин в десятки раз больше.  

Особое место занимает усталостное разрушение (см. разд. 12), 

которое происходит из-за постепенного развития трещин при по-

вторно-переменном нагружении. При этом трещины в материале 

начинают развиваться задолго до полного разрушения независимо 

от того, пластическое оно будет или хрупкое. 

От быстрого распространения трещин конструкции иногда раз-

рушаются при напряжениях, которые не превышают предела теку-

чести и в связи с этим кажутся безопасными. 
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Поэтому рассмотренных до этого классических методов недос-

таточно. Необходимо
 

изучить
 

новые подходы,
 

учитывающие
 

законы 

зарождения и развития трещин, а также ввести характеристики, 

по которым могла бы оцениваться трещиностойкость материала. 

Теория трещин Гриффитса. После открытия атомного строе-

ния вещества многие ученые, основываясь на характере межатом-

ных взаимодействий, пытались определить теоретическую проч-

ность материала, т. е. величину напряжений, необходимую для 

разделения двух соседних атомных (молекулярных) слоев в твер-

дом теле. При этом предполагалось, что материал не имеет ника-

ких дефектов структуры, т. е. все его атомы (молекулы) располо-

жены в теле строго регулярно. Расчеты показали, что теоретиче-

ская прочность материала чуть ли не в 100 раз больше реальной, 

измеряемой при испытаниях.  

Объяснить сложившееся противоречие взялся А. Гриффитс
1)

. 

Он сделал решительный поворот от устоявшихся представлений о 

прочности материала как однородного континуума к анализу про-

цесса разрушения его на атомно-молекулярном уровне.  

В своей работе Гриффитс экспериментировал со стеклянными 

нитями и волокнами. Он установил, что их прочность существенно 

зависит от диаметра: чем тоньше нити, тем больше напряжения 

при их разрыве. Для тончайших нитей была получена величина 

прочности, близкая к теоретической. Гриффитс пришел к выводу, 

что в обычном стекле существует множество тончайших трещин, 

не поддающихся обнаружению, причем в тонких волокнах стекла 

эти трещины образуются реже. 

Физическую картину того, что происходит у вершины трещи-

ны, иллюстрирует схема, показанная на рисунке 8.3. Если трещи-

на перерезала несколько межатомных связей, то в результате кон-

центрации напряжений существенно возросла нагрузка, передавае- 

мая на атомную связь у самой вершины 

трещины. В таких условиях перегру-

женная связь (показана несколькими 

параллельными линиями), как правило, 

не выдерживает нагрузки и разрывает-

ся, что приводит к перегрузке следую-

щей связи и т. д. 

Таким образом, трещина служит 

орудием, при помощи которого сравни-

тельно небольшая нагрузка разрушает 

сильнейшие межатомные связи, приво-

дя к разделению образца на части.  

Трещина

Перегруженные

атомные связи
Атомы

 

Рисунок 8.3 

                                                           
1) Гриффитс Алан (A. Griffiths) (1893–1963) – английский ученый. В 1920 г. 

опубликовал работу, заложившую основу механики разрушения материалов. 
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Рост трещины обязательно должен быть энергетически выгод-

ным процессом (при котором количество запасенной в теле энергии 

уменьшается). Главная идея теории Гриффитса состоит в том, что 

потенциальная энергия тела, накопленная им в процессе упругого 

деформирования, при разрушении полностью превращается в энер-

гию образующихся новых поверхностей (поверхностную энергию
1)

). 

Трещина

l l





Область

релаксации

 

Рисунок 8.4 

Задача
 
Гриффитса .

 

Рассмот-

рим пластину бесконечных размеров 

и единичной толщины,  находящую-

ся  в  условиях  одноосного  растяже-

ния (рисунок 8.4). В пластине обра-

зовалась трещина длиной 2l. Требует-

ся установить, при каких условиях 

трещина будет расти и приведет к 

разрушению материала.  

В процессе распространения тре-

щины  материал,  непосредственно 

примыкающий к ее «берегам»,
 

раз-

гружается
 

(релаксирует). Это означа-

ет, что напряжения и деформации в 

нем уменьшаются,
 

а упругая энергия, 

запасенная в этой зоне тела, высвобождается – переходит в по-

верхностную. Для упрощения можно принять, что область разгру-

женного материала (область релаксации) имеет форму окружности. 

В теории упругости показано, что высвобожденная энергия де-

формации U равна половине произведения трех величин: напряже-

ния , относительной деформации  = /E и площади релаксации 

l
2

. Это выражается следующей формулой: 

E

l
lU

2

22

2

2

1 
 )( . 

Энергия, которая потребляется телом для образования двух но-

вых поверхностей (трещины),  

 lG 2 , 

где  – плотность поверхностной энергии (работа, необходимая для 

образования единицы новой поверхности);  можно считать 

константой материала, определяемой экспериментально. 

                                                           
1) 

Повседневные проявления поверхностной энергии жидкостей широко из-

вестны: жидкость стремится по возможности уменьшить свою поверхность. 

Например, тонкая струя воды из только что закрытого крана, достигнув неко-

торой толщины, обязательно разобьется на отдельные капли с меньшей по-

верхностью. Мы не замечаем поверхностного натяжения в твердом теле только 

потому, что оно слишком жестко, чтобы изменить свою форму благодаря 

стремлению поверхностной энергии к минимуму. 
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Итак, величина G пропорциональна длине трещины, а величи-

на U – квадрату длины. Следовательно, чем длиннее трещина, тем 

больше роль высвобождаемой энергии.  

Покажем, что если длина трещины становится больше некото-

рого критического значения, то трещина высвобождает больше 

энергии, чем потребляет. А так как тело всегда стремится умень-

шить запасенную в нем энергию, то такая трещина развивается 

стремительно и безостановочно, разрушая образец материала.  

Предположим, что длина трещины 2l является критической. 

Она соответствует максимуму общей энергии тела W  max.  

Общая энергия тела W равна потребленной поверхностной энер-

гии минус энергия, высвобожденная при достижении трещиной 

длины 2l, т. е. 

E

l
lUGW

2
2

22
 . 

Максимум общей энергии находим из условия равенства нулю 

производной общей энергии по длине трещины:  

0 lW/ , 

т. е.  

02

2





E

l
. 

Отсюда получаем критическую полудлину трещины для заданного 

напряжения   

2

2






E
lcr  

и критическое напряжение для заданной полудлины l 

l

E

cr 




2
.  

Если l < lcr или  < cr, то трещина не развивается. Если l  lcr 
или   cr, то трещина стремительно и безостановочно растет, раз-

рушая образец материала. Таким образом, теория Гриффитса уста-

навливает  у с л о ви е  р о ста  тр ещины   

2

2






E
l   или  

l

E






2
.                       (8.6) 

Из теории Гриффитса следует, что наличие в той или иной де-

тали трещины – еще не свидетельство ее немедленного выхода из 

строя. Существуют безопасные, неразвивающиеся трещины. Одна-

ко они могут перейти в опасные за счет охрупчивания материала в 

результате понижения температуры, динамического действия на-

грузки, старения материала и т. п.  
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Вводя соответствующий запас на наличие трещины, можно 

установить допускаемый размер трещины, с которой деталь может 

работать заданное время.  

Теория Гриффитса справедлива для хрупких материалов. Для 

пластичных металлов и сплавов следует учитывать энергию, ко-

торая расходуется на пластическое деформирование. На основе 

концепции энергетического баланса Гриффитса Е. Орован и Д. Ир-

вин предложили ввести в формулы (8.6) вместо истинной удельной 

поверхностной энергии  эффективную поверхностную энергию  

pef
 , 

где p – работа пластического деформирования, необходимая для 

образования единицы новой поверхности. 

Опыты показывают, что для сталей p  10
3

. Следовательно, 

можно пренебречь величиной  и принять условие роста трещины 

2

2






E

l
p

  или  
l

E
p






2

. 

Следует отметить, что кроме энергетических подходов в меха-

нике разрушения используют также силовые подходы, когда рас-

сматриваются условия равновесия действующих на трещину внеш-

них и внутренних сил (нагрузки и сил межатомного или межмоле-

кулярного сцепления). Оба они дают одинаковый результат, но в 

конкретных случаях тот или иной подход более удобен. 

 

8.8 Расчет пространственного бруса 

Пространственный брус (рисунок 8.5, а) состоит из трех стержней: 

средний имеет круглое сечение диаметром d, а два других – прямоуголь-

ные с размерами b и h. Торец круглого элемента примыкает к большей 

стороне прямоугольного, причем d = h. Требуется: проверить прочность 

всех элементов бруса, если F1 = 1,5qa; F2 = qa; q = 7 кН/м; a = 0,7 м;   

b = 0,06
 

м; h = 0,1 м; расчетное сопротивление  R = 210 МПа. 

Порядок расчета. Вначале строим эпюры внутренних силовых факто-

ров (продольных и поперечных сил, крутящих и изгибающих моментов). 

Затем по эпюрам установим опасное сечение каждого стержня и вычертим 

его в рабочем положении. После этого построим эпюры нормальных и ка-

сательных напряжений и проверим выполнение соответствующих условий 

прочности. При изгибе с кручением будем использовать третью теорию 

прочности. 

Выбор осей координат. Вычерчиваем пространственный брус в изо-

метрии (рисунок 8.5, б). Нумеруем стержни (I, II, III) и их концы  

(1, …, 6), начав с крайнего свободного сечения. Для каждого стержня вы-

бираем пространственную прямоугольную систему координат xyz. Ось z 

направляем вдоль оси стержня, оси x и y располагаются в плоскости  
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поперечного сечения и проходят через его центр тяжести. Положительные 

направления осей выбираются произвольно, но так, чтобы полученная 

система координат была правой, т. е. при взгляде со стороны оси z враще-

ние от оси  x  к оси  y  мы должны видеть против часовой стрелки. 

Построение эпюр внутренних силовых факторов. Построение эпюр 

проводим методом сечений в том же порядке, что и для обычных балок.  

Продольные силы N считаем положительными при растяжении и от-

рицательными при сжатии.  

Поперечные силы Q по-

ложительны, если они вра-

щают оставленную часть 

рамы по часовой стрелке. 

Если мы оставляем левую 

часть стержня, то эпюру Q 

откладываем по направле-

нию внешних сил, на нее 

действующих. Если остав-

лена правая часть, то эпюра 

откладывается в ту сторо-

ну, в которую Qx, Qy нужно 

направить для уравновеши-

вания внешней нагрузки, 

действующей на оставшую-

ся часть бруса. Следует за-

метить, что понятие левой 

и правой частей достаточно 

условное.  

2
a

F
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F
2

q
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2
a

=qa

=1,5 qa
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2
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z
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Рисунок 8.5 

Крутящий момент Mz положителен, когда создает вращение против 

часовой стрелки, если смотреть со стороны сечения. Эпюры изгибающих 

моментов Мx, Мy строим со стороны растянутых волокон бруса (на растя-

нутом волокне). 

Построение эпюр внутренних усилий начинаем с концевого стержня. 

Каждый раз, переходя к следующему стержню, будем отбрасывать преды-

дущие, заменяя их действие статически эквивалентной нагрузкой, приве-

денной к центру тяжести граничного сечения. На рисунке 8.6 показаны 

внутренние усилия, введенные в сечениях 2, 4, 6 каждого из стержней.  

Стержень I (рисунок 8.6, а). Используя метод сечений, получаем зна-

чения внутренних силовых факторов в граничных сечениях 1 и 2, при 

этом вводим силу Qy так, чтобы она вращала оставшуюся часть стержня 

по часовой стрелке, если идти от сечения 1 к сечению 2 слева направо 

(снаружи):  

0
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NN ;  qaQQ xx 51
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,
)()(
 ;  0
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)(

yQ ; qaaqQ
y

22
2 )(

; 

0
21


)()(

zz MM ;  0
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22
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0
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yM ;  
22

3251 qaaqaMy  ,
)(

. 
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Рисунок 8.6 

Стержень II (рисунок 8.6, б). 

Распределенную нагрузку, дей-

ствующую на стержень 1, заме-

няем ее статическим эквивален-

том, приложенным к граничному 

сечению 3. Это будет поперечная 

сила 2qa,  направленная верти-

кально вниз, и крутящий момент 

2qa
2

, закручивающий стержень 

по часовой стрелке. Перенос си-

лы F1 к этому сечению добавит 

горизонтальный изгибающий  

момент 2F1a, растягивающий 

левые волокна стержня. Значе-

ния внутренних усилий в гра-

ничных сечениях 3 и 4 будут:  

qaNN 51
43

,
)()(  ; 

0
43


)()(

xx QQ ; 

qaQQ yy 2
43


)()(

; 

243
2qaMM zz 

)()(
; 

0
3 )(

xM ;  
24

22 qaaqaM
x

)(
; 

243
3qaMM yy 

)()(
. 

Стержень
 
III

 

(рисунок
 

8.6, в). 

Все моменты из сечения 3 пере-

носим в сечение 5 параллельно 

самим себе. Линия действия го-

ризонтальной силы F1 из этого 

сечения проходит через сече-

ние 5, поэтому при переносе она 

не создаст дополнительный мо-

мент (этот момент равен нулю). 

Вертикальную силу 2qa перено-

сим параллельно и добавляем в 

плоскости zx создаваемый ею 

относительно сечения 5 изгиба-

ющий момент, который растяги-

вает правые волокна стержня 3 и 

равен 2qa
2

. Итак, в сечении 5 

действуют шесть внутренних си-

ловых факторов: три силы и три 

момента. Их значения в сечениях 

5 и 6 следующие: 



8.8 Расчет пространственного бруса 193 
 

qaNN 2
65  )()(

;  qaQQ xx 51
65

,
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 ;  qaQQ yy 

)()( 65
; 

265
3qaMM zz 

)()(
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2qaMx 

)(
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422 qaaqaqaMx 

)(
; 

25
2qaMy 

)(
;  

226
2251 qaqaaqaMy  ,

)(
. 

В соответствии с полученными значениями и принятыми правилами 

строим эпюры внутренних силовых факторов (рисунок 8.7).  
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в)б)à) г)

Рисунок 8.7 

Проверка эпюр. Правильность построения эпюр проверим по равно-

весию узлов (рисунок 8.8). Для этого вырежем узлы и приложим в попе-

речных сечениях действующие внутренние силовые факторы. Каждый 

изгибающий момент изображаем в виде пары сил, плечо которой лежит в 

плоскости сечения, а направление соответствует эпюре M. Крутящие мо-

менты располагаем в плоскости сечений. Их направление, как и направ-

ление сил N, Q, выбираем с учетом знаков на эпюрах.  
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Рисунок 8.8 
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Расчет на прочность стержня I. Он испытывает поперечный изгиб в 

двух плоскостях, т. е. работает на поперечный косой изгиб. Опасным яв-

ляется сечение 2, так как в нем действуют максимальные изгибающие 

моменты.  

Вычерчиваем это сечение в рабочем положении с действующими в нем 

внутренними силовыми факторами (рисунок 8.9). Направления для попе-

речных сил берем из соответствующей эпюры. Согласно эпюре изгибаю-

щий момент Mx, действующий в вертикальной плоскости, растягивает 

верхнюю половину сечения и сжимает нижнюю. Поэтому ставим два плю-

са вверху сечения по оси y и два минуса внизу сечения. Момент My, дей-

ствующий в горизонтальной плоскости, растягивает левую половину сече-

ния и сжимает правую. Следовательно, ставим два плюса слева в сечении 

по оси x и два минуса справа в сечении. 

Вычисляем величины внутренних сил и моментов: 

h
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x

z

Q
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M

M
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x
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= 2 qa

= 2 qa

= 3 qa
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Сечение 2

в рабочем 

положении

 
Рисунок 8.9 

кН3577075151 ,,,,  qaQx ; 

кН8970722 ,,  qaQy ; 

2 22 2 7 0 7 6 86, ,
x

M qa      кН∙м; 

2 23 3 7 0 7 10 3, ,
y

M qa     кН∙м. 

Геометрические характеристики 

рассматриваемого сечения (моменты 

инерции, статические моменты по-

лусечения) следующие: 
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Полные нормальные напряжения в опасном сечении определяются 

суммой напряжений от изгибающих моментов: 

x
J

M

y
J

M

y

y

x

x  . 

Знаки слагаемых в формуле выбираются по знакам отдельных напря-

жений в первом квадранте (см. рисунок 6.4). Так как в первом квадранте 

сечения координаты x, y точек положительны, то знаки перед слагаемы-

ми напряжений в общей формуле должны совпадать со знаками напряже-

ний от изгибающих моментов в этом квадранте (вдоль оси y – плюс, вдоль 

оси x – минус). Поэтому  
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x
J

M
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Уравнение нулевой линии получим, положив σ = 0: 

0 x
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xy
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Нулевая линия проходит через центр тяжести поперечного сечения в 

первом и третьем квадрантах (рисунок 8.10) с углом наклона к оси x:  
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Максимальные нормальные 

напряжения возникают в точке 

В (–b/2, h/2), поэтому в форму-

лу (а) подставляем ее координаты: 

 B

y

y

B

x

x

B y
J

M

x
J

M

max  

= 






22

b

J

M
h

J

M

y

y

x

x  

3

8

6 86 10 0 1

500 10 2

, ,




  


 

3

8

10 3 10 0 06

180 10 2

, ,




  


 

= МПа 240Па10240
6  . 

Минимальные напряжения до-

стигаются
 

в точке
 

D(b/2, –h/2).  

В данном случае (из-за отсутствия 

растяжения-сжатия)  

min  – max  –240 МПа.  
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Рисунок 8.10 

Эпюра нормальных напряжений прямолинейна. Ее строим между двух 

прямых, проведенных параллельно нулевой линии через наиболее удален-

ные от нее точки (см. рисунок 8.10). 

Максимальные касательные напряжения от поперечных сил Qx, Qy 

определяем с помощью формулы Журавского (5.17): 


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 Па = 2,45 МПа; 
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 Па = 1,84 МПа. 

Эпюры τx, τy показывают изменение касательных напряжений от изги-

ба вдоль одноименной оси. Они ограничены параболами и строятся справа 

(слева) и внизу (вверху) от рассматриваемого сечения (см. рисунок 8.10), 

или прямо на его сторонах.  

Опасное сечение находится в состоянии косого изгиба, поэтому усло-

вие прочности для него  

R
max

 = 210 МПа. 

В нашем случае max
 = 240 МПа > 210 МПа, следовательно, условие 

прочности для первого стержня не выполняется. 

Расчет на прочность стержня II. Этот стержень работает на сжатие,  

кручение, поперечный изгиб в вертикальной и чистый изгиб в горизон-

тальной плоскостях. Опасным является сечение 4, так как в нем действу-

ют максимальные изгибающие и крутящий моменты. Вычерчиваем это 

сечение в рабочем положении с действующими в нем внутренними сило-

выми факторами (рисунок 8.11).  
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Рисунок 8.11 

Согласно эпюрам изгибающие 

моменты прикладываем так, чтобы 

вертикальный Mx растягивал верх-

ние волокна, а горизонтальный 

My – левые. Момент Mx, действу-

ющий в вертикальной плоскости, 

растягивает верхнюю половину 

сечения и сжимает нижнюю. По-

этому ставим два плюса вверху 

сечения по оси y и два минуса вни-

зу сечения. Момент My, действую-

щий в горизонтальной плоскости, 

растягивает левую половину сече-

ния и сжимает правую. Следова-

тельно, ставим два плюса слева в 

сечении по оси x и два минуса 

справа. Продольная сила сжимает 

стержень, поэтому ставим минусы 

вокруг центра тяжести. Попереч-

ная сила по эпюре отрицательна, 

поэтому направляем ее так, чтобы 

она вращала оставшуюся часть 

стержня против часовой стрелки.  
Вычисляем величины внутренних сил и моментов: 

кН3577075151 ,,,,  qaN ;   кН8970722 ,,  qaQy ; 

2 22 2 7 0 7 6 86, ,
x z

M M qa       кН∙м;    
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2 23 3 7 0 7 10 3, ,
y

M qa      кН∙м. 

Геометрические характеристики рассматриваемого сечения следующие: 

24

22

м10578

4

10143

4







 ,
,,d

A ; 

48

44

м10491

64

10143

64








,,d

JJ
yx

; 

36

33

м10196

16

10143

16








,,d

W
p

; 36

33

м10383

12

10

12

  ,
,d

S
x

. 

Нормальные напряжения в опасном сечении определяются суммой 

напряжений от изгибающих моментов и продольной силы: 

x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x  . 

Знаки слагаемых в формуле выбираются по знакам напряжений от из-

гиба в первом квадранте (см. рисунок 8.11) и по знаку силы N: 

x

J

M

y

J

M

A

N

y

y

x

x  .                                (б) 

Уравнение нулевой линии получим, положив σ = 0: 

0 x

J

M

y

J

M

A

N

y

y

x

x .   

Нулевая линия не проходит через начало координат. Найдем отрезки, 

которые она отсекает на осях координат (рисунок 8.12):  

если x = 0, то м10670

1086610578

1049110357
3

34

83











 ,

,,

,

x

x

y

AM

NJ
a ; 

если y = 0, то м10450

1031010578

1049110357
3

34

83











 ,

,,

,

y

y

x

AM

NJ

a . 

Нулевая линия пересекает первый и третий квадранты поперечного 

сечения (см. рисунок 8.10) с углом наклона к оси x:  

51

10450

10670

3

3

,

,

,
tg 










x

y

a

a

;   φ = 56,3. 

Определим координаты точек, наиболее удаленных от нулевой линии: 

точка B:  xB = –d sinφ/ 2 = –0,1 · 0,832 / 2 = –4,16 · 10
–2

 м; 

              yB = d cosφ/ 2 = –0,1 · 0,555 / 2 = 2,77 · 10
–2

 м; 

точка D:  xD = –xB = 4,16 · 10
–2

 м;  yD = –yB = –2,77 · 10
–2

 м.  
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B

D

x

y

,
 
Ì

Ï
à





y , ÌÏà





1,66

1
2
7

1
2
5

d
/
2

x

y

B

B

d
/
2



a
x

y
a

 
Рисунок 8.12 

Нормальные напряжения максимальны в точке B. Их величину полу-

чим, подставив в формулу (б) координаты xB, yB: 

max = B

y

y

B

x

x

B x
J

M

y
J

M

A

N
 = 






4

3

10578

10357

,

,
 




















8

23

8

23

10491

1016410310

10491

1077210866 ),(,,, 610125 Па 125 МПа  . 

Минимальные напряжения достигаются в точке D. В данном случае  

min = D

y

y

D

x

x

D x
J

M

y
J

M

A

N
 = 






4

3

10578

10357

,

,
 




















8

23

8

23

10491

1016410310

10491

1077210866 ,,,, 610127 Па 127 МПа    . 

Эпюра нормальных напряжений прямолинейна. Ее строим между двух 

прямых, проведенных параллельно нулевой линии через наиболее удален-

ные точки B и D. 

Максимальные касательные напряжения от поперечной силы Qy вы-

числяем по формуле Журавского (5.17): 

1010491

103831089

8

63

,

,,










dJ

SQ

x

*

xy

y
 = 1,66 · 10

6

 Па = 1,66 МПа. 

Эпюра τy построена справа от сечения  (см. рисунок 8.12).  
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Эпюра касательных напряжений τ от кручения показана внутри сече-

ния, причем 


p

z

W

M

max 



6

3

10196

10866,
 Па,

6
10934 МПа.,934  

Опасное сечение круглого бруса находится в сложном напряженном 

состоянии. Поэтому прочность его будем проверять по третьей теории в 

точке D, так как в ней и нормальные напряжения от изгиба (по модулю), 

и касательные напряжения от кручения максимальны:  

2 2 2 2

Д max
4 127 4 34 9III

red
        ,  = 145 МПа < R = 210 МПа. 

Следовательно, условие прочности для второго бруса выполняется.  

Расчет на прочность стержня III. Этот стержень работает на по- 

перечный изгиб в двух плоскостях, сжатие и кручение. Опасным является 

сечение 6, так как в нем действуют суммарно большие изгибающие  

моменты и крутящий момент.  

Вычерчиваем это се-

чение в рабочем положе-

нии с действующими в 

нем внутренними сило-

выми факторами (рису-

нок 8.13). Внутренние 

силы и моменты направ-

ляем с учетом знаков 

согласно эпюрам. 

Момент Mx растяги-

вает нижнюю половину 

сечения и сжимает верх-

нюю. Поэтому ставим два 

плюса внизу сечения по 

оси y и два минуса ввер-

ху сечения. Момент My 

растягивает правую по-

ловину сечения и сжима-

ет левую. Следовательно, 

ставим два плюса справа 

в сечении по оси x и два 

минуса слева в сечении. 

y
x

z

h

b

Qy =  qa

N

= 1,5 qa

= 2 qa

Qx
= 3 qa

2
Mz

Mx= 4 qa
2

yM = qa
2

Сечение 6

в рабочем 

положении

 

Рисунок 8.13 

Значения внутренних усилий 

2 2 7 0 7 9 8, ,N qa     кН;    1 5 1 5 7 0 7 7 35, , , ,
x

Q qa     кН;  

7 0 7 4 9, ,
y

Q qa    кН ;   
2 24 4 7 0 7 13 7, ,

x
M qa      кН∙м; 

2 27 0 7 3 43, ,
y

M qa    кН∙м;  2 23 3 7 0 7 10 3, ,
z

M qa     кН∙м. 

Геометрические характеристики рассматриваемого сечения такие же, 

как для стержня I: 
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24

м106010060
 ,,bhA ;  48

м10500


x
J ;  48

м10180


y
J ; 

36

м1075
 

x
S ;  36

м1045
 

y
S . 

Момент сопротивления при кручении прямоугольного стержня вычис-

ляется по формуле (3.26) Wt = αhb
2

, где коэффициент α берется из табли-

цы 3.1 в зависимости от отношения h / b. В нашем случае  

h / b = 0,1 / 0,06 = 1,67 

и α определяем интерполяцией. Если h/b = 1,5, то α = 0,231; если h/b = 

= 1,75, то α = 0,239. Поэтому для  h/b = 1,67  

α = 2360
51751

5167123102390
2310 ,

,,

),,)(,,(
, 




 , 

Wt = αhb
2 = 0,236 · 0,1 · 0,06

2

 = 85,0 · 10
–6

 м
3

. 

Аналогично интерполяцией определяется и коэффициент η, который 

понадобится нам в дальнейшем:  

η = 8400
51751

5167182008590
8590 ,

,,

),,)(,,(
, 




 .  

Нормальные напряжения в опасном сечении определяются суммой 

напряжений от изгибающих моментов и продольной силы: 

x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x  . 

Знаки слагаемых в этой формуле выбираются по знакам напряжений 

от изгиба в первом квадранте и по знаку силы N: 

x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x  .                                     (в) 

Уравнение нулевой линии получим, положив σ = 0:  

0 x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x . 

Нулевая линия не проходит через начало координат. Получим отрез-

ки, которые она отсекает на координатных осях (рисунок 8.14):  

если x = 0, то м105950

107131060

105001089
3

34

83











 ,

,

,

x

x

y

AM

NJ
a ; 

если y = 0, то м108570

104331060

101801089
3

34

83











 ,

,

,

y

y

x

AM

NJ

a . 

Максимальные нормальные растягивающие напряжения возникают в 

точке D (b/2, –h/2). Поэтому в формулу (в) подставляем ее координаты 
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






22

b

J

M
h

J

M

A

N
x

J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x

D

y

y

D

x

x

Dmax  

















 2

060

10180

10433

2

10

10500

10713

1060

1089

8

3

8

3

4

3
,,,,,

 193 · 10
6

 Па =
 

193
 

МПа. 

Минимальные напряжения достигаются в точке B (–b/2, h/2):   








22

b

J

M
h

J

M

A

N
x

J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x

B

y

y

B

x

x

Bmin  

















 2

060

10180

10433

2

10

10500

10713

1060

1089

8

3

8

3

4

3
,,,,,  

–196
 

· 10
6 

Па = –196
 

МПа. 

B

x

y

, 
Ì

Ï
à



y , ÌÏà

x
 , ÌÏà




b

1,23

1
,
8
4

1
9
3

1
9
6

D



 E

E

G

G

a
x

y
a

h

 
Рисунок 8.14 

Касательные напряжения от изгиба определяем с помощью формулы 

Журавского:  

06010500

10751094

8

63

,

,










bJ

SQ

x

*

xy

y  = 1,23 · 10
6

 Па = 1,23 МПа; 

1010180

104510357

8

63

,

,










hJ

SQ

y

*

yx

x  = 1,84 · 10
6

 Па = 1,84 МПа.  
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Наибольшие касательные напряжения от кручения достигаются в 

точках G и E: 

3
6

6

10 3 10
121 10 121

85 10

,
Па МПа

z

G

t

M

W



     


; 

0 84 121 102, МПа
E G
      . 

Эпюры касательных напряжений строим справа, внизу и внутри сече-

ния, эпюры нормальных напряжений – на нулевой линии.  

Проверку прочности бруса проведем, сравнивая максимальное из 

напряжений в трех точках с расчетным сопротивлением: 

 max , ,
B E red G red

R    . 

Эквивалентные напряжения вычисляем по третьей теории прочности. 

В точке B действуют максимальные по модулю нормальные напряжения 

|σmin| > σmax, но касательные напряжения от кручения равны нулю. В точ-

ке G максимальны касательные напряжения от кручения τ = τmax, а нор-

мальные меньше, чем в других двух точках. В точке E значения и нор-

мальных, и касательных напряжений достаточно велики. Вычислим нор-

мальные напряжения в точках G(–b/2, 0) и E(0, h/2): 

0
2

yx

G

x y

MMN b

A J J

 
        

 

3 3

4 8

9 8 10 3 43 10 0 06

260 10 180 10

, , ,

 

 
   

 
 

= –58,8 · 10
6

 Па = –58,8 МПа; 

0
2

yx

E

x y

MMN h

A J J

      
3 3

4 8

9 8 10 13 7 10 0 1

260 10 500 10

, , ,

 

 
   

 
 

= –139 · 10
6

 Па = –139 МПа. 

Эквивалентные напряжения в этих точках будут следующие: 

2 24 58 8 4 1212 2

max
( , )

G red G
         = 249 · 10

6

 Па = 249 МПа; 

2 24 139 4 1022 2

( )
E red E E

         = 247 · 10
6

 Па = 247 МПа. 

Таким образом, хотя наибольшие нормальные напряжения не превы-

шают расчетного сопротивления |σmin| = 196 МПа < R = 210 МПа, эквива-

лентные напряжения в обеих точках его превосходят. Следовательно, 

условие прочности по третьей теории для стержня не выполняется.   

 

8.9 Изгиб с кручением стержней круглого сечения  

Прочностной расчет валов, которые работают одновременно на 

изгиб и кручение, является одной из задач сложного сопротивле-

ния, наиболее часто встречающихся в инженерной практике. При 

совместном действии изгиба с кручением валы подвергаются ли-



8.9 Изгиб с кручением стержней круглого сечения 203 
 

нейной деформации, вызываемой изгибающими моментами, и уг-

ловой деформации, создаваемой крутящими моментами. В даль-

нейшем будет показано (см. разд. 12), что при расчете валов необ-

ходимо также учитывать цикличность нормальных напряжений, 

так как при вращении вала, работающего на изгиб, продольные 

волокна последовательно попадают то в растянутую, то в сжатую 

зону. В таких условиях характеристики прочности используемого 

материала значительно снижаются. Излагаемый приближенный 

расчет валов на изгиб и кручение ведется условно, как при стати-

ческой нагрузке, цикличность же напряжений учитывается при-

менением повышенного запаса прочности.  

При выполнении расчета вала на прочность нужно установить 

его опасное сечение. Для этого необходимо построить: 

 эпюры изгибающих моментов Mx и My в двух взаимно перпен-

дикулярных плоскостях;  

 эпюру суммарных изгибающих моментов M, величины кото-

рых определяются по формуле 

22

yx
MMM  ;                                      (8.7) 

 эпюру крутящих моментов Mz;  
 эпюру эквивалентных (расчетных) моментов Mred, величины 

которых определяются по соответствующим формулам в зави-

симости от выбранной теории прочности. 

Построение эпюр Qx и Qy для вала можно не производить, так 

как касательные напряжения от поперечных сил невелики и их 

обычно в расчете длинных валов не учитывают. В коротких валах 

учет касательных напряжений от поперечных сил необходим.  

Опасным сечением вала является то, для которого эквивалент-

ный момент Mred будет наибольшим. Так как любая ось круглого 

поперечного сечения вала является главной, то положение опасной 

точки сечения можно определить графически следующим образом. 

Построив в некотором масштабе величины Mx и My как векторы, 

находим суммарный изгибающий момент M как векторную сумму 

(рисунок 8.15).  

Плоскость действия момента M будет нормальна к направлению 

вектора (след плоскости A–B), а нейтральной линией будет прямая 

I–I. Точки A и B сечения будут наиболее опасными, так как они 

являются наиболее удаленными от нейтральной линии.  

В опасных точках возникают  

 наибольшие суммарные напряжения от изгибающего
 

момента M  

x
W

M
 ;                                             (8.8) 

 наибольшие касательные напряжения от крутящего момента Mz  
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x

z

p

z

W

M

W

M

2
 ,                                      (8.9) 

где Wp, Wx

 
–

 
полярный и осевой

 
моменты сопротивления (Wp = 2Wx).  

I

A

B

x

y

I

Mx

My

M

 
Рисунок 8.15 













 

Рисунок 8.16 

Выделяя около опасной точки A 

элементарный объем, на гранях кото-

рого будут действовать напряжения, 

получим плоское напряженное состоя-

ние (рисунок 8.16). 
По третьей теории прочности усло-

вие прочности при изгибе с кручением 

(см. подразд. 8.4) в опасной точке A 

принимает вид    

2 24III

[ ]
red

       . 

Подставляя сюда значения напряже-

ний (8.8), (8.9), имеем  

2 2

4
2

III z

red

x x

MM

W W

   
     

   
= 

=
2

22

x

z

W

MM 
=

x

z

W

MM
22 

. 

Величину  

2 2 2 2 2III

red z x y z
M M M M M M       (8.10) 

называют эквивалентным моментом по третьей теории прочности.  

В окончательном виде условие прочности по третьей теории  

III

III

[ ]
red

red

x

M

W

    .                                     (8.11) 

Расчетные формулы по другим теориям прочности также при-

водятся к подобному виду. Например, проведя аналогичные вы-

кладки для эквивалентных напряжений по четвертой теории (см. 

подразд. 8.5), получим эквивалентный момент  

2 2 2 2 20 75 0 75IV

, ,
red z x y z

M M M M M M     .                (8.12) 

Условие прочности аналогично (8.11) с учетом (8.12). 

Таким образом, расчет бруса круглого поперечного сечения на 

изгиб с кручением по форме совпадает с расчетом на прямой изгиб, 

если вместо изгибающего использовать эквивалентный момент, ве-

личина которого зависит от принятой теории прочности.  
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 ПРИМЕР 8.1. Подбор диаметра вала привода вспомогательного 

оборудования тепловоза. Шкив отбора мощности на привод компрессора и 

вентилятора охлаждения диаметром D1 = 0,6 м, имеющий угол наклона 

ветвей ремня к горизонту φ1 = 30, вращается со скоростью n =100 об/мин 

и передает мощность N0 = 22080 Вт. Два других шкива раздачи мощности 

имеют одинаковый диаметр D2 = D3 = 0,35 м, углы наклона ветвей ремня 

к горизонту φ2 = 25, каждый из них передает мощность N0/2 = 11040 Вт 

(рисунок 8.17). Модуль сдвига G = 8 · 10
10

 Па. Длина вала l = 0,5 м.  

Требуется: 

1)  по заданным величи-

нам N0 и n определить кру-

тящие моменты Mz, прило-

женные к шкивам; 

2)  построить для вала 

эпюру внутренних крутящих 

моментов; 

3)  определить окружные 

усилия t1 и t2, действующие 

на шкивы, и нагрузку от 

шкивов на вал; 

4)  найти силы, изгиба-

ющие вал в горизонтальной 

и вертикальной плоскостях;  

D
1

D
2

T
1 =

2t
1

T2
=2t2

t
1

t2

1
2

 
Рисунок 8.17 

5)  построить эпюры внутренних изгибающих моментов Mx и My от го-

ризонтальных и вертикальных сил; 

6) построить эпюру суммарных изгибающих моментов M; 

7) по эпюрам Mz и M определить положение опасного сечения; 

8)  определить требующийся стандартный диаметр стального вала из 

условий прочности и жесткости, если [σ] = 160 МПа, [θ] = 1 /м. 

Так как мощность при вращении вала N0 = Mzω, то величины крутя-

щих моментов определяем по формуле 

0 0 030

2 60
z

N N N
M

n n

  
  

. 

Для шкива 1 (рисунок 8.18, а) 

1

30 22080
2110

3 14 100,
z

M


 


 Н∙м, 

для шкивов 2 и 3  

1
2 3

30 22080
1055

2 2 3 14 100,

z

z z

M
M M


   

 
 Н∙м. 

Эпюра крутящих моментов представлена на рисунке 8.18, д. 

Крутящий момент можно представить в виде 

  2/
z

M T t D  , 

где T и t – окружные усилия, действующие на шкив; D – его диаметр. 
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Y
A Y1

Y
B
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XA X
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Горизонтальная плоскость
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2
X X

3

1

M, Н м
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y
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б)

в)

д)
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Рисунок 8.18 

Для шкива 1 получаем 

  22 1111 DttMz  , откуда 7033
60

21102
2 111 




,
DMt z  Н, 
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для шкивов 2 и 3  

  22 22232 DttMM zz  , откуда 6029
350

10552
2 222 




,
DMt z  Н. 

Силы, действующие на шкивы,  

210997033332 111111  ttttTR  Н, 

180876029332 2222232  ttttTRR  Н. 

Их проекции на оси координат: 

18272866021099111  ,cosRX  Н, 

10550,5021099111  sinRY  Н, 

163879060180872232  ,cosRXX  Н, 

7633,4220180872232  sinRYY  Н. 

Построим эпюру изгибающих моментов от сил, действующих в вер-

тикальной (Oyz) и горизонтальной (Oxz) плоскостях.  

В вертикальной плоскости определяем реакции, составляя уравнения 

равновесия моментов сил относительно точек A и B: 

∑МА = 0;  0543 321  lYlYlYlY B ,  

26416
3

763357633410550

3

54 321 






YYY

YB  Н; 

∑МВ = 0;    0223 321  lYlYlYlYA ,  

600
3

763327633105502

3

22 321 






YYY

YA  Н. 

Эпюра Mx показана на рисунке 8.18, б. 

В горизонтальной плоскости: 

∑МА = 0;   0543 321  lXlXlXlX B ,  

43070
3

16387516387418272

3

54 321 






XXX

XB  Н. 

∑МВ = 0;     0223 321  lXlXlXlXA ,  

28568
3

16387216387182722

3

22 321 






XXX

XA  Н. 

Эпюра показана на рисунке 8.18, в. 

По построенным эпюрам определяем суммарный (полный) изгибающий 

момент по формуле (8.10): 

22

yx MMM  . 

Вычисляем на опорах вала и в точках приложения сил значения пол-

ного момента:  

  1428714284300
222

1

2

1


yx
MMM1  Н∙м, 
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  271172458111450
2222 

yBxBB MMM  Н∙м, 

  903981943816
222

2

2

22 
yx

MMM  Н∙м.  

Эпюра M показана на рисунке 8.18, г.  

Эпюра суммарных моментов M характеризует лишь их величину в 

каждом сечении вала, т. к. плоскости действия этих моментов в разных 

сечениях различны. Поэтому для удобства зрительного восприятия орди-

наты эпюры условно для всех сечений совмещены с плоскостью чертежа.  

Следует отметить, что на тех участках вала, на которых прямые, огра-

ничивающие эпюры Mx и  My, пересекают оси эпюр в точках, располо-

женных на одной вертикали, эпюра M ограничена прямыми (участки A–1 

и 2–3), а на остальных она ограничена кривыми (участки 1–B  и B–2).  

Опасное сечение вала устанавливаем с помощью эпюр полных изгиба-

ющих M и крутящих моментов Mz. Если в сечении бруса постоянного 

диаметра с наибольшим изгибающим моментом M действует и наиболь-

ший крутящий момент Mz, то это сечение является опасным. В частности, 

у рассматриваемого вала таким является сечение на опоре B.  

В случаях, когда опасное сечение нельзя установить непосредственно 

по эпюрам M и Mz, необходимо проверять прочность бруса в нескольких 

его сечениях и таким путем устанавливать опасные напряжения.  

Из условий прочности и жесткости найдем необходимый диаметр сече-

ния вала. 

Согласно четвертой теории прочности (8.12)  

2 20 75IV

,
red B zB

M M M   2 227117 0 75 2110 27178,    Н∙м. 

Так как Wx = πd
3

/
 

32 и 

IV

IV

[ ]
red

red

x

M

W

    ,   то  
3

32 IV

[ ]
red

M

d

 


. 

Отсюда получим искомый диаметр вала 

 
33

6

32 32 27178
0 12

3 14 160 10
,

,

red
M

d


  
   

 м.  

Из условия жесткости при кручении с учетом момента инерции (3.22) 

искомый диаметр должен быть не меньше, чем  

 
44

10

32 32 2110
0 0627

3 14 8 10 0 0174
,

, ,

z
M

d

G


  

    
 м. 

Таким образом, за искомый диаметр, отвечающий одновременно усло-

виям прочности и жесткости, принимаем d = 120 мм.  

 

 



 

 

9 

ПЕРЕМЕЩЕНИЯ  

В СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМАХ1) 

 

 

 

Ранее определялись перемещения прямолинейного стержня 

при простых видах деформирования (растяжение, сжатие, сдвиг, 

кручение, изгиб). Рассмотрим общий случай нагружения, когда в 

поперечных сечениях возникают продольные и поперечные силы, 

изгибающие и крутящие моменты одновременно. Будем считать, 

что стержень может быть не только прямым, но и иметь малую 

кривизну, а также состоять из нескольких прямолинейных 

участков, образуя плоскую или пространственную систему.  

Как известно, перемещения могут быть линейными и угловы-

ми. Их нахождение необходимо, во-первых, для оценки жестко-

сти конструкции, во-вторых, при расчетах статически неопреде-

лимых систем и в задачах динамики, например, при определении 

динамических коэффициентов (см. подразд. 11.1).  

 

9.1 Потенциальная энергия стержневой системы  

Наиболее общий метод определения перемещений в упругих 

конструкциях основан на применении энергетических принципов.  

Рассмотрим некоторую стержневую систему (рисунок 9.1, а). 

Будем считать, что нагрузка к ее элементам прикладывается 

статически, т. е. возрастает весьма медленно, и возникающими 

ускорениями можно пренебречь. Деформации и напряжения в 

системе успевают следовать за ростом нагрузки. В каждый  

момент времени конструкция будет находиться в равновесии под 

действием внешних сил и реакций связей.  

Выделим из системы элементарный участок длиной dz (рису-

нок 9.1, б). В каждом из его поперечных сечений в общем случае 

нагружения возникают шесть внутренних силовых факторов: три 

силы и три момента. По отношению к выделенному элементарно-

му участку эти силовые факторы являются внешними. Работа, 

которая совершается ими при деформировании элемента, затра-

чивается на накопление потенциальной энергии. Левое сечение 

элемента условно будем считать неподвижным. Следовательно, 

работа всех силовых факторов, приложенных к левому торцу, 

равна нулю.  

                                         
1)
 Этот раздел написан А. В. Яровой. 
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Рисунок 9.1 

Точка С приведения сил в правом сечении получает некоторые 

малые перемещения за счет деформаций удлинения, сдвига, кру-

чения и изгиба. 

Выбор осей координат. Очень важно, что каждому из шести 

силовых факторов соответствуют такие перемещения, на которых 

ни один из остальных пяти не совершает работы. Например, про-

дольное перемещение (удлинение) возникает в результате дей-

ствия продольной силы N, и только эта сила совершает работу на 

этом перемещении.  

Следовательно, потенциальная энергия элемента может рас-

сматриваться как сумма независимых энергий растяжения, сдви-

га, кручения и изгиба: 

)()()()()()(
yxzyx

MdUMdUMdUQdUQdUNdUdU  .  (9.1) 

Такое разделение возможно только при определенном выборе 

осей координат. Точка С приведения сил должна совпадать с цен-

тром тяжести сечения. Оси x, y должны быть главными.   

Замечание. Для стержней большой кривизны при действии 

продольных сил возникает и взаимный поворот сечений, а при 

действии изгибающих моментов – и удлинение элемента. Поэтому 

полную энергию в этом случае нельзя определять простым сум-

мированием.  

Потенциальная энергия растяжения, кручения и изгиба. 

Мы знаем, что при статическом растяжении (см. подразд. 2.6), 

кручении (см. подразд. 3.5) и чистом изгибе (см. подразд. 5.4) со-

ответственно величина потенциальной энергии стержня длиной l 

EA

lN
U

2

2

 ,  

p

z

GJ

lM
U

2

2

 ,  

x

x

EJ

lM
U

2

2

 . 
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Тогда для элемента длиной dz  

EA

dzN
NdU

2

2

)( ,  

p

z

z
GJ

dzM
MdU

2

2

)( ,  

x

x

x
EJ

dzM
MdU

2

2

)( ,  

y

y

y
EJ

dzM
MdU

2

2

)( , 

т. е. выражения для четырех слагаемых в (9.1) известны.  

Вычисление потенциальной энергии сдвига. Определим те-

перь энергию сдвига )( xQdU  и )(
y

QdU . 

Рассмотрим элемент длиной dz, к торцам которого приложены 

только поперечные силы Qy (рисунок 9.2). Эти силы вызовут вза-

имный сдвиг сечений на величину y

 

dz. Поперечная сила в сече-

нии является статическим эквивалентом касательных напряже-

ний y.  Если  бы они были распределены равномерно по площади  

сечения A, то вычислялись бы 

так, как при чистом сдвиге: 

y = Qy/A. 

Но при изгибе значение y 

по высоте сечения меняется, 

поэтому будем считать, что  

y = yQy/A,  

где y – некоторый безразмер-

ный коэффициент.  

По закону Гука при сдвиге  

Q

Q

dz

y

y

b

y
d
y

dA

x

y

y

y
d
z

z y

 

Рисунок 9.2 
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Q

G

yyy
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



 . 

Тогда потенциальная энергия 

GA

dzQ
dzQQdU

yy

yyy
2

2

2

1


)( . 

Выясним смысл коэффициента y. Выразим энергию сдвига 

dU(Qy) через работу касательных напряжений dW(y). В попереч-

ном сечении на расстоянии y от главной центральной оси x выде-

лим площадку dА = b dy (см. рисунок 9.2). Элементарная сила y

 

dА на перемещении y

 

dz совершает работу 0,5(y

 

dА)(y

 

dz). Инте-

грируя это выражение в пределах всего поперечного сечения и 

учитывая, что y = y/G, получим элементарную работу касатель-

ных напряжений: 

 

A

y

A

yyy dA
G

dz
dAdzdW

2

2

1

2
)( . 
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По формуле Журавского при изгибе   

bJ

SQ

x

xy

y

*

 . 

С учетом этого 

GA

dzQ
dA

b

S

J

A
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dzQ
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y

y

A

x

x

y

A
x

xy

y
222

2

2

2

2

2
2














 

**

)( , 

где безразмерный коэффициент  



A

x

x

y
dA

b

S

J

A

2

2

2

*

 

учитывает неравномерность распределения касательных напряже-

ний по сечению при изгибе в вертикальной плоскости. Он зависит 

только от формы сечения. Например, для круга y = 32/27; для 

прямоугольника y = 1,2; для прокатных двутавров y  A/Aw, где 

A – полная площадь сечения двутавра; Aw – площадь вертикаль-

ной стенки. 

Потенциальная энергия сдвига )(
y

QdU  и по аналогии )( xQdU   

GA

dzQ
dWQdU

y

yyy
2

2

 )()( ,  
GA

dzQ
QdU

x

xx
2

2

)( . 

Безразмерный коэффициент x учитывает неравномерность рас-

пределения касательных напряжений по сечению при изгибе в 

горизонтальной плоскости. Он может быть найден аналогично y. 

Потенциальная энергия всего стержня. Соотношение (9.1) 

принимает вид 

y

y

x

x

p

zy

y

x

x
EJ

dzM

EJ

dzM

GJ

dzM

GA

dzQ

GA

dzQ

EA

dzN
dU

222222

222222

 . 

Чтобы получить потенциальную энергию всего стержня, необхо-

димо проинтегрировать это выражение по всей длине l: 

 







l
y
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l
x
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l
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z

l
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l

xx

l

EJ

dzM

EJ

dzM

GJ

dzM

GA

dzQ

GA

dzQ

EA

dzN
U

222222

222222

.  (9.2) 

В выражении (9.2) не всегда все слагаемые являются равно-

ценными. Для большинства встречающихся в практике стержне-

вых систем, элементы которых работают на изгиб или кручение, 

три последних слагаемых значительно превосходят первые три. 

Другими словами, энергия изгиба и кручения значительно боль-

ше, чем энергия растяжения-сжатия и сдвига. Однако возможны 

такие случаи нагружения, в которых все шесть слагаемых соиз-

меримы по величине и должны обязательно учитываться. 
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9.2 Теорема Кастилиано  

Потенциальную энергию деформации можно использовать для 

вычисления перемещений в стержнях. В основу может быть по-

ложена теорема Кастилиано: частная производная от потенци-

альной энергии по силе равна перемещению точки приложения 

силы по направлению этой силы.  

Под перемещением в заданном направлении условимся пони-

мать проекцию полного перемещения на это направление. Потому 

перемещение точки приложения силы по направлению силы – это 

проекция полного перемещения точки на направление силы.  

Рассмотрим упругое тело, нагруженное 

силами F1, F2, ..., Fn (рисунок 9.3) и за-

крепленное так, что исключены его сме-

щения как жесткого целого. Пусть потен-

циальная энергия деформации, накоплен-

ная в объеме тела в результате работы 

внешних сил, равна U.  

Дадим одной из сил, например, Fi, 

приращение dFi. Тогда потенциальная 

энергия изменится и станет равной 

i

i

dF
F

U
U


 .               (9.3) 
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F

F

F
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i
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Рисунок 9.3 

Давая силе Fi приращение, мы по существу сначала нагружа-

ем тело силами F1, F2, ..., Fn, а потом силой dFi. Теперь изменим 

порядок нагружения. Приложим сначала силу dFi. При этом в 

точке ее приложения в направлении этой силы появится малое 

перемещение di. На нем сила dFi совершит работу 0,5dFi di. 

Приложим затем к телу все силы F1, F2, ..., Fn. При отсутствии 

силы dFi потенциальная энергия системы приняла бы значение U. 

Но теперь эта энергия изменится на величину дополнительной 

работы dFi i, которую совершит сила dFi на перемещении i, вы-

званном всей системой внешних сил. Величина i представляет 

собой проекцию полного перемещения на направление силы Fi. 

Перед произведением dFi i множитель 0,5 не ставится, т. к. на 

пути i сила dFi остается неизменной.  

В результате при обратной последовательности приложения 

сил выражение потенциальной энергии получим в виде 

0 5,
i i i i

U dF dF d    .                           (9.4) 

Приравнивая выражения (9.3) и (9.4) и отбрасывая произведение 

0,5
 
dFi di как величину высшего порядка малости, получаем 

i

i
F

U


 .                                   (9.5) 
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Следовательно, дифференцируя потенциальную энергию по 

одной из внешних сил, получим перемещение точки приложения 

этой силы по направлению этой силы.  

В выражении (9.5) силу Fi можно трактовать как обобщенную 

силу, т. е. как некоторый силовой фактор. Тогда величина i 

должна рассматриваться как обобщенное перемещение, т. е. как 

некоторый геометрический параметр, на котором сила Fi совер-

шает работу. Например, если под «силой» понимать внешний мо-

мент m (см. рисунок 9.3), то i представляет собой угловое пере-

мещение в точке приложения момента по направлению момента.  

Анализируя вывод теоремы Кастилиано, замечаем, что для ее 

выполнения достаточно соблюдения двух условий.  

1 Деформированное состояние тела должно однозначно опре-

деляться действующими на него нагрузками, тогда потенциальная 

энергия деформации тела, представленная как функция этих 

нагрузок, будет однозначной функцией этих нагрузок.  

2 Работа внешних сил при переходе из недеформированного 

состояния в деформированное не должна зависеть от порядка 

приложения этих сил.  

Оба этих условия выполняются, если тело линейно-упругое, 

деформаций малые и внешние силы консервативны, т. е. их ра-

бота не зависит от пути перехода системы из одного положения в 

другое, а вполне определяется ее начальным и конечным состоя-

ниями. Таковыми являются силы упругости, гравитации, центро-

бежные, силы электростатического взаимодействия. Внутренние 

силы при упругопластическом деформировании тела, силы трения 

не являются консервативными. Их работа существенно зависит от 

условий и пути перехода системы из одного состояния в другое. 

 

9.3 Интеграл Мора  

Вычисление перемещений с помощью теоремы Кастилиано об-

ладает тем очевидным недостатком, что дает возможность опреде-

лить перемещения только точек приложения внешних сил и 

только в направлении этих сил. На практике возникает необхо-

димость искать перемещения любых точек системы в любых 

направлениях.  

Выход из указанного затруднения оказывается довольно про-

стым. Если требуется найти перемещение в точке, где не прило-

жены внешние силы, необходимо приложить в этой точке внеш-

нюю силу P в интересующем нас направлении. Далее составляем 

выражение потенциальной энергии системы с учетом этой силы. 

Дифференцируя его по P, находим перемещение по направлению 

приложенной силы P. Теперь необходимо «вспомнить», что на 

самом деле силы P нет, и положить ее равной нулю.  
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Определим, например, вертикальное перемещение точки А не-

которой стержневой системы (рисунок 9.4). Обозначим внутрен-

ние усилия, возникающие в сечениях системы под действием за-

данных нагрузок, через 
yFxFzFyFxFF

MMMQQN ,,,,, . 

Приложим в точке А вертикальную силу Р. В каждом сечении 

системы внутренние силовые факторы изменятся на величины, 

зависящие от силы Р. Так, крутящий момент в некотором сече-

нии будет иметь вид 

zPzFz
MMM  , 

где второе слагаемое представляет собой 

дополнительный момент, который появ-

ляется в результате приложения силы Р. 

Понятно, что MzF и MzP изменяются по 

длине стержня, т. е. являются функция-

ми z. Аналогично появятся дополни-

тельные слагаемые и у остальных пяти 

внутренних силовых факторов.  

А

P

А

1

2

F
F

q

 

Рисунок 9.4 

Дополнительные силовые факторы 
yPxPzPyPxPP

MMMQQN ,,,,,  

пропорциональны силе Р. Если силу Р, например, увеличить в 

два раза, то удвоятся и дополнительные слагаемые. Поэтому  

PNNN F  ,   PQQQ xxFx  ,   PQQQ
yyFy

 ,  

PMMM zzFz  ,  PMMM xxFx  ,   PMMM
yyFy

 ,    (9.6) 

где yxzyx
MMMQQN ,,,,,  – некоторые коэффициенты пропор-

циональности, переменные по длине стержня.  

Если снять систему внешних нагрузок и заменить силу Р еди-

ничной силой, то  

NN  ,  
xx QQ  ,  yy

QQ  ,  
zz MM  ,  

xx MM  ,  yy
MM  . 

Следовательно, yxzyx
MMMQQN ,,,,,  представляют собой внут-

ренние силовые факторы, возникающие в некотором поперечном 

сечении стержня под действием единичной силы, приложенной в 

рассматриваемой точке в заданном направлении.  

Вернемся к выражению энергии (9.2) и заменим в нем внут-

ренние силовые факторы их значениями (9.6). Получим 
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Дифференцируя это выражение по Р и полагая после этого 

Р = 0, находим перемещение точки А: 









 
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yyF
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x

xxF

l
p

zzF
dz

EJ

MM
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EJ

MM
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GJ
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.           (9.7) 

Полученные интегралы носят название интегралов Мора
1)

. Здесь 

yxp
EJEJGJGAEA ,,,,  – жесткости при растяжении-сжатии, сдви-

ге, кручении и изгибе соответственно. 

Формула Мора (9.7) в случае плоской задачи (для плоской 

стержневой системы) будет содержать три внутренних силовых 

фактора (продольную и поперечную силы, а также изгибающий 

момент): 

 




l
x

xxF

l

yyFy

l

F

A
dz

EJ

MM
dz

GA

QQ
dz

EA

NN
.           (9.8) 

Порядок определения перемещений с помощью интеграла 

Мора (9.7):  

 необходимо найти аналитические выражения внутренних уси-

лий на отдельных участках системы от заданной нагрузки; 

 по направлению искомого перемещения следует приложить 

единичный силовой фактор (при определении линейных пере-

мещений – сосредоточенную силу, угловых – сосредоточенный 

момент); 

 нужно найти аналитические выражения внутренних усилий в 

сечениях отдельных участков системы от единичного усилия; 

 подставив найденные выражения усилий в формулу Мора, 

следует определить искомое перемещение интегрированием по 

отдельным участкам системы и суммированием результатов.  

Если найденное перемещение положительно, то оно совпада-

ет с направлением приложенной единичной силы, если отрица-

тельно – противоположно ему.  

                                         
1)
 Подобная формула для ферм, учитывающая только продольные силы, 

впервые была выведена Дж. Максвеллом в 1864 г. из геометрических сооб-

ражений. В наиболее общей форме она была получена О. Мором спустя  

10 лет (1874) на основании принципа возможных перемещений. 
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Определение перемещений при плоском изгибе. При изгибе 

балок и плоских рам основное влияние на перемещения имеют 

изгибающие моменты. Обозначим: l – длина элемента, h – высота 

поперечного сечения. Возможны следующие случаи: 

 если l / h > 8, то в формуле Мора (9.8) допускается учитывать 

только изгибающие моменты: 

 = 
l

x

xxF
dz

EJ

MM
;                          (9.9) 

 если 5 
 

l/h
 


 

8, то необходимо учесть и поперечные силы; 

 если l/h < 5, то применение интеграла Мора дает большие по-

грешности в расчетах, поэтому перемещения следует опреде-

лять методами теории упругости.  

 ПРИМЕР 9.1. Для балки постоянной жесткости EJx, нагружен-

ной равномерно распределенной нагрузкой q (рисунок 9.5), требуется 

определить вертикальное перемещение ΔА точки А. 

Найдем выражение изгибающего момента в произвольном сечении с 

координатой z от заданной внешней нагрузки: 

МxF = –qz
2

/2. 

Приложим по направлению искомо-

го перемещения единичную силу и 

найдем выражение момента: 

zzMx  1 . 

По формуле Мора (9.9) при плоском 

изгибе получаем 
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Рисунок 9.5 

 

9.4 Техника вычисления интеграла Мора  

Основным неудобством определения перемещений по формуле 

Мора является необходимость составления аналитического выра-

жения подынтегральных функций. Это особенно сложно в стерж-

невых системах, имеющих большое количество участков. Однако 

операции интегрирования можно избежать.  

Формула Симпсона.
 

В общем случае сложных эпюр для вы-

числения интеграла Мора удобно использовать одну из самых 

распространенных квадратурных формул – формулу Симпсона.  
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Напомним, что определенный интеграл от функции )(zf  мож-

но приближенно вычислить по Симпсону следующим образом:  

 )()()()( bfcfaf
ab

dzzf

b

a




 4
6

.  

Эта формула основана на аппроксимировании – замене подын-

тегральной функции квадратной параболой, проходящей через 

крайние и среднюю ординаты )(),(),( cfbfaf . 

Допустим, на участке длиной l необходимо вычислить интеграл от 

произведения двух функций ( )()( zfzf
21

 ) 

dzzfzfI

l

 
0

21
)()( . 

1
 f z ( )

f z ( )
2

a

b
c

1

2

1

2

1

2

a

bc

l/2 l/2

A BC

A BC  

Рисунок 9.6 

Обозначим через a1, b1, c1 ординаты 

функции (эпюры) )(zf
1

 в крайних (А, 

В) и средней (С) точках участка; через 

a2, b2, c2 – аналогичные ординаты 

функции (эпюры) )(zf
2

 (рисунок 9.6). 

Тогда  

  dzzfzfI

l

0

21
)()(  

 
212121

4
6

bbccaa
l

 .    (9.10) 

В частном случае, когда обе пере-

множаемые эпюры )(zf
1

 и )(zf
2

 линей- 

ные (рисунок 9.7), их средние ординаты  

2

11

1

ba
с


 ;  

2

22

2

ba
с


 . 

Подставим эти выражения в (9.10): 

  dzzfzfI

l
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21
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 
21212121

22
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abbabbaa
l

 . (9.11) 

Формула Симпсона для вычисления 

интегралов Мора на участках постоян-

ной  жесткости  является  точной,  если  

1
 f z ( )

f z ( )
2

a

b
c

1

2

1

2

1

2

a
b

c

l/2 l/2

A BC

A BC  

Рисунок 9.7 

обе функции )(),( zfzf
21

 линейные или одна них линейная, а вто-

рая квадратичная.  
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Способ (правило) Верещагина
1)

. Допустим, на участке 

стержня длиной l необходимо вычислить интеграл от произведе-

ния двух функций ( )()( zfzf
21

 ) 

dzzfzfI

l

 
0

21
)()(                   

при условии, что хотя бы одна из этих функций линейная.  

Пусть kzbzf )(
2

. Тогда искомый 

интеграл 

dzzzfdzzfbI

ll

 
0

1

0

1
)()( . 

Первый из интегралов в правой части 

представляет собой площадь, ограни-

ченную кривой )(zf
1

 (рисунок 9.8), 

или иначе – площадь эпюры )(zf
1

: 

 dzzf

l

0

1
)( . 

Второй интеграл представляет собой 

статический момент этой площади от-

носительно оси ординат, т. е. 

C
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Рисунок 9.8 

где zC – координата центра тяжести первой эпюры. 

Теперь получаем, что )( CkzbI  . Но CCC
yzfkzb  )(

2
. 

Следовательно,  

dzzfzfI

l

 
0

21
)()( C

y .                     (9.12) 

Таким образом, операция интегрирования заменяется пере-

множением площади первой эпюры на ординату второй (обяза-

тельно прямолинейной) эпюры, взятую под центром тяжести пер-

вой. Результат будет положительным, если центр тяжести одной 

из эпюр и ордината yC расположены по одну сторону от оси 

стержня. 

                                         
1)
 Верещагин Андрей Константинович (1896–1959) – отечественный уче-

ный и изобретатель. Его имя широко известно, главным образом, в связи с 

наглядным способом вычисления интегралов – «перемножением эпюр». Ве-

рещагин внес большой вклад в развитие военной техники и считается осно-

воположником отечественной школы минной электротехники.  
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Следует помнить, что ордината yC должна быть обязательно 

взята из прямолинейной  эпюры. Если обе функции )(zf
1

 и )(zf
2

 

линейные, то операция перемножения обладает свойством  к о м -

м у т а т и в н о с т и . В этом случае безразлично, умножается ли 

площадь первой эпюры на ординату второй или площадь второй 

эпюры на ординату первой.  

Большинство встречающихся в практике эпюр могут быть раз-

биты на простейшие по форме фигуры: прямоугольник, треуголь-

ник, параболический треугольник. Для  них  величина площади и  

 = hl
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h

3 8l/ 5 8l/

h
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 = /2 3hl

l/3 2 3l/
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Рисунок 9.9  

положение центра тяжести известны 

(рисунок 9.9). 

Применимость способов Симпсона и 

Верещагина. В каждый из интегралов 

формулы Мора (9.7) или (9.8) входит 

произведение 
FNN , 

FQQ , 
xFxMM  и 

т. д. Рассмотренные способы примени-

мы к любому из шести интегралов. 

Перемножение эпюр с использованием 

формул (9.10)–(9.12) производится оди-

наково, независимо от того, построены 

эти эпюры для изгибающих и крутя-

щих моментов или продольных и попе-

речных сил. Разница заключается лишь 

в том,
 

что при вычислении перемеще-

ний произведение эпюр делится на 

«свою» жесткость – EJ, GJp, EA и т. д. 

Необходимым условием получения 

точного результата является прямоли-

нейность участков и постоянство их 

жесткости. Для вычисления переме-

щений необходимо результаты пере-

множения эпюр по участкам системы 

разделить на жесткости участков, а 

результаты просуммировать.  

 ПРИМЕР 9.2. Найти то же перемещение, что и в примере 9.1, 

используя правило Верещагина. 

Построим эпюру изгибающих моментов МxF от заданной внешней 

нагрузки. По направлению искомого перемещения приложим единичную 

силу и построим единичную эпюру xM  (рисунок 9.10). Так как одна из 

эпюр прямолинейна, а балка имеет постоянную жесткость, то можно 

использовать правило Верещагина. 

Найдем площадь эпюры МxF, которая непрямолинейна и очерчена 

параболой:  

Ω = ⅓l (ql
2

/2) = ql
3

/ 6.   



9.5 Теоремы о взаимности работ и перемещений 221 
 

Далее определим положение цен-

тра тяжести С эпюры МxF и вычис-

лим под ним ординату уС прямоли-

нейной эпюры xM :  уС = 3l/4. 

По правилу Верещагина (9.11) 

ΔА =
 


l
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Результат совпадает с полученным 

ранее (см. пример 9.1).  
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9.5 Теоремы о взаимности работ и перемещений 

Теорема о взаимности работ. Эта теорема вытекает из прин-

ципа независимости действия сил и применима ко всем системам, 

для которых соблюдается этот принцип.  

Рассмотрим линейно-упругую деформацию тела, закрепленно-

го так, что исключены его смещения как жесткого тела, под дей-

ствием сил F1, F2, приложенных в точках 1 и 2 (рисунок 9.11).  

Перемещения точек тела будем обозначать символом  с двумя 

индексами. Первый индекс указывает место и направление пере-

мещения, второй индекс – причину, вызвавшую это перемещение. 

Например, 12  перемещение точки 1 по направлению силы F1 от 

действия силы F2; 11  перемещение по направлению силы F1 от 

действия этой же силы.  

а)

б)

11

12 22

21
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2

F
F

11 21

22

21

1

2F
F

 

Рисунок 9.11 

Пусть сначала тело нагружает-

ся силой F1 (см. рисунок 9.11, а). 

Эта сила совершит при своем воз-

растании от нуля до конечного 

значения работу ½F111. Далее 

приложим к телу силу F2. Она со-

вершит работу ½F222. Но по мере 

роста этой силы точка 1 также 

получит перемещение 12, на ко-

тором сила F1 произведет работу 

F112. Всего в результате суммар-

ного нагружения силы F1 и F2 со-

вершат работу  

½F111 + ½F222 + F112 ,  (9.13)  
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которая накопится в виде потенциальной энергии деформации. 

Изменим порядок нагружения, т. е. приложим сначала силу 

F2, а потом F1 (см. рисунок 9.11, б). Тогда они произведут работу  

½F222 + ½F111 + F221,                      (9.14)  

которая также перейдет в потенциальную энергию деформации.  

Так как при упругой деформации конечное напряженно-

деформированное состояние не зависит от порядка приложения 

нагрузок, то выражения (9.13) и (9.14) для потенциальной энер-

гии деформации тела в конечном состоянии должны быть равны. 

Сравнивая их, видим, что  

F112 = F221.                             (9.15)  

Это равенство означает, что работа первой силы на перемеще-

нии точки ее приложения, вызванном действием второй силы, 

равна работе второй силы на перемещении точки ее приложения 

под действием первой силы.  

Это утверждение и составляет содержание теоремы взаимности 

работ. Ее часто называют теоремой Бетти
1)

.  

Теорема приобретает большую общность, если учесть, что 

здесь, как и при выводе теоремы Кастилиано, под F1 и F2 можно 

понимать не просто силы, а обобщенные силы, а под 12 и 21 – 

обобщенные перемещения. 

Теорема о взаимности перемещений. Если силы F1 и F2 рав-

ны по величине, то из (9.15) следует, что  

12 = 21.                                (9.16)  

Это соотношение называют теоремой взаимности перемеще-

ний: перемещение точки 1, вызванное силой, приложенной в точ-

ке 2, равно перемещению точки 2 под действием такой же по ве-

личине силы, приложенной в точке 1. Напомним, что речь идет о 

перемещениях точек приложения сил по направлению этих сил. 

 

9.6 Статическая неопределимость  

Понятие о статически неопределимой системе было дано ранее 

(см. подразд. 1.7). Расчеты один раз статически неопределимых 

стержней при растяжении-сжатии были произведены в под-

разд. 2.5, 2.16 (см. примеры 2.4, 2.5). Недостающие уравнения 

                                         
1)
 Эта теорема была доказана Д. Максвеллом в 1864 г. Но работа Макс-

велла осталась незамеченной, и Е. Бетти в 1872 г. сформулировал теорему 

взаимности работ независимо.  
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для определения неизвестных усилий составлялись исходя из рас-

смотрения системы в деформированном состоянии. 

Для балок и рам, работающих на изгиб, подобный подход 

также возможен. Однако составление условий совместного дефор-

мирования элементов затруднительно. Поэтому были разработаны 

специальные методы для расчета таких систем, например, метод 

сил и метод перемещений. С их помощью можно сравнительно 

легко найти внутренние силовые факторы и деформации для 

наиболее распространенных конструкций.  

Метод сил широко применяется для расчета разнообразных 

систем (статически неопределимых балок, рам, арок, ферм), явля-

ется основой для создания многих приближенных методов. В по-

следние годы для сложных конструкций создан ориентированный 

на использование компьютера метод конечных элементов. Этот 

метод изучается в курсе строительной механики. Он реализован в 

виде универсальных компьютерных программ, которые позволяют 

рассчитать напряженно-деформированное состояние сложных 

конструкций. Один из вариантов метода конечных элементов ба-

зируется на идеях метода сил. 

Степень статической неопределимости. Все связи статически 

неопределимой системы можно разделить на абсолютно необхо-

димые (связи, удаление которых из конструкции ведет к ее гео-

метрической изменяемости) и условно необходимые, лишние (свя-

зи, после отбрасывания которых система остается геометрически 

неизменяемой и становится статически определимой).  

Лишними могут быть как внешние, так и внутренние связи.  

В соответствии с этим различают внешнюю и внутреннюю ста-

тическую неопределимость. Количество лишних связей называ-

ется степенью статической неопределимости и обозначается nc. 

Например, неразрезная балка (рисунок 9.12, а) внешне стати-

чески неопределима. Она содержит пять опорных стержней,  в  то  

время как для ее закрепления доста-

точно трех. Следовательно, балка 

имеет два лишних опорных стержня, 

для нее nc = 2. Если оставить только 

три стержня (не параллельных и не 

пересекающихся в одной точке) и 

удалить остальные, получится стати-

чески определимая система (рису-

нок 9.12, б). Действие отброшенных 

связей следует возместить реакциями 

V1, V2. 

а)

б)

P

P

V V1 2  

Рисунок 9.12 

Рама, представляющая собой замкнутый жесткий контур с 

тремя опорными стержнями (рисунок 9.13, а), является внешне 

статически определимой, но внутренне статически неопредели-
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мой. Она имеет лишние связи, введенные для взаимного соедине-

ния ее частей. После разрезания системы получится статически 

определимая рама с консолями (рисунок 9.13, б). Связь элементов 

необходимо возместить тремя усилиями: M, Q, N. Для нее nc

 

=
 

3.  

Pа) б)

M M

Q Q

NN

P

 

Рисунок 9.13 
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Рисунок 9.14 

а) б) в)

 

Рисунок 9.15 

Если в системе присутствует 

К бесшарнирных замкнутых 

контуров, то лишних связей 

будет 3К. Так, переходя от ра-

мы, имеющей три бесшарнир-

ных замкнутых контура (рису-

нок 9.14, а), к статически 

определимой системе (рису-

нок 9.14, б), устанавливаем, что 

рама девять раз статически 

неопределима.  

Для рамы, показанной на 

рисунке 9.15,
 

а, К = 1, nc

 

=
 

3. 

Отбросив одну жесткую заделку 

(рисунок 9.15, б), получим ста-

тически определимую систему с 

К = 0, nc = 0.  

Заменим в раме жесткие за-

делки на шарнирно подвижную 

и шарнирно неподвижную опо-

ры, т. е. фактически введем три 

шарнира. Получим статически 

определимую систему, у кото-

рой
 

nc =
 

0
 

(рисунок 9.15, в). Та-

ким образом, введение одного 

простого шарнира в замкнутый 

бесшарнирный контур умень-

шает  степень  статической  

неопределимости на единицу. 

Простым называется шарнир, соединяющий два элемента 

стержневой системы (рисунок 9.16). Если шарнир соединяет три и 

более элемента, он называется сложным (кратным). Кратный 

шарнир, соединяющий k стержней, эквивалентен k – 1 простым 

шарнирам. Кратные шарниры рассматриваются как соответству-

ющее число простых шарниров. 

 

Рисунок 9.16 
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С учетом всего сказанного получим следующую формулу для 

вычисления степени статической неопределимости: 

nc = 3К – Ш,                               (9.17) 

где К – количество бесшарнирных замкнутых контуров;  

Ш – количество простых шарниров.  

Задача расчета статически неопределимых систем состоит в 

следующем: заданы расчетная схема и нагрузки (воздействия); 

требуется найти внутренние усилия, а затем такие размеры по 

перечных сечений элементов, чтобы были обеспечены условия 

прочности и жесткости, а также некоторые другие требования 

(например, экономичность конструкции). В общей постановке 

указанная задача решения не имеет.  

В расчетной практике часто ставится более узкая задача: за-

даны расчетная схема, нагрузки (воздействия) и предварительные 

размеры сечений элементов; требуется найти внутренние усилия и 

перемещения, сравнить с допускаемыми величинами (поверочный 

расчет). Если условия прочности или жесткости не выполняются 

или, наоборот, запас прочности слишком велик, расчет повторя-

ют, уточнив размеры сечений элементов.  

 

9.7 Расчет статически неопределимых систем методом сил 

Суть этого метода заключается в том, что заданная статически 

неопределимая система освобождается от дополнительных связей 

как внешних, так и внутренних, а их действие заменяется соот-

ветствующими силами и моментами. Их величины в дальнейшем 

подбираются так, чтобы перемещения системы соответствовали 

тем ограничениям, которые на нее накладываются отброшенными 

связями.  

Система, освобожденная от дополнительных связей, становит-

ся статически определимой. Она называется основной системой. 

Для каждой статически неопределимой заданной системы можно 

подобрать, как правило, различные основные системы, однако их 

должно объединять следующее условие: основная система должна 

быть статически определимой и геометрически неизменяемой 

(т. е. не должна менять свою геометрию без деформаций элемен-

тов). При этом неизменяемость должна быть обеспечена как для 

системы в целом, так и для отдельных ее частей. 

Например, рама (рисунок 9.17, а) содержит два замкнутых 

контура (К = 2), три шарнира (Ш = 3), следовательно, по формуле 

(9.17) nc = 3  2 – 3 = 3, т. е. рама трижды статически неопреде-

лима. Отбросим три связи и заменим их действие неизвестными 

усилиями X1, X2, X3 (реакциями отброшенных связей). Получим 

статически определимую основную систему метода сил.  
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Можно предложить несколько вариантов основной системы 

(рисунок 9.17, б–г). Все они статически определимы и геометри-

чески неизменяемы. 
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Рисунок 9.17 

Принятая основная система будет работать так же, как и за-

данная (будет эквивалентна заданной), если на нее наложить 

условие отсутствия перемещений в тех сечениях, где в заданной 

системе находятся связи.  

Рассмотрим раму, которая дважды статически неопределима 

(рисунок 9.18, а). Отбросим лишние связи и заменим их действие 

неизвестными усилиями X1 и X2; получим основную систему ме-

тода сил (рисунок 9.18, б). 

F F

1X

2
X

а) б)

 

Рисунок 9.18 

Перемещения в точках 1 и 2 (т. е. в тех местах, где в заданной 

системе стоят опоры) в направлении сил X1, X2 отсутствуют, т. е. 

0
1

 ,  0
2

 .                             (9.18) 

Уравнения (9.18) есть не что иное, как уравнения совместности 

деформаций. При их выполнении фактически устанавливается 

условие эквивалентности между заданной и основной системами 

при действии внешних нагрузок и неизвестных усилий X1 и X2.  
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На основании принципа независимости действия сил переме-

щения (9.18) можно представить в следующем виде:  

0
112111

 F ; 

0
222212


F ,                       (9.19) 

где 11, 12, 21, 22, 1F, 2F – перемещения точек 1 и 2 в основ-

ной системе соответственно от действия сил Х1, Х2, F. 

Введем обозначения  

1

11

11
X


 , 

2

12

12
X


 , 

1

21

21
X


 , 

2

22

22
X


 , 

где 11, 12, 21, 22 – перемещения точек 1 и 2 в основной системе 

соответственно от действия единичных сил, приложенных по 

направлениям Х1, Х2 (или от сил Х1 = 1, Х2 = 1).  

Что касается перемещений 1F, 2F, то под индексом F будем 

понимать не только внешнюю силу F, а вообще систему внешних 

сил, которая может быть произвольной. Поэтому величины 1F, 

2F в (9.19) оставим неизменными. 

Систему уравнений (9.19) можно записать в форме 

0
1212111


F

XX ; 

0
2222121


F

XX .       
 

                (9.20) 

Уравнения (9.20) носят названия канонических уравнений мето-

да сил, т. к. составлены по определенному закону (канону).  

Для n раз статически неопределимой системы  

11 X1 + 12 X2 + …  + 1n Xn + 1F = 0; 

21 X1 + 22 X2 + … + 2n Xn + 2F = 0; 

……………………………………………………….. 

n1 X1 + n2 X2 + … + nn Xn + nF = 0.            (9.21) 

Весьма существенно отметить, что в проделанном выводе со-

вершенно не обусловливается то, каким образом возникают пере-

мещения km, kF (k, m = 1, …, n). Хотя мы и рассматриваем ра-

му, работающую на изгиб, всё сказанное может быть отнесено к 

любой стержневой системе, работающей на кручение, растяжение 

и изгиб или на то, другое и третье совместно. 

Для вычисления коэффициентов km (единичных перемеще-

ний) и свободных членов kF (грузовых перемещений) канониче-

ских уравнений (9.20), (9.21) используют формулу Мора (9.7) в 

следующих модификациях: 
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  (k, m = 1, …, n),    (9.23) 

где ykxkzkykxkk
MMMQQN ,,,,,  – внутренние усилия в основной 

системе от единичного усилия, приложенного в направлении Xk 

(или усилия Xk = 1);  

yFxFzFyFxFF
MMMQQN ,,,,,  – внутренние усилия в основной 

системе от заданной внешней нагрузки. 

В рамах, как отмечалось ранее, при определении перемещений 

достаточно учитывать только изгиб. Поэтому вместо (9.22), (9.23) 

используют более простые формулы 

dz
EJ

MM

l

mk

km  ,  dz
EJ

MM

l

Fk

kF    (k, m = 1, …, n).   (9.24) 

Из симметрии формул (9.24) следует, что km = mk. Это свой-

ство парности коэффициентов при неизвестных метода сил также 

следует из теоремы о взаимности перемещений (9.16).  

После решения системы канонических уравнений (9.21) опре-

деляются величины неизвестных усилий X1 и X2. Если их значе-

ния получились отрицательными, это означает, что реально они 

действуют в направлении, противоположном принятому. Оконча-

тельные значения внутренних усилий определяются по зависимо-

стям 
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Заметим, что для рам и балок, работающих на изгиб, по-

перечные силы могут быть найдены по значениям изгибающих 

моментов с использованием дифференциальных зависимостей   

dz

dM
Q

x

y
 ,   

dz

dM
Q

y

x
 . 

Продольные силы могут быть найдены по значениям попереч-

ных сил. Для этого необходимо отсечь отдельные стержни или 

вырезать узлы рамы, составить уравнения проекций на оси коор-

динат, из которых выразить искомые усилия.  

После определения внутренних усилий в элементах системы 

выполняется проверка их правильности. 

 ПРИМЕР 9.3. Расчет плоской рамы     
 

методом сил. Для заданной расчетной схемы 

рамы (рисунок 9.19) требуется: построить 

эпюры изгибающих моментов, поперечных и 

продольных сил, выполнить необходимые 

проверки.  

Исходные данные: нагрузки F = 16 кН,   

q = 22 кН/м; длины стержней  l = 5 м, h =  

= 4 м, коэффициент k = 0,7; EJ = 10
7

 Н
 

∙
 

м
2

.  

Степень статической неопределимости.  

Правую шарнирно-неподвижную опору рамы 

изобразим в виде шарнира (рисунок 9.20). 

Вычислим степень статической неопредели-

мости: 

nc = 3К – Ш = 3 ∙ 1 – 1 = 2. 

Здесь К = 1 – число замкнутых контуров,  

Ш = 1 – количество простых шарниров. Так 

как nc = 2, то система два раза статически 

неопределима. 
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Рисунок 9.19 

 

Рисунок 9.20 

Выбор основной системы. Основная система метода сил – это стати-

чески определимая система, полученная из заданной путем отбрасыва-

ния лишних связей.  

Для того, чтобы основная и заданная системы были эквивалентными, 

к основной системе, кроме внешней нагрузки, прикладывают дополни-

тельные усилия, представляющие собой реакции отброшенных связей. 

Приведем три варианта основной системы (рисунок 9.21). Поясним 

каждый из них. Вариант 1 предполагает отбрасывание шарнирно-непод-

вижной опоры. Получаем ломаный брус, заделанный левым концом, к 

которому дополнительно  приложены  две  неизвестные  сосредоточенные  

силы (X1, X2). В варианте 2 жесткую заделку заменяем шарниром, а 

шарнирно-неподвижную опору – шарнирно-подвижной. При этом к си-

стеме прикладываем неизвестные силу X1 и момент X2. Вариант 3 по-

лучаем, заменяя заделку шарнирно-неподвижной опорой и вводя простой 

шарнир в узел рамы. В качестве неизвестных прикладываем сосредото-
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ченный момент X1, а также два равных и противоположно направлен-

ных момента X2. (Усилие X2 имеет смысл внутреннего изгибающего мо-

мента, т. е. при составлении уравнений равновесия всей системы его 

суммарный момент будет равен нулю). 
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Рисунок 9.21 

Для расчета выбираем третий ва-

риант основной системы, так как 

эпюры изгибающих моментов для него 

получатся наиболее простыми. Следо-

вательно, при их перемножении коли-

чество подсчетов будет наименьшим.  

Система канонических уравне-

ний. Рама два раза статически 

неопределима, следовательно, канони-

ческие уравнения представляют собой 

систему двух линейных уравнений с 

двумя неизвестными: 









.

;

0

0

2222121

1212111

F

F

XX

XX

      (а) 

Здесь  X1, X2 – неизвестные изгибаю-

щие моменты;  km – перемещение по 

направлению усилия Xk от действия 

единичного усилия, приложенного по 

направлению Xm; kF – перемещение 

по направлению усилия Xk от дей-

ствия внешней нагрузки (k, m = 1, 2). 

Построение единичных и грузо-

вой эпюр изгибающих моментов.  

Э пюра  
1

M . К основной системе 

прикладываем только 1
1

X  (единич-

ное усилие по направлению X1) (рису-

нок 9.22, а). В опорных шарнирах А и 

В возникают четыре составляющие 

опорных реакций: HA, VA, HB, VB.  Нет 

необходимости вычислять их все. 

Определим только те, которые нужны 

для расчета ординат эпюры 
1

M . 

Мысленно рассечем раму по шарниру С. Составим уравнение равнове-

сия моментов левой части относительно точки С, из которого найдем HA: 

 лев

C
M 0

1
 hHX

A ;   hhXH
A

1
1

 . 

Из уравнения проекций всех сил на горизонтальную ось определим HB: 

Z 0
AB

HH ;   hHH
AB
1 . 
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Вычислим ординаты эпюры 
1

M  в характерных точках. При этом 

подсчитаем только абсолютные значения моментов и укажем, какие во-

локна они растягивают. 
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DE
)/(  (растянуты внутренние волокна). 

По полученным ординатам строим эпюру 
1

M  (см. рисунок 9.22, а). 

Следует заметить, что эпюра безразмерная, так как она построена от воз-

действия единичного изгибающего момента 1
1

X . 

Э пюра  
2

M . К основной системе прикладываем только момент 

1
2

X  (рисунок 9.22, б). Определим необходимые составляющие опор-

ных реакций. Мысленно рассечем раму по шарниру С. Из уравнения 

равновесия моментов левой части относительно точки С найдем HA: 
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C
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Из уравнения проекций сил на горизонтальную ось определим HB: 
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Вычислим ординаты эпюры 
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M  в характерных точках.  
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По полученным ординатам строим эпюру 
2

M  (см. рисунок 9.22, б). 

Она также безразмерная.  

Э пюра  Мр. К основной системе прикладываем только заданную 

внешнюю нагрузку (рисунок 9.22, в). Определим необходимые составля-

ющие опорных реакций. Составим уравнение равновесия моментов левой 

части относительно точки С, из которого найдем HA: 

 лев

C
M 02

2  hHqh
A

/ ;   2qhH
A

 . 

Из уравнения проекций сил на горизонтальную ось определим HB: 

Z 0
AB

HHqh ;   22 /qhqhqhHqhH
AB

 . 

Вычислим ординаты эпюры Мр в характерных точках.  

0
(B))()( 
p

С

p

A

p
MMM ;   4 16 5 4 20( )

/ /
K

p
M Fl    кН∙м;  

2 22 22 4 2 176( )

/ /
E

p B
M H h qh     кН∙м; 

2 24 2 4 22 4 2 16 5 4 196( )

/ / / / /
E

p B
M H h Fl qh Fl         кН∙м. 

Определим значение момента в точке L (посередине участка АС): 

2 2 22 8 8 22 4 8 44( )

/ / / /
L

p A
M H h qh qh      кН∙м. 
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Полученные ординаты отложим на эпюре Мр со стороны растянутых 

волокон (см. рисунок 9.22, в). 

l, EJ

1
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A
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B
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A
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Рисунок 9.22 

Вычисление единичных и грузовых перемещений. Для определе-

ния перемещений, являющихся коэффициентами канонических уравне-

ний, применим метод Мора. При этом влиянием продольных и попереч-

ных сил пренебрегаем и считаем, что перемещения обусловлены только 

действием изгибающих моментов. Используем следующие формулы: 



l

mk

km
dz

EJ

MM
;  

l

Fk

kF dz
EJ

MM
   (k, m = 1, 2). 

Все стержни рамы прямолинейны, их жесткость постоянна. Для пе-

ремножения соответствующих эпюр воспользуемся способом Симпсона:  

EJEJEJkEJ

h

kEJ

h

EJ

l 47625
2

706

24

6

25
112

6

112

6

112

6
11

,

,








 ; 
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Заметим, что если ординаты эпюр расположены по разные стороны от 

оси, то их произведение отрицательно. 

Проверка правильности вычисления перемещений. Строим сум-

марную единичную эпюру S
M , складывая ординаты эпюр 

1
M  и 

2
M  (ри-

сунок 9.23): S
M  = 

1
M  + 

2
M . Находим условное суммарное единичное 

перемещение ss, умножая S
M  саму на себя: 

 

.
,

, EJEJEJ

kEJ

h

EJ

l
dz

EJ

M

l

s

ss

38107

706

64

6

25

1111112112

6

112

6
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
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





 
 

С другой стороны, ss должно равняться сумме 

всех единичных перемещений: 

.
,,,,

EJEJEJEJ

ss

380978095845243
2

47625

22211211





 

Результаты совпали, значит, единичные пере-

мещения вычислены верно. 

1

М

1

s

1

 

Рисунок 9.23 

Найдем условное суммарное грузовое перемещение sF, умножив эпю-

ру S
M  на MF (см. рисунок 9.22, в), а также просуммировав грузовые 

перемещения 1F и 2F: 

;
,

,

EJ

EJEJkEJ

h

EJ

l
dz

EJ

MM

l

Fs

sF
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4414
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1 2

745 714 741 429 4 285, , ,
.

sF F F

EJ EJ EJ

 
         

Совпадение результатов говорит о правильности вычисления переме-

щений. 

Решение системы канонических уравнений. Найденные значения 

единичных и грузовых перемещений подставляем в систему канониче-

ских уравнений (а): 

1 2

1 2

5 4762 3 4524 745 714
0

3 4524 8 8095 741 429
0

, , ,
;

, , ,
.

X X

EJ EJ EJ

X X

EJ EJ EJ


  


   


                    (б) 

Умножим оба уравнения (б) на EJ и перенесем их свободные члены в 

правую часть. Получим 

1 2

1 2

5 4762 3 4524 745 714

3 4524 8 8095 741 429

, , , ;

, , , .

X X

X X

 

   

                     (в) 

Решая систему (в), определяем неизвестные моменты X1, X2: 

1 2110 388 40 902, кН м;  , кН мX X     . 

Выполним проверку правильности вычисления X1, X2, подставив их 

значения в систему (в): 

5 4762 110 388 3 4524 40 902 745 715

3 4524 110 388 8 8095 40 902 741 430

, , , ( , ) , ;

, , , ( , ) , .

    

      

 

Проверка выполняется, точность подсчетов приемлема. 

Построение эпюры изгибающих моментов в заданной системе. 

Вычислим ординаты окончательной эпюры изгибающих моментов М по 

формуле 

1 1 2 2 F
M M X M X M   . 

Умножим ординаты 
1

M , 
2

M  на соответствующие значения X1, X2. 

Сложим полученные эпюры с грузовой эпюрой (рисунок 9.24) 

Мр ,

44

20
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М
1

55,19

X
1

110,39

20,45

М
2
X

2
, ,

110,39

40,90

110,39

40,90

 

Рисунок 9.24 

Подсчитаем значения изгибающих моментов в характерных точках 

заданной системы (рисунок 9.25, а). 
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По полученным ординатам строим эпюру (рисунок 9.25, б). Экстре-

мальное значение момента на участке АС определим позже, после по-

строения эпюры поперечных сил. 

l, EJ l/4

h
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k
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С D
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а) б)
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h
/
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9,26

44,71
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x
0
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Рисунок 9.25 

Статическая проверка эпюры М. Вырежем жесткий 

узел D–E–K (рисунок 9.26)  и  выясним, находится ли 

он в равновесии. Составим уравнение моментов 

02071247144  ,,M . 

Узел находится в равновесии. 

20,0

D K

E

44,71

24,71  

Рисунок 9.26 

Деформационная проверка эпюры М. Для проверки выберем дру-

гую основную систему – вариант 1 (см. рисунок 9.21). Условное суммар-

ное перемещение по направлениям неизвестных сил от совместного дей-

ствия этих сил и внешней нагрузки должно равняться нулю: 



l

*

s*

sF dz
EJ

MM
 = 0. 

Здесь 
*

s
M  – суммарная единичная эпюра изгибающих моментов для ва-

рианта 1 основной системы. Для ее построения нагрузим раму одновре-

менно двумя единичными усилиями 1
1

*
X , 1

2
*

X  (рисунок 9.27) и 

рассчитаем значения момента 
*

s
M  в характерных точках. 
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Рисунок 9.27 

м41
)()(  hMM
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s
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s
; м95411

)(  lhM
C*

s
; м51

)(  lM
A*

s
; 

м7524121
)(  // lhM

L*

s
 (растянуты внутренние волокна). 
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Подсчитаем условное суммарное перемещение  

*

sF    9040471449714442904092
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EJkEJ

h

kEJ

h
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Равенство нулю величины 
*

sF  свидетельствует о том, что вертикаль-

ное и горизонтальное перемещения правого опорного сечения рамы по 

направлениям приложенных единичных сил отсутствуют. Это соответ-

ствует заданной схеме конструкции. Значит, эпюра моментов построена 

верно. 

Построение эпюры поперечных сил. Эпюра поперечных сил Q стро-

ится по готовой эпюре изгибающих моментов М.  

На участке АС, где эпюра М ограничена параболой, т. е. действует 

равномерно распределенная нагрузка, поперечную силу определяем с 

помощью балочной аналогии. Вырежем этот участок (рисунок 9.28, а). 

Приложим к сечениям А, С известные моменты и пока неизвестные по-

перечные силы. Моменты направляем так, как следует из эпюры изги-

бающих моментов М (см. рисунок 9.25, б): эпюра построена на растяну-

тых волокнах, значит, в точке А растянуты левые волокна, а в точке С – 

правые. Поперечные силы считаем положительными, т. е. они вращают 

рассматриваемый участок по часовой стрелке (см. рисунок 9.28, а). 

Составим уравнения равновесия:  

03911090402
2  ,,hQqhM

AС ; 

03911090402
2  ,,hQqhM

CA ; 

из них 

кН828142915124223911090402 ,/,//),,(  hqhQ
A

; 

кН18642915124223911090402 ,/,//),,(  hqhQ
С

. 

Для проверки составим уравнение проекций сил на горизонтальную ось: 

04228281186  ,,qhQQZ
AC . 

Q
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Q
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q

А

С

h

x
0
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110,39 110,39

40,90

x
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Рисунок 9.28 

Полученные значения QA, QC отклады-

ваем на эпюре Q и соединяем прямой ли-

нией (рисунок 9.29).  

Проведем сечение на расстоянии x0 от 

начала участка (рисунок 9.28, б). По-

перечная сила в нем равна нулю, а изги-

бающий момент экстремален (Mextr). Соста-

вим уравнение проекций на горизонталь-

ную ось: 

0
0

 qxQ
A

, 

отсюда  м723228281
0

,/,/  qQx
A

. 
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Экстремальный изгибающий момент  

2

0 0110 39 2, /
extr A

M Q x qx      

2110 39 81 82 3 72 22 3 72 2 41 76, , , , / ,       кН∙м. 

Отмечаем полученное значение на эпюре моментов (см. рисунок 9.25, б). 

Для вычисления значений поперечных сил на участках рамы, где 

эпюра М прямолинейна, используем дифференциальную зависимость 

dzdMQ / . Поперечная сила как первая производная от изгибающего 

момента равна тангенсу угла наклона эпюры моментов. Правило знаков 

следующее: сила Q считается положительной, если для совмещения оси 

стержня с эпюрой М ось вращают по часовой стрелке. 

На участке CD получим   

  

кН;121756185

71449040

,/,

/),,(



 lQ
CD

 

на участке EB 

  кН186471247124 ,/,/,  hQ
EB

. 

Сила QCD отрицательна, так как для 

совмещения оси участка CD с эпюрой М 

необходимо произвести вращение про-

тив часовой стрелки. Сила  QEB положи- 

Q ,

17,12

16

6,18

81,82

6,18x
0

 

Рисунок 9.29 

тельна, так как ось необходимо вращать по часовой стрелке.  

В точке K и на всей консоли кН16 FQ
K

. По рассчитанным орди-

натам строим эпюру поперечных сил (см. рисунок 9.29).  

Построение эпюры продольных сил. Эпюру продольных сил N 

строим по готовой эпюре Q. Отсечем консоль и рассмотрим ее равновесие 

(рисунок 9.30, а). Очевидно, что в точке K и на всей консоли NK = 0.  

Вырежем жесткие узлы рамы. В сечениях приложим поперечные и 

продольные силы (рисунок 9.30,
 

б). Положительные поперечные силы 

направим так, чтобы они вращали узлы по часовой стрелке, отрицатель-

ные – против часовой стрелки. Все продольные силы N считаем положи-

тельными – растягивающими.  

 

Рисунок 9.30 

Составим уравнения равновесия узлов в виде сумм проекций всех сил 

на вертикальную и горизонтальную оси. Для узла С 

01217  AC
NY , ; кН1217,

AC
N ; 
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0186  CD
NZ , ;  кН186,

CD
N . 

Для узла DEK 

0161217  EB
NY , ;  

N ,

17,12

6,18

33,12

 

Рисунок 9.31 

кН1233,
EB

N ; 

0186  CD
NZ , ;   

кН186,
CD

N . 

Знак «минус» указывает на то, что 

стержни CD и EB сжаты. По полученным 

данным строим эпюру N (рисунок 9.31).  

Статическая проверка равновесия рамы. Отсечем раму от опор в 

точках А и В (рисунок 9.32) и приложим в них внутренние усилия, взя-

тые из эпюр M, Q, N. При этом силы Q и N прикладываем с их реаль-

ными направлениями, т. е. с учетом знака. Составим уравнения равнове-

сия рамы.  

Сумма проекций всех сил на горизонтальную и вертикальную оси  

0422881868281  qhZ ,, ;   

0123312171612331217  ,,,,FY .   

Подсчитаем сумму моментов всех сил 

относительно точки С. При выборе этой 

точки стараемся, чтобы в уравнение вошло 

как можно больше сил и моментов: 

.)/(,,

/,,

)/(,,

/,,

045516418648281

24225123339110

41868281

2123339110

2

2








llFhh

qhlM
С

 

l l/4

h
q

F

ВА

С

17,12

81,82

33,12

110,39

6,18

h

 

Рисунок 9.32 

Рама находится в равновесии, значит, эпюры построены правильно.  
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УСТОЙЧИВОСТЬ 

СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ 
 

 

 

Рассмотрим особенности поведения стержней под действием 

продольных сжимающих сил. Даже если предприняты все меры, 

чтобы сила действовала строго вдоль оси стержня, сжатие сопро-

вождается изгибом, который сначала незначителен. При увеличе-

нии силы изгиб резко возрастает, и именно он приводит к разру-

шению или недопустимо большим деформациям.  

Изгиб, который вызван продольной нагрузкой, называется 

пр од ол ьным .  

 

10.1 Понятие об устойчивости  

Как оказывается, при некоторых определенных значениях 

внешних сил упругая система может иметь несколько положений 

равновесия. Причем одни из них устойчивы, другие неустойчивы. 

Устойчивость положения системы определяется ее реакцией на 

малые возмущения (приращения нагрузки). Положение равновесия 

системы  у стойчиво , если любые малые возмущения вызывают 

малые отклонения системы от этого ее положения.  

В противном случае указанная форма равновесия является не-

устойчивой.  

Переход системы из устойчивого состояния в неустойчивое 

называют п отер ей  у стойчиво сти , границу этого перехода – 

критическим состоянием системы. Все параметры при этом назы-

ваются  кр итич е ск ими .  

Рассмотрим длинный тонкий стержень, на который действует 

осевая сжимающая сила F (рисунок 10.1, а). При сравнительно 

небольшом значении силы стержень имеет устойчивую прямоли-

нейную форму равновесия, так как после отклонения в результате 

«возмущающего» толчка он быстро возвращается в первоначальное 

состояние.  

По мере увеличения нагрузки стержень всё медленнее возвра-

щается в исходное положение после возмущения. При некотором 

критическом значении силы Fcr наступает состояние «безразлично-

го равновесия»: после отклонения от вертикального положения 

стержень приобретает равновесие и в отклоненном положении 

(штриховая линия на рисунке 10.1, б). Происходит б ифуркация  

(разветвление, раздвоение) равновесия, характеризующаяся «обме-
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ном» устойчивости между двумя его формами: прямолинейная 

форма теряет устойчивость, а криволинейная еще не успевает ее 

приобрести.  

б) в)

F Fcr>Fcr FcrF=F

а)

 

Рисунок 10.1 

Новая (криволинейная) форма 

равновесия теоретически устойчива 

при нагрузке, превышающей кри-

тическую (рисунок 10.1, в). Однако 

такое состояние неприемлемо 

практически, так как стержень ра-

ботает уже не на сжатие, а на сжа-

тие с изгибом. Даже при незначи-

тельном превышении нагрузкой 

критического значения возникают 

недопустимо большие прогибы и 

напряжения. Следовательно, кри-

тическое состояние необходимо 

рассматривать как предельное  

состояние. 

Критич е ско й  сил о й  Fcr называется наибольшее значение 

продольной сжимающей силы F, до которого сохраняется устойчи-

вость первоначальной формы равновесия (или наименьшее значе-

ние продольной сжимающей силы, при которой происходит потеря 

устойчивости).  

Для упругих стержней критическая сила от характера возму-

щения не зависит. Если стержень пластический, то может иметь 

место зависимость критической силы от характера возмущения. 

Первые систематические исследования по устойчивости равно-

весия гибких стержней при сжатии проводил П. Мусшенбрук из 

Лейдена (Голландия). Он опубликовал (1729) количественные за-

кономерности, обнаруженные им в результате серии опытов. Пер-

вые теоретические работы принадлежат Л. Эйлеру. В течение  

36 лет, с 1744 по 1780 г., он опубликовал пять работ, посвящен-

ных исследованию устойчивости упругих систем.  

При рассмотрении потери устойчивости по Эйлеру интересуют-

ся фактом потери устойчивости, а не поведением системы в за-

критическом состоянии. Поэтому считают, что приращения про-

дольных сил в момент потери устойчивости весьма малы. 

Потеря устойчивости возможна не только в случае сжатия тон-

ких стержней, но также при изгибе, кручении и сложных видах 

деформации. Например, тонкостенная труба, нагруженная высо-

ким внешним давлением, сплющивается, хотя напряжения к этому 

моменту далеко не достигают предела текучести. Наиболее ярко 

явление потери устойчивости наблюдается в легких тонкостенных 

конструкциях, поэтому при их проектировании наряду с расчетами 

на прочность ведется и расчет на устойчивость.  
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10.2 Задача Эйлера 

Определим значение критической силы стержня с шарнирно 

закрепленными концами (рисунок 10.2). 

Предположим, что по некоторой причине сжатый стержень не-

сколько изогнулся. Считаем перемещения малыми, напряжения – 

не превышающими предел пропорциональности.  

Координаты точек упругой линии 

стержня обозначим через z и y. При ма-

лых прогибах для нее справедливо диф-

ференциальное уравнение упругой линии 

балки 

MyEJ  .              (10.1) 

Продольный изгиб стержня происхо-

дит в плоскости минимальной жесткости, 

и поэтому под величиной J в дальнейшем 

понимается минимальный момент инер-

ции сечения.  

Изгибающий момент M по абсолют-

ной величине равен Fy. Его знак усло-

вимся выбирать по следующему правилу. 

Положительным считается тот момент, 

который увеличивает кривизну изогнуто-

го стержня. Рассматривая упругую ли-

нию, изображенную на рисунке 10.2, за-

мечаем, что сжимающая сила F в алгеб-

раическом смысле
 

кривизну уменьшает. 

y

F F

z

y

Устойчивое

равновесие

Потеря 

устойчивости

z

l

z

y z( )

F
cr

 

Рисунок 10.2 

Действительно, при положительном y упругая линия имеет вы-

пуклость в сторону возрастания оси y. Кривизна упругой линии 

отрицательная. Момент силы F направлен так, чтобы еще сильнее 

искривить упругую линию, делая кривизну еще более «отрица-

тельной», т. е. уменьшает ее. Поэтому момент в нашем случае от-

рицательный. В результате из (10.1) получаем дифференциальное 

уравнение равновесия стержня при продольном изгибе  

FyyEJ  .                              (10.2) 

Обозначим  

2
k

EJ

F
 .                                 (10.3) 

Уравнение (10.2) приводим к каноническому виду  

0
2  yky .                             (10.4) 

Его решение известно: 

kzCkzCy cossin
21

 .                     (10.5) 
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Постоянные интегрирования C1, C2 определяются из граничных 

условий (условий закрепления концов стержня). В рассматривае-

мом случае прогибы на опорах отсутствуют, поэтому  

y
 

=
 

0 при z
 

= 0;  y
 

=
 

0 при z
 

=
 

l. 

Подставив первое из этих условий в решение (10.5), получим  

000
21
cossin CC  ;  C2 = 0. 

Из второго условия следует 

0
1

klC sin .                                 (10.6) 

Это уравнение имеет два решения:  

C1 = 0;   sin kl = 0. 

В первом случае C1 = C2 = 0, и из уравнения (10.5) следует, что 

прогиб y тождественно обращается в нуль. Следовательно, стер-

жень имеет прямолинейную форму, т. е. отсутствует явление поте-

ри устойчивости, которое мы хотели бы исследовать.  

Во втором случае синус обращается в ноль, если 

kl = πn, 

где n – произвольное целое число.  

Подставив сюда выражение для k (10.3), получаем значения 

силы F, при которых возможна потеря устойчивости: 

2

22

l

EJn
Fnl

EJ

F 
 ; . 

Наименьшее значение осевой сжимающей силы, при которой 

стержень теряет способность сохранять первоначальную прямоли-

нейную форму равновесия, называется критической силой. Ее зна-

чение достигается при n = 1: 

2

2

l

EJ
Fcr


 .                              (10.7) 

Формула подобного вида впервые выведена Л. Эйлером и носит 

его имя. В этом случае kl = π и уравнение упругой линии (10.5) 

принимает вид  

y = C1 sin
l

z
. 

Следовательно, стержень изгибается по полуволне синусоиды с 

максимальным прогибом C1.  

При другом целочисленном значении n получаем прогиб 

y = C1 sin
l

nz
, 
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и упругая линия стержня изображается кривой в виде n полуволн 

(рисунок 10.3). Таким образом, у сжатого стержня существуют  

более высокие формы равновесия (n = 2, 3, …, m), которым соот-

ветствуют большие значения сил. Эти формы в чистом виде не реа-

лизуются, так как неустойчивы. Но если перейти к другой систе-

ме, подкрепив стержень шарнирными опорами в точках перегиба 

синусоиды, то сила F будет в 4, 9, …, m
2

 раз превышать критиче-

ское значение.  

Замечание  1. Константа C1 в выражении для упругой линии 

осталась неопределенной, т. е. прогиб получен с точностью до по-

стоянного множителя.  

Замечание  2. Формально увеличение силы 

сверх критического значения приводит к триви-

альному решению. Действительно, в этом случае  

kl ≠ π, и из уравнения (10.6) вытекает, что C1 =  

= C2 = 0, поскольку sin kl  0. Это означает, что 

прогиб согласно выражению (10.5) равен нулю и 

стержень остается прямым. Получается, что при  

F = Fcr стержень теряет устойчивость и принимает 

криволинейную форму, а при значении F, несколь-

ко большем Fcr, снова становится прямым. Подоб-

ное не вяжется с представлениями о механике из-

гиба стержня. Возникающий парадокс является 

следствием ранее использованного приближенного 

линеаризированного уравнения упругой линии бал-

ки (10.4). Для получения более достоверных ре-

зультатов нужно применять точное дифференци-

альное уравнение упругих гибких стержней: 

n = 1

n = 2

n = 3

F

 

Рисунок 10.3 

 
Fy

y

yEJ





23

2
1

. 

При силе, больше критической, перемещения столь велики, что 

пренебрегать величиной 
2

y  в знаменателе нельзя.  

 

10.3 Зависимость критической силы  
от условий закрепления стержня 

Рассмотренный выше случай продольного изгиба принято клас-

сифицировать как основной. В пределах малых перемещений 

стержня с шарнирно закрепленными концами (рисунок 10.4, а) 

изгиб при потере устойчивости происходит по полуволне синусои-

ды, и критическая сила  

2

2

l

EJ
Fcr


 . 
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При других способах закрепления значение критической силы 

может быть получено аналогично – путем решения соответствую-

щего дифференциального уравнения изогнутой оси стержня. Одна-

ко в простейших случаях достаточно ограничиться сравнением 

формы изогнутой оси с той, которая представляет собой одну полу-

волну синусоиды.  

F

 = 1

l

F F

 = 0,5

l

 = 0,5

0
,
5

 
l

0
,
5

 
l

0
,
5

 
l

F

 = 2

l 2
 
l

l e
f
=

l e
f
=

l e
f
=

б) в)а) г) д)F

 = 0,7

l

0
,
7

 
l

l e
f
=

 

Так, если стержень на одном конце жестко защемлен, а на дру-

гом – свободен (рисунок 10.4, б), то упругую линию путем зер-

кального отображения относительно заделки легко можно привести 

к упругой линии шарнирно закрепленного стержня. Очевидно, 

критическая сила для защемленного одним концом стержня длины 

l будет равна критической силе шарнирно закрепленного стержня 

длины 2l: 

2

2

2 )( l

EJ
Fcr


 . 

Шарнирно закрепленный стержень, имеющий посредине опору 

(рисунок 10.4, в), при потере устойчивости изогнется по двум по-

луволнам. Следовательно, каждая его половинка теряет устойчи-

вость как шарнирно опертый стержень, имеющий длину l / 2. По-

этому  

2

2

2)/(l

EJ
F

cr


 . 
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Наиболее распространены вышеприведенные расчетные схемы 

сжатых стержней (см. рисунок 10.4 а–д). Принято считать, что 

при отклонении стержня сила F сохраняет направление вертикали. 

Соответствующие значения критической силы объединяет формула 

2

2

ef

cr

l

EJ
F


  или 

2

2

)( l

EJ
Fcr




 ,                     (10.8) 

где lef  – приведенная (эффективная) длина стержня, lef = μl; 

l – фактическая длина стержня; 

μ – коэффициент приведения длины. 

Привед е нная  длина  – это та условная длина стержня, ко-

торая позволяет свести любой случай закрепления его концов к 

расчетной схеме с шарнирными опорами (см. рисунок 10.4, а).  

Коэффициент  при в ед ения  длины  μ показывает, во 

сколько раз нужно увеличить длину шарнирно опертого стержня, 

чтобы критическая сила для него равнялась критической силе 

стержня длиной l в рассматриваемых условиях закрепления.  

Понятие приведенной длины введено Ф. С. Ясинским
1)

.  

 

10.4 Потеря устойчивости при напряжениях,  
превышающих предел пропорциональности 

Применимость формулы Эйлера. Критич е с кими  

напряжениям и  назовем напряжения, возникающие в стержне 

при потере устойчивости:  

A

F
cr

сr  ,                               (10.9) 

где A – площадь поперечного сечения брутто (без учета местных 

ослаблений). 

Подставляя в выражение (10.9) значение критической силы 

Эйлера, получим  

2

2

2

22

2

2
















E

l

iE

Al

EJ
сr

)()(

.                 (10.10) 

Здесь введена величина λ – г и бко сть  стерж ня  – безразмерная 

геометрическая характеристика, определяемая способом закрепле-

ния его концов, длиной, а также формой и размерами поперечного 

сечения: 

                                                           
1)

 Ясинский Феликс Станиславович (1856–1899) – русский ученый и ин-

женер, родился в Варшаве, профессор Петербургского института инженеров 

путей сообщения. Заложил основы современных инженерных методов расчета 

на устойчивость. 
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i

l
 ,                               (10.11) 

где i – минимальный радиус инерции поперечного сечения.  

Функциональная зависимость (10.10) представляет собой видо-

измененную формулу Эйлера и графически изображается гипербо-

лой (рисунок 10.5). При гибкостях, близких к нулю, критическое 

значение напряжений, казалось бы, должно стремиться к беско-

нечности. Однако вывод формулы Эйлера основан на дифференци-

альном уравнении упругой линии, которым можно пользоваться 

лишь в пределах применимости закона Гука. Поэтому формула Эй-

лера справедлива только при постоянном модуле Юнга E и напря-

жениях, не превышающих предел пропорциональности:  

σcr  σpr. 

Подставляя в это условие выражение (10.10), получим  

prcr

E







2

2

. 

Отсюда следует ограничение на гибкость стержня: 

Epr
E  2

.                       (10.12) 

cr

cr

cr y=

cr = 2

E2

2

EJ2

F  =
cr

cr=Fcr A

cr=Fcr A

cr=Fcr
A

или

Прямая

Ясинского

Кривая

Эйлера

Стержни

малой

гибкости

Стержни

большой гибкости

Стержни 

средней гибкости

0

u

pr

E0

y
или( )

lim
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Рисунок 10.5 

Правая часть неравенства (10.12) представляет собой пр е -

д ел ьную  ги бко сть  λE – наименьшее значение гибкости стерж-

ня, при которой применима формула Эйлера. Она зависит только 

от физико-механических свойств материала стержня – его модуля 
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Юнга и предела пропорциональности. Например, для стали Ст3:   

Е = 2 ∙ 10
5

 МПа, σpr = 200 МПа  и,  следовательно,  

100
2 

prE
E .   

Для дерева λE = 110,  для чугуна  λE = 80.  

Таким образом, формула Эйлера применима к упругим стерж-

ням большой гибкости, у которых λ   λE. 

Формула Ясинского. Практика показывает, что критические 

силы и критические напряжения для стержней, гибкость которых 

ниже предельной (λ < λE), значительно меньше величин, вычисля-

емых по формуле Эйлера. Для таких стержней критические 

напряжения следует определять по эмпирической формуле, пред-

ложенной Ясинским
1)

: 

 ba
cr ,                          (10.13) 

где a,
 

b –
 

получаемые экспериментально коэффициенты, зависящие 

от свойств материала; например, для сталей Ст2, Ст3  

a = 310 МПа, b = 1,14 МПа.  

Зависимость (10.13) носит линейный характер. Получаемые с ее 

помощью результаты представляют практический интерес также 

до некоторого предела. Этот предел характеризуется гибкостью λ0, 

при которой критическое напряжение становится равным значе-

нию опасных напряжений сжатия: пределу текучести y для пла-

стичных материалов или пределу прочности u для хрупких 

(см. рисунок 10.5). Для малоуглеродистой стали λ0 = 40. 

Следовательно, формула Ясинского справедлива для стержней 

средней гибкости, у которых λ0  λ < λE. 

Для стержней малой гибкости λ < λ0 критические напряжения 

σcr принимаются равными y (пластичные материалы) или u 
(хрупкие материалы) (см. рисунок 10.5).  

Критическую силу получим, умножая значение критического 

напряжения на площадь поперечного сечения брутто: 

AF сrcr  , 

где A – площадь поперечного сечения брутто. 

Ослабление сечений стержня болтами в металлических кон-

струкциях, врубками – в деревянных происходит не по всей его 

длине, а лишь на отдельных участках. Сопротивление же стержня 

выпучиванию зависит от жесткости стержня на всем его протяже-

нии, поэтому ослабления практически не влияют на критическую 

силу.  

                                                           
1) Эту формулу Ясинский получил в результате математической обработки 

экспериментальных результатов Людвига Тетмайера (L. von Tetmajer) (1850–

1905) и др. Поэтому ее иногда называют формулой Тетмайера – Ясинского.  
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10.5 Практический метод расчета стержней  
          на устойчивость 

Несущая способность сжатого стержня может быть исчерпана 

по двум причинам: 

 из-за потери прочности, если в стержне из пластичного мате-

риала не выполняется условие   y, а в стержне из хрупкого 

материала – условие   u; 

 из-за потери устойчивости, если в стержне из любого матери-

ала не выполняется условие   cr. 

Введем обозначение  

lim

cr


 


;  
lim

(для пластичных материалов );

(для хрупких материалов )

y

u


  


   (10.14) 

и будем принимать за допускаемое напряжение по-прежнему 

lim
[ ]

n


  , 

где n – коэффициент запаса.  

Услови е  у стойчиво сти  можно записать в виде 

][
A

N
,                            (10.15) 

где N – продольная сила от расчетной сжимающей нагрузки; 

A – площадь сечения брутто, если иное не оговорено; 

 – коэффициент продольного изгиба – коэффициент умень-

шения допускаемого напряжения при расчетах на устой-

чивость (он уменьшает допускаемое напряжение [σ] до 

значения, которое гарантирует устойчивость прямолиней-

ной формы равновесия). 

Условие устойчивости для строительных конструкций 

cR
A

N
 ,                           (10.16) 

где N – продольная сила от расчетной сжимающей нагрузки; 

 – коэффициент продольного изгиба – коэффициент умень-

шения расчетного сопротивления; 

R – расчетное сопротивление; 

с – коэффициент условий работы. 

Коэффициент φ меньше единицы. Его можно вычислять по 

формуле (10.14), подставляя в нее значение критического напря-

жения. Однако для облегчения практических расчетов составлены 

специальные таблицы. Значения коэффициентов продольного изги-

ба φ в зависимости от гибкости  некоторых материалов приведены 

в таблице 10.1.  
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Таблица 10.1 – Коэффициенты продольного изгиба центрально-сжатых  

элементов 

Гибкость 

λ 

Коэффициенты  φ  для различных материалов 

сталь 

Ст2, 3, 4, ОС 
сталь СПК чугун дерево 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 

10 0,99 0,97 0,97 0,99 

20 0,96 0,95 0,91 0,97 

30 0,94 0,91 0,81 0,93 

40 0,92 0,87 0,69 0,87 

50 0,89 0,83 0,57 0,80 

60 0,86 0,79 0,44 0,71 

70 0,81 0,72 0,34 0,60 

80 0,75 0,65 0,26 0,48 

90 0,69 0,55 0,20 0,38 

100 0,60 0,43 0,16 0,31 

110 0,52 0,35 – 0,25 

120 0,45 0,30 – 0,22 

130 0,40 0,26 – 0,18 

140 0,36 0,23 – 0,16 

150 0,32 0,21 – 0,14 

160 0,29 0,19 – 0,12 

170 0,26 0,17 – 0,11 

180 0,23 0,15 – 0,10 

190 0,21 0,14 – 0,09 

200 0,19 0,13 – 0,08 

Для определения промежуточных значений допускается линей-

ная интерполяция. При значениях λ > 200 можно вести расчет по 

формуле Эйлера.  

Кроме условия устойчивости, сжатые стержни должны удовле-

творять условию прочности, которое необходимо проверять после 

расчета на устойчивость лишь для ослабленных сечений:  

][
net

A

N
  или 

c

net

R
A

N
 ,             (10.17) 

где Anet – площадь сечения нетто, т. е. с учетом его ослаблений. 

Из сопоставления неравенств (10.14), (10.15) и (10.17) видно, 

что расчет сжатых стержней на устойчивость внешне напоминает 

расчет на прочность. Принципиальное отличие состоит во введении 

понижающего коэффициента  < 1 и замене площади поперечного 

сечения нетто площадью брутто. 
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Условие устойчивости позволяет производить три вида расчета 

на устойчивость, идентичных аналогичным расчетам на прочность.  

1 Проверочный расчет проводится в следующем порядке:  

 в зависимости от условий закрепления стержня определяется 

коэффициент приведения длины  (см. рисунок 10.4); 
 исходя из размеров и формы поперечного сечения определяют-

ся наименьший момент инерции J = min(Jx, Jy), площадь A и вы-

числяется минимальный радиус инерции и гибкость 

A

J
i  ;  

i

l
 ; 

 по таблице 10.1 находится коэффициент φ; 

 вычисляется действительное напряжение σ = N/A  и проверя-

ется выполнение условия (10.14) или (10.15). 

2 Проектировочный расчет. При определении размеров  

поперечного сечения сжатого стержня приходится использовать 

метод  п о сл ед о вател ьных  приближ ений , так как условие 

устойчивости содержит две неизвестные величины: площадь A и 

коэффициент φ, который зависит от гибкости (10.11), а следова-

тельно, и от геометрических характеристик поперечного сечения. 

Общая методика здесь следующая: 

 на первом шаге коэффициент φ задается произвольно (обычно  

φ = 0,5…0,6), по нему из условия устойчивости вычисляется 

площадь A;  

 по таблицам сортамента подбирается номер прокатного профи-

ля заданного вида (или вычисляются размеры сечения заданно-

го вида), определяются момент инерции J и радиус i инерции 

всего сечения, гибкость стержня ;  
 по гибкости из таблицы 10.1 получаем соответствующий коэф-

фициент φ*;  

 на каждом последующем шаге приближения в качестве коэф-

фициента продольного изгиба принимается среднее значение 

между исходным φ и полученным φ* на предыдущем шаге; 

 процесс останавливается, если разница между φ и φ* составляет 

менее 5 % или два раза подряд выпадает один и тот же номер 

профиля (обычно требуется не более трех-четырех попыток). 

3 Определение эксплуатационной способности. По известным 

размерам поперечного сечения, длине стержня, способу его закреп-

ления определяется продольная сила, при которой будет обеспече-

на устойчивость: 

AN ][   или ARN
c
 . 

При выборе формы сечения следует иметь в виду, что в соот-

ветствии с приведенными выше формулами сечение тем выгоднее, 

чем больше его минимальный момент инерции J при одной и той 

же площади сечения A. 
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 ПРИМЕР 10.1. Стойка (рисунок 10.6, а) длиной l = 7,5 м сжата 

центрально приложенной силой F = 580 кН. Материал стойки – сталь 

Ст3, расчетное сопротивление R = 210 МПа, коэффициент условий работы  

с = 1, предел текучести σy = 260 МПа. Требуется: 

1) подобрать необходимый номер уголка для по-

перечного сечения (рисунок 10.6, б); 

2) определить размер c из условия равноустойчи-

вости сечения; 

3) определить величину критической силы и ко-

эффициент запаса на устойчивость по отношению к 

заданной нагрузке.  

Подбор сечения. Воспользуемся методом после-

довательных приближений. На первом шаге прини-

маем φ1 = 0,5. Затем из условия устойчивости (10.16) 

через нагрузку и расчетное сопротивление получаем 

площадь всего сечения 

R

F
A

1
  = 

6

3

1021050

10580





,

 = 55,2 ∙ 10
–4

 м
2

 = 55,2 см
2

. 

Для одного уголка 

A1 = A/4 = 55,2/4 = 13,8 см
2

. 

Согласно таблице В.2 сортамента выбираем уго-

лок 110708 с площадью Aт = 13,9 см
2

. Так как 

размер c неизвестен, то мы не можем определить рас-

стояние до оси x. Поэтому расчеты будем вести отно-

сительно оси y. Момент инерции всего сечения отно-

сительно этой оси  

 т0т )/( AxaJJ yy

2
24  , 

F

l

ï ë

ø

a
2
c x

y

x

y

ò

ò

x

y

ò

ò

à )

á )

 

Рисунок 10.6 

где Jyт = 54,6 см
4

 – табличное значение момента инерции уголка;  

    
   
x0 = 1,64 см – характерный размер уголка (см. рисунок 10.6, б);  

  
  
      a = 20 см – заданное расстояние.  

Тогда  

 24 54 6 20 2 1 64 13 9 7752 4

, ( / , ) , см
y

J      . 

Радиус инерции всего сечения 

тA

J

i
y

y
4

 = 11 8 0 11
7752

4 9
8

13
, см  ,

,

м


. 

Коэффициенты приведения длины стержня  μy, μx  принимаем  в соот-

ветствии со схемой закрепления концов стержня (см. рисунок 10.6). 

Нижний конец закреплен шаровым шарниром «ш», поэтому в обеих 

плоскостях возможной потери устойчивости yz и zx внизу принимаем 

шарнир. Вверху у стержня – плоский шарнир «пл», который в своей 

плоскости zx работает как шарнир, а в плоскости yz – как заделка. Тогда 

в первой плоскости с обоих концов «шарнир – шарнир» (см. рисунок 10.4, а), 
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во второй – «шарнир – заделка» (см. рисунок 10.4, г). Коэффициенты 

принимаем следующие: μy = 1;  μx = 0,7. Гибкость относительно оси y  

y

y

y
i

l
 =

1180

571

,

,
= 63,5. 

Соответствующий этой гибкости коэффициент φ* получим, интерпо-

лируя соседние значения в таблице 10.1. Так как  

86060 ,|   , 81070 ,|   ,  

то  

8430810860
6070

56370
8105631 ,),,(

,
,| , 




 


. 

Разница между коэффициентами φ1 и φ1

k
 гораздо больше 5 %, поэтому 

для второго шага принимаем 

6720
2

843050

2

11

2 ,
,,










. 

Площадь сечения 

R

F
A

2
  = 

6

3

102106720

10580





,

 = 41,1 ∙ 10
–4 

м
2

 = 41,1 см
2

. 

Для одного уголка  A2 = A/4 = 41,1/4 = 10,3 см
2

.  

Согласно таблице сортамента принимаем уголок 100 63 7 с площа-

дью Aт = 11,1 см
2

, табличным моментом инерции Jyт = 35 см
4

, размером 

x0 = 1,46 см. Момент и радиус инерции всего сечения и гибкость стержня  

 24 35 20 2 1 46 11 1 5971 4

( / , ) , см
y

J      , 

yi =
5971

4 11 1,
= 11,6 см = 0,116 м;    

1 7 5

0 116

,

,
y


  = 64,7. 

Так как в таблице 10.1 соседние значения коэффициентов уменьше-

ния допускаемого напряжения те же, то  

8370810860
6070

76470
8107642 ,),,(

,
,| , 




 


. 

Разница между коэффициентами φ2 и φ2*  

δ2 = 100 % ∙ | φ2 – φ2*| / φ2 = 100 % ∙ |0,672 – 0,837| / 0,672 = 25 %, 

поэтому для третьего шага принимаем 

7560
2

83706720

2

22

3 ,
,,










. 

Соответствующая площадь сечения 

R

F
A

3
  = 

6

3

102107560

10580





,

 = 36,5 ∙ 10
–4 

м
2

 = 36,5 см
2

. 
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Площадь одного уголка   

A3 = A/4 = 35,5/4 = 9,13 см
 2

. 

Согласно таблице сортамента принимаем уголок 75 50 8 с площадью 

Aт = 9,47 см
2

, табличным моментом инерции Jyт = 18,5 см
4

, x0 = 1,29 см. 

Момент и радиус инерции всего сечения и гибкость стержня  

 24 18 5 20 2 1 29 9 47 4902 4

, ( / , ) , см
y

J      ; 

yi  = 
4794

4902

,
 = 11,4 см = 0,114 м;   

1140

571

,

,
y = 65,10. 

Так как соседние значения коэффициентов уменьшения допускаемого 

напряжения те же, то  

8310810860
6070

96570
8109653 ,),,(

,
,| , 




 


. 

Разница между коэффициентами φ3 и φ3*  

δ3 = 100 % ∙ |φ3 – φ3*| / φ3 = 100 % ∙ |0,756 – 0,831| / 0,756 = 10 %, 

поэтому для четвертого шага принимаем 

7940
2

83107560

2

33

4 ,
,,










. 

Соответствующая площадь всего сечения и площадь одного уголка 

R

F
A

4
  = 

6

3

102107940

10580





,

 = 34,8 ∙ 10
 –4 

м
2

 = 34,8 см
2

; 

A4 = A/4 = 34,8/4 = 8,70 см
2

.  

Согласно таблице сортамента это уголок  75 60 8  с площадью Aт = 

= 9,47 см
2

, т. е. мы второй раз попали в один и тот же номер профиля. 

Следовательно, дальнейшие уточнения не приведут к новому результату. 

Окончательно принимаем уголок из последнего приближения. Табличные 

моменты инерции этого уголка 

тyJ  = 18,5 см
4

;  тxJ  = 52,4 см
4

. 

Определение размера с. Неизвестный размер сечения c определим из 

условия равноустойчивости сечения:  λx = λy.  Тогда  

y

y

x

x

i

l

i

l 



;   y

y

x

x ii



 . 

Радиусы инерции связаны с моментами инерции сечения соотношени-

ями 
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A

J
i

x

x  ;  
A

J

i
y

y  . 

Подставляя их в предыдущее соотношение между радиусами инерции, 

связываем моменты инерции: 

y

y

x

x JJ
2

2




 . 

Используя выражение для момента инерции сечения относительно оси x  

)( тт AcJJ xx

2
4  , 

получим 

 тт AcJx

2

4

y

y

x
J

2

2




. 

Отсюда, с учетом того, что Jy = 4902 см
4

,  следует размер c: 



















 т

2

2

т

x

y

y

x
J

J

A
c

4

1
=














 452

4

4902

1

70

479

1
,

,

,

2

= 7,61 см. 

Критическая сила и коэффициент запаса. Величина критических 

напряжений σcr в рассматриваемом случае вычисляется по формуле Ясин-

ского, так как значение  гибкости стержня λ = 65,9 находится в интерва-

ле  40 < λ < 100: 

σcr = a – bλ = 310 – 1,14 ∙ 65,9 = 235 МПа. 

Критическая сила 

Fcr = σcrA = 235 ∙ 10
6

 ∙ 4 ∙ 9,47 ∙ 10
–4

 = 890 ∙ 10
3

 Н = 890 кН. 

Коэффициент запаса на устойчивость 

n = Fcr/F = 890/580 = 1,53. 

 ПРИМЕР 10.2. Для фермы (рисунок 10.7, а) F =
 

600
 

кН, l = 2,5 м,  

R = 210 МПа, материал – сталь Ст2. Форма поперечных сечений показана 

на рисунке 10.7, б. Считается, что стержни соединены шаровыми шарни-

рами, а составные сечения равноустойчивы. Требуется проверить, доста-

точно ли сечение у стержней 1, 2, 3. 

Продольные силы в стержнях. Опорные реакции определяем из 

условия равенства нулю суммы моментов действующих сил относительно 

опор:  

,03  lRFl A   3/FRA  ; 

,032  lRlF B   32 /FRB  . 

Для вычисления усилий в стержнях 1 и 2 проведем сечение I–I, от-

бросим правую часть фермы и рассмотрим равновесие оставшейся части 

(рисунок 10.7, в). Так как длины стержней 1 и 2 одинаковы, то α = 60.  



10.5 Практический метод расчета стержней на устойчивость 255 
 

Из условия равновесия   0СM  получим  

,)/(sin 021  llRlN A






sinsin

/

2

3

3

23

1

F

l

lR
N

A
кН

,
346

86606

3600





 . 

F

l

l l l
R R

A B

I

I

A
B

1

2
3

y

x

y

x

y

x

¹ 14У ¹ 2490   56   8

Ñòåðæåíü 1 

(ïîÿñ)

Ñòåðæåíü 3

(ñòîéêà)

Ñòåðæåíü 2 

(ðàñêîñ)

à)

á)

l

l l/2

RA

A



C

N

N

1

2

F

N3

в)

г)

 

Рисунок 10.7 

Проектируя силы на вертикальную ось, имеем 

,sin 02 NRA кН
,sinsin

231
86603

600

3
2 










FR
N

A
. 

Для определения усилия в стержне 3 вырежем соответствующий узел  

(см. рисунок 10.7, г). Из условия равновесия сил следует 

–N3 – F = 0,   N3 = –F = –600 кН. 

Проверка достаточности сечения стержней.  

Стержень 1. Стержень растянут, поэтому проверим выполнение 

условия прочности. Для этого вычислим максимальные рабочие напряже-

ния и сравним их с расчетным сопротивлением. 

Так как сечение стержня состоит из  двух  швеллеров  № 14У,  то  его  

площадь  

A1 = 2 ∙ 15,6 = 31,2 см
2

. 

Тогда  

6

4

3

1

1

1
10111

10231

10346








,A

N
 Па = 111 МПа < R = 210 МПа. 

Условие прочности выполняется, следовательно, сечение достаточно. 

Стержень 2. Стержень сжат, поэтому проверим выполнение условия 

устойчивости 
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R
A

N

2

2

 2

2 . 

Сечение стержня состоит из двух уголков с размерами 85690  . Его 

площадь  

A2 = 2 ∙ 11,18 = 22,36 см
2

. 

Стержни скреплены шаровыми шарнирами, следовательно, коэффици-

енты приведения длины μx = μy = 1. По условию задачи сечение равно-

устойчиво, поэтому гибкость стержня в обоих направлениях одинакова:   

λx = λy. Следовательно, и радиусы инерции ix = iy. Для расчета удобно 

взять ix, так как соответствующая ось совпадает с табличной осью для 

одного уголка:  

см,т

т

т
852

2

2
 x

xx

x i
A

J

A

J
i . 

Здесь, как и ранее, нижний индекс «т» означает, что данная величина 

взята из таблиц сортамента.   

Вычисляем гибкость стержня: 

787

10852

521

2
,

,

,











x

x

x
i

l
. 

Коэффициент продольного изгиба φ2 определяем по таблице 10.1 в за-

висимости от полученной гибкости, используя линейную интерполяцию. 

Так как 75080 ,|   , 69090 ,|   , то  

7040690750
8090

78790
6907872 ,),,(

,
,| , 




  . 

Рабочее напряжение  

МПа103Па

,

2

2 







6

4

3

2

10103

10422

10231

A

N
. 

Так как σ2 = 103 МПа < φ2R = 0,704 ∙ 210 = 148 МПа, то условие устой-

чивости выполняется и сечение стержня 2 достаточно. 

Стержень 3. Стержень сжат. Проверим выполнение условия устой-

чивости  

R

A

N

3

3

3

3
 . 

Для двутавра  № 24  площадь поперечного сечения A3 = 34,8 см
2

, ра-

диус инерции imin = iyт = 2,37 см, длина стержня  

l3 = l sin
 

α = l sin
 

60 = 2,5 ∙ 0,866 = 2,165 м.  

Гибкость стержня 

491

10372

16521

2
,

,

,











y

y

y
i

l

. 

Коэффициент продольного изгиба φ3 определяем по таблице 10.1 в за-

висимости от гибкости. Так как 600100 ,|   , 69090 ,|   , то  
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6770600690
90100

491100
6004913 ,),,(

,
,| , 




  . 

Рабочие напряжения  

МПа172Па10172

10834

10600
6

4

3

3

3

3








,A

N
. 

Так как σ3 = 172 МПа > φ3R = 0,677 ∙ 210 = 142 МПа, то условие 

устойчивости не выполняется, сечение стержня 3 недостаточно. 

 

10.6 Продольно-поперечный изгиб  

Рассмотрим нагружение прямого стержня продольной силой и 

системой поперечных сил (рисунок 10.8). Такой вид деформирова-

ния принято называть  п р о д ол ьно - п оп ер е чным  и з г и б ом .  

Составим дифферен-

ци а л ь н о е  у р а в н е ни е 

упругой линии подобной 

балки. Изгибающий мо-

мент может рассматри-

ваться как сумма момен-

та поперечных сил Mп и 

момента продольной си-

лы Fy.  При этом, по-

скольку прогибы счита-

ются малыми, момент Mп 

y

z

F

l

z

q

Y =ql/2A BY =ql/2

FA B

 
Рисунок 10.8 

зависит в явном виде только от координаты z и не зависит ни от 

величины прогиба y, ни от продольной силы F:  

EJy" = –Fy + Mп.                         (10.18) 

После простых преобразований и введения коэффициента  

k
2

 = F/EJ 

получим дифференциальное уравнение упругой линии балки при 

продольно-поперечном изгибе в каноническом виде 

y" + k
2

y = 
EJ

Mп
.                        (10.19) 

Его решение 

y = C1sin(kz) + C2cos(kz) + y*,                  (10.20) 

где C1, C2 – константы интегрирования, определяемые из условий 

закрепления балки; 

y* – частное  решение  уравнения (10.19),  зависящее  от 

функции Mп, т. е. от вида поперечной нагрузки.  
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Например,
 

для
 

равномерно
 

нагруженной
 

балки
 

(см. рисунок 10.8)  

Mп = 
2

22
z

q
z

ql
 . 

Дифференциальное уравнение (10.19) принимает вид 

y" + k
2

y =  2

2
zlz

EJ

q
 .                  (10.21) 

Частное решение этого уравнения предполагается в виде поли-

нома такой же степени, как и правая часть:  

y* = Az
2

 + Bz + C. 

Подставив его в уравнение (10.21), имеем 

2A + k
2

(Az
2

 + Bz + C) =  2

2
zlz

EJ

q
 . 

Искомые константы A, B, C получим, приравняв в этом выра-

жении коэффициенты при одинаковых степенях z, слева и справа: 

EJk

q
C

EJk

ql
B

EJk

q
A

422
22

 ;; ,  

и частное решение будет следующим: 

y* = 






  2

22

2

2

zlz

kEJk

q
. 

Решение (10.19) принимает вид 

y = C1sin(kz) + C2cos(kz) + 






  2

22

2

2

zlz

kEJk

q
. 

Константы интегрирования следуют из условия равенства нулю 

прогиба на опорах балки при  z = 0  и  z = l:  

– на левой опоре  z = 0  и прогиб  y = 0,  отсюда  

0 = C1 ∙ 0 + C2 ∙ 1 + 
22

2

2 kEJk

q
;   C2 = – 

EJk

q

4
; 

– на правой опоре z = l, а прогиб  y = 0, отсюда  

0 = C1sin(kl) + C2cos(kl) + 

EJk

q

4
;  C1 =  1

4
)cos(

)sin(

kl

klEJk

q
. 

В результате 

y = 

EJk

q

4


















 2

2

2
2

2

1
zlz

k

k
kzkz

kl

kl
)cos()sin(

)sin(

)cos(
. (10.22) 

Таким образом, формула (10.22) описывает прогиб двухопорной 

балки при продольно-поперечном изгибе. 
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10.7 Изгибающий момент 
при продольно-поперечном изгибе  

Выражение для полного изгибающего момента при продольно-

поперечном изгибе следует из решения (10.22) после двукратного 

его дифференцирования: 

M = EJy" =
2

k

q












 1

1
)cos()sin(

)sin(

)cos(
kzkz

kl

kl
. 

Наибольший изгибающий момент имеет место при z = l / 2: 

Mmax =
2

k

q












1

22

1 klkl

kl

kl
cossin

)sin(

)cos(
. 

Отсюда, после несложных тригонометрических преобразований, 

получаем  

Mmax =
2

k

q  
 

1 2

2

cos

cos

kl

kl


.                    (10.23) 

При малых значениях силы F (что соответствует малому k) это 

выражение после раскрытия неопределенности с помощью двойно-

го применения правила Лопиталя
1)

 обращается в Mmax = ql
2

/ 8. 

Следовательно, максимальный момент совпадает с тем, который 

дает поперечная нагрузка q при простом изгибе. По мере роста си-

лы F максимальный изгибающий момент резко возрастает. 

 

10.8 Приближенный метод решения задач 
при продольно-поперечном изгибе 

При более сложных видах поперечной нагрузки, например при 

нескольких поперечных силах, определение изгибающих моментов 

описанным ранее способом становится затруднительным, т. к. из-

гибающий момент на различных участках описывается различны-

ми функциями. В таких случаях обычно применяют приближен-

ные, менее точные, но более простые приемы расчета.  

Вернемся к выражению (10.18) 

EJy" = Mп – Fy. 

При отсутствии продольной силы оно принимает вид  

EJyп" = Mп. 

                                                           
1)
 Лопиталь Гийом Франсуа (L'Hopitalz) (1661–1704) – французский мате-

матик, маркиз, автор первого печатного учебника по дифференциальному ис-

числению, в основу которого были положены лекции И. Бернулли (1667–1748) 

Последний в действительности и является автором «правила Лопиталя». 
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Здесь индекс «п» соответствует нагружению стержня только по-

перечными силами. Исключая Mп в основном уравнении, получим 

EJy" = EJyп" – Fy.                       (10.24) 

В дальнейшем будем считать, что форма упругой линии как 

при наличии продольных сил, так и без них близка к синусоиде: 

.sin;sin
пп

l

z
fy

l

z
fy





  

Подставим эти выражения для y и yп в уравнение (10.24). То-

гда после приравнивания коэффициентов при sin(πz/l) и использо-

вании формулы Эйлера 
22
lEJFcr   получим 

2

2

l

EJf


 = Ff

l

EJf 

2

2

п
,  

отсюда следует 

cr
FF

f
f

/1

п


 .                         (10.25)  

В случае других способов закрепления стержня используют ту 

же формулу (10.25), но соответственно подставляют другое значе-

ние критической силы, так как изменяется коэффициент приведе-

ния длины стержня.  

Предполагая изгибающие моменты пропорциональными проги-

бам, можно определить полный изгибающий момент  

cr
FF

M
M

/1

п


 .                         (10.26) 

Проверим точность полученной формулы (10.26) на примере 

рассмотренной ранее балки с равномерно распределенной нагруз-

кой q. Пусть F = Fcr/2. Тогда по приближенной формуле M = 2Mп. 

Но поперечная нагрузка дает момент Mп = ql
2

/ 8, поэтому Mmах = 

= 0,25ql
2

.  

Обратимся к точной формуле (10.23). Выражение для величины 

k принимает при заданном значении F следующий вид: 

k
2

 = 
EJ

F
=

EJ

F
cr

2
=

2

2

2l


. 

Тогда согласно выражению (10.23)  

Mmax = 
2

2
2



lq
2

2520

22

22

1

ql,

cos

cos







. 
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Сопоставляя полученные значения Mmax, видим, что они прак-

тически совпадают. Однако при явно несимметричных видах рас-

пределения поперечных сил метод неприменим. В подобных случа-

ях основное внимание следует уделять не уточнению расчетных 

формул, а поиску средств, с помощью которых можно было бы во-

обще избавиться от несимметричных видов нагружения.  

 

10.9 Допускаемая нагрузка  
при продольно-поперечном изгибе 

Наибольшие напряжения при продольно-поперечном изгибе по-

лучим, суммируя напряжения от сжатия F/A и изгиба M/W.  

С учетом формулы (10.26) имеем 


A

F
max

)/(1

п

cr
FFW

M


. 

Прочностной расчет на продольно-поперечный изгиб обладает 

той особенностью, что напряжения при увеличении нагрузки воз-

растают нелинейно и значительно быстрее. Характерный график 

такой зависимости показан на рисунке 10.9.  

Из графика следует,  что  

если  для  пластичных мате-

риалов напряжения в стержне 

равны допускаемым [σ], то 

обеспечен следующий запас 

прочности по напряжениям:  

nσ = 
][


y

 = n. 

Однако запас по нагрузкам 

в этом случае гораздо меньше: 

nF = 

][F

F
y

 < n. 

 

Рисунок 10.9 

Это означает, что достаточно незначительного увеличения 

нагрузки (на величину Fy – F[σ]), чтобы напряжения достигли пре-

дела текучести, а это практически соответствует разрушению. Сле-

довательно, прочностной расчет балок при продольно-поперечном 

изгибе нужно вести не по допускаемым напряжениям, а по допус-

каемой нагрузке    

[F] = 
n

Fy

.                            (10.27) 

Напряжения σmax, соответствующие нагрузке [F] в (10.27), бу-

дут гораздо меньше допускаемых напряжений [σ]. 
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10.10 Энергетический метод  
определения критических нагрузок 

Энергетический метод представляет собой способ приближенно-

го определения критических нагрузок. Предположим, что стер-

жень сжат силой F, меньшей критического значения. В этом слу-

чае он находится в устойчивом положении равновесия. Его можно 

изогнуть, прикладывая поперечную нагрузку  F1  (рисунок  10.10).  

z

y 

F

F
1

 

Рисунок 10.10 

При переходе стержня от пря-

молинейной формы равновесия 

к криволинейной силы F и F1 

совершат работу, в результате 

чего увеличится потенциальная 

энергия изгиба стержня. Энер-

гетический баланс системы мож-

но выразить в виде уравнения   

1F
WFU  ,                            (10.28) 

где 
1F

W  – работа поперечной силы F1; 

λ – перемещение точки приложения продольной силы F. 

Произведение Fλ множителя 1/2 не имеет, поскольку на всём 

пути λ сила F остается неизменной. Одна и та же энергия изгиба U 

может быть получена при различных соотношениях сил F и F1. Из 

уравнения (10.28) видно, что при неизменной величине U большей 

силе F соответствует меньшее значение поперечной силы F1. Воз-

можен случай, когда переход от прямолинейной формы равновесия 

к криволинейной произойдет без приложения добавочных попереч-

ных сил. Это имеет место при критическом значении продольной 

силы. Уравнение (10.28) в этом случае принимает вид  

 crFU .                              (10.29) 

В обычных системах, например при изгибе балки, поперечные 

нагрузки производят работу на прогибах, являющихся перемеще-

ниями первого порядка малости. Полученное выражение (10.29) 

имеет своей особенностью то, что в нем учитывается работа внеш-

них сил на перемещениях второго порядка малости λ. Именно это 

обстоятельство и характерно для задач, связанных с явлением по-

тери устойчивости.  

Выразим величины U и λ через поперечные перемещения 

стержня y (рисунок 10.11). Энергия изгиба выражается через изги-

бающий момент следующим образом: 


l

EJ

dzM

U

0
2

2

изг
. 
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Учитывая, что M = EJ y  , получим 

 

l

dzyEJU

0

2

2

1
.                         (10.30) 

Перемещение λ может быть определено как разность между 

длиной l и проекцией изогнутой упругой линии на прямую, соеди-

няющую опоры. Очевидно (см. рисунок 10.11), 

 cosdzdzd dz
2

2
.  

Но при малых прогибах y . Поэтому 

 
l

dzy

0

2

2

1
.                           (10.31) 

Из (10.29) находим 










l

l

cr

dzy

dzyEJ

F

0

2

0

2

.  (10.32) 

l

zdz

z

y



F


dz

 
Рисунок 10.11 

Если функция y известна, то критическая сила Fcr определяет-

ся без труда. Например, для шарнирно закрепленного стержня (см. 

рисунок 10.11), как было показано в подразд. 10.1,  

l

z
Cy


 sin

1
. 

После подстановки y в выражение (10.32) находим уже извест-

ное значение  

2

2

l

EJ
Fcr


 .                            (10.33) 

В действительности функция y остается неизвестной до тех пор, 

пока не решено дифференциальное уравнение упругой линии. По-

лучается, что для определения критической силы надо вернуться к 

прежнему методу решения.  

Однако функция y может быть задана приближенно. При этом 

погрешности в форме упругой линии мало сказываются на величи- 

не критической силы. Поэтому можно получить достаточно точное 

решение, задаваясь функцией y(z) из простых физических сообра-

жений, т. е. примерно «угадывая» форму упругой линии. Примем, 

например, что рассматриваемый стержень изгибается по параболе 

)( zlCzy  .                           (10.34) 
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Выбирая функцию, мы, естественно, должны следить за тем, 

чтобы она удовлетворяла граничным условиям. В данном случае  

при  z = 0  и z = l  перемещение y обращается в нуль, и граничные 

условия выполняются. Вместе с тем можно сказать, что выбранная 

функция не очень удачна, поскольку consty . Это означает, что 

кривизна стержня при потере устойчивости постоянна, в то время 

как на самом деле она максимальна посередине и равна нулю по 

концам стержня.  

Однако даже в этом случае, подставив (10.34) в (10.32), полу-

чим приближенное значение критической силы 
2

12 lEJF
cr
 , мало 

отличающееся от точного значения (10.33).  

Точность решения может быть резко увеличена, если учесть ха-

рактер изменения изгибающего момента по длине стержня. Мож-

но, например, принять, что по закону квадратной параболы изме-

няется не прогиб, а кривизна. Тогда  

)( zlCzy  . 

После интегрирования получим 









 a

zlz
Cy

32

32

. 

Постоянную a подбираем так, чтобы y  обратилась в нуль посе-

редине стержня. Тогда  

)(
332

46
12

1
lzlzCy  . 

Подставляем y  и y   в выражение (10.31) и после интегриро-

вания находим величину 

217

168

l

EJ
F

cr
 , 

которая только в третьем знаке отличается от точного значения 

критической силы (10.33).  

Таким образом, приближенным методом можно без особого 

труда получить достаточно точное значение критических сил.  

Характерной особенностью энергетического метода является то, 

что ошибка в определении критических нагрузок всегда имеет 

один знак. Приближенное значение критической силы оказывается 

завышенным по сравнению с точным. Объясняется это тем, что, 

задаваясь приближенно формой упругой линии, мы «накладыва-

ем» на систему лишние связи и тем самым увеличиваем ее жест-

кость.   

 



 

 

11 

РАСЧЕТЫ ПРИ НЕКОТОРЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ НАГРУЗКАХ 

 

 

 

В предыдущих разделах рассмотрены расчеты элементов кон-

струкций на статическую нагрузку. В реальных условиях часто 

приходится сталкиваться с динамическими нагрузками, которые 

меняют свое значение, положение или направление в короткие 

промежутки времени, вызывая большие ускорения и силы инер-

ции.  

 

11.1 Удар  

Гипотезы технической теории удара. Определение напряже-

ний и перемещений при ударе представляет собой весьма сложную 

задачу механики деформируемого твердого тела. В сопротивлении 

материалов изучается техническая (приближенная) теория удара.  

Рассмотрим какую-либо неподвижно закрепленную упругую си-

стему, например балку (рисунок 11.1, а), на которую с высоты h 

падает груз весом P = mg (m – его масса; g – ускорение свободного  

падения). Когда груз сопри-

касается с системой, проис-

ходит у д а р . От точки уда-

ра по балке распространяют-

ся возмущения с весьма 

большими скоростями. Од-

нако за время достижения 

максимального прогиба бал-

ки эти возмущения прак-

тически затухают. Поэтому 

можно пренебречь влиянием 

соответствующих сил инер-

ции.  

y z ( )

z

y

w

P mg= h

w
s
t

P

а)

б)

yz( )

z

y

st

 

Рисунок 11.1 

Для упрощения расчетов используются несколько гипотез: 

 удар считается абсолютно неупругим: после соприкосновения 

с системой груз не отскакивает, а «прилипает» и далее движет-

ся вместе с ней;  

 напряжения, возникающие в системе, не превышают предела 

пропорциональности, т. е. выполняется закон Гука; 

 эпюра перемещений точек системы при ударе подобна эпюре 

статических перемещений  
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)()( zykzy std ,                              (11.1) 

где y(z) – эпюра перемещений при ударе; 

kd – динамический коэффициент при ударе, подлежащий 

определению; 

yst(z) – эпюра статических перемещений, т. е. перемещений от 

той же силы P, но приложенной статически.   

В силу линейности для напряжений будут выполняться соотно-

шения типа (11.1) 

stdk  ,                                          (11.2) 

где σ, σst – напряжения от одной и той же нагрузки, приложенной 

динамически или статически. 

Поперечный удар без учета массы системы. Попер ечным  

считают удар, направление которого перпендикулярно оси систе-

мы. При этом конструкция работает на динамический изгиб.  

Рассмотрим балку (см. рисунок 11.1, а), массой которой по 

сравнению с массой падающего груза можно пренебречь. Тогда ги-

потеза (11.1) о подобии эпюр перемещений становится точной. Это 

позволяет получить решение задачи об ударе, пользуясь решением 

задачи статики. 

Пусть с высоты h на балку падает груз весом P. После сопри-

косновения с балкой груз движется вместе с ней и достигает ниж-

него положения при прогибе w. Он совершает работу, равную  

P(h + w). В момент времени, соответствующий наибольшему про-

гибу балки, скорость груза равна нулю, и, следовательно, вся рабо-

та переходит в потенциальную энергию деформации системы U. 

Поэтому 

U = P(h + w).                            (11.3) 

Если груз P прикладывается статически, то балка прогибается 

на величину wst (см. рисунок 11.1, б). В соответствии с допущени-

ем о подобии эпюр перемещений (11.1) имеем stdwkw  . Следова-

тельно, такой же по величине прогиб w можно получить под воз-

действием статической силы S = kdP. При этом потенциальная 

энергия системы равна работе силы S на перемещении w: 

U = PwkwS
d2

1

2

1  .                        (11.4) 

Приравнивая соотношения  (11.3) и (11.4), получим 

P(h + w) = Pwk
d2

1
 

или  

2(h + w) = wkd .                          (11.5) 
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Подставив выражение stdwkw   в (11.5) и разделив на ненуле-

вую величину wst, имеем квадратное уравнение для определения 

неизвестной величины kd:  

0
2

2 
st

dd
w

h
kk

2
. 

Отсюда 

st

d
w

h
k

2
11  .                          (11.6) 

В формуле (11.6) перед корнем взят знак плюс, так как дина-

мический коэффициент не может быть отрицательным. Это соот-

ветствовало бы прогибу балки в сторону, противоположную 

направлению удара.  

Падение груза с нулевой высоты. При h = 0 из формулы (11.6) 

получаем kd = 2. Этому случаю соответствует не статическое, а 

внезапное (мгновенное) нагружение системы полным весом груза. 

Поэтому, по возможности, нужно избегать внезапных приложений 

нагрузки, так как при этом деформации и напряжения в системе 

вдвое больше, чем при статическом приложении той же нагрузки.  

Падение груза с большой высоты. Если h >> wst, то единицами 

в формуле (11.5) можно пренебречь и принять  

std
whk 2 . 

Динамический коэффициент, а следовательно перемещения и 

напряжения в конструкции, можно уменьшить. Если снизить 

жесткость системы (например, используя упруго-податливые опо-

ры), то статический прогиб wst увеличится, за счет этого динами-

ческий коэффициент (11.5) уменьшится.  

 

11.2 Удар по массивной упругой системе. Продольный удар  

Поперечный удар с учетом массы системы. В общем случае 

задача  достаточно  сложна, поэтому  в  дальнейшем  считаем,  что 
масса балки m1 сосредоточенно 

расположена в месте падения гру-

за (рисунок 11.2). 

Опуская соответствующий вы-

вод, запишем формулу для дина-

мического коэффициента при 

ударе с учетом массы системы 

w

Pmg  =h

m

m

1

Qm g  =
1

 

Рисунок 11.2 

)/( PQw

h
k

st

d




1

2
11 ,                       (11.7) 
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где h – высота, с которой на балку падает груз весом P; 

wst – статический прогиб балки под грузом; 

Q – вес балки (Q = m1g). 

Заметим, что чем больше масса упругой системы, тем меньше 

динамический коэффициент.  

Для определения наибольших динамических напряжений  и 

перемещений y соответствующие статические величины st, yst 

необходимо умножить на динамический коэффициент (11.7) и до-

бавить напряжения Q и перемещения yQ от веса системы: 

Qstd
k  ;  

Qstd
yyky  . 

Продольный удар. Пр од ол ьным  называется удар, направ-

ление которого совпадает с осью системы. При этом конструкция 

работает на динамическое сжатие.  

Ph

EA

l

P

EA

l


l

а) б)

 

Рисунок 11.3 

Рассмотрим стержень постоянного 

сечения (рисунок 11.3, а), на торец ко-

торого с высоты h падает груз весом P. 

Жесткость стержня EA должна быть 

достаточно большой, чтобы не допустить 

потери устойчивости. Статическое пере-

мещение (рисунок 11.3, б) определяется 

формулой (2.8)  

wst = Δl = Pl/(EA). 

Выражение для динамического ко-

эффициента (11.6) принимает вид  

Pl

hEA
k

d

2
11  . 

Если требуется учесть собственный вес стержня, необходимо 

воспользоваться формулой (11.7), подставив в нее wst = Pl/(EA): 

)/( PQPl

hEA
k

d




1

2
11

lQP

hEA

)( 


2
11 . 

Динамические напряжения и перемещения определяются так 

же, как при поперечном ударе. 

 ПРИМЕР 11.1. Груз весом P = 4 кН падает на балку с высоты  

h = 0,1 м. Рассмотреть два случая закрепления балки (рисунок 11.4):  

1) балка установлена на жесткие опоры;  

2) одна из опор подрессорена пружиной с податливостью с = 5 м/МН.  

Параметры балки: l
 

= 2 м; 2126060 ,,,  la  м; 8024040 ,,,  lb  м;  

материал
 

–
 

сталь (E
 

=
 11

102 
 

Па); поперечное сечение
 

–
 

двутавр №
 

18  

(Jx = 1290 см
4

; Wx = 143 см
3

).  
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Требуется: вычислить динамиче-

ский коэффициент и максимальные 

динамические напряжения  для 

обеих балок, проверить выполнение 

условия прочности (R = 210 МПа), 

сравнить результаты. 

Расчет балки на жестких опо-

рах. Определяем реакции опор от 

статического воздействия силы P 

(рисунок 11.5, а). Для этого состав-

ляем уравнения моментов относи-

тельно точек А и В: 

–yAl + Pb = 0;  yВl – Pа = 0,   

откуда yA = Pb / l;  yB = Pa / l. 

Эпюра изгибающих моментов М 

на каждом участке прямолинейна. 

Ее наибольшее значение  

max

Pab
M

l

   

34 10 1 2 0 8
1920

2

, ,  
  Н∙м 

Оно определяет максимальные 

статические напряжения  

st = 



6

max

10143

1920

x
W

M
 

613 4 10 13 4, Па , МПа   . 

Ph

Ph

a b

l

1

2

 
Рисунок 11.4 

Y
A B

Y

w
st

P PaPb

l l

М

Pab l/
a b

l

w
st

P



A
B

A

A B

а)

б)

= =

 

Рисунок 11.5 

Определение статического прогиба. Воспользуемся методом началь-

ных параметров
1)

 (см. подразд. 5.11). Составим дифференциальное урав-

нение упругой линии на последнем участке балки для произвольного се-

чения с координатой z:  

)( azPzYyEJ Ax  .  

После двукратного интегрирования получаем 

66

33

00

)( az
P

z

l

Pb
zEJyEJyEJ xxx


 .                  (а) 

Здесь 0, y0 – начальные параметры, т. е. угол поворота и прогиб левого 

сечения балки. Они определяются из условий равенства нулю прогиба на 

опорах: на левой (при z = 0) и правой (при z = l) опорах y = 0. Следова-

тельно,  

                                                           
1)

 Вместо метода начальных параметров можно использовать метод Мора 

(см. подразд. 9.3) или взять готовую формулу из таблицы Б.17.  
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y0 = 0;   

66

0

33

0

b
P

l

l

Pb
lEJx  . 

Отсюда  
l

blPb
EJx

6

 )
22

0




(
.  

Статический прогиб wst находим как абсолютную величину прогиба y, 

подставив в формулу (а) координату z = a:  

wst = 

xlEJ

bPa

3

 
22

. 

Используя исходные данные задачи, находим 

stw

xlEJ

bPa

3

 
22

811

223

10129010223

8021104






 ,,
= 2,38 ∙ 10

 –4

 м.  

Динамический коэффициент определяем по формуле (11.6): 

st

d
w

h
k

2
11   = 

4
10382

102
11






,

,
= 30,0. 

Наибольшее динамическое напряжение вычислим, воспользовавшись 

соотношением (11.2): 

41330 , stdk = 402 МПа. 

Так как  σ > R = 210 МПа, то условие прочности не выполняется. 

Расчет балки с упруго-податливой опорой. Полный статический 

прогиб балки под грузом, изображенной на рисунке 11.5, б  


stst ww ,   

где wst – статический прогиб балки под грузом, вычисленный ранее для 

балки на жестких опорах; 

 – дополнительный прогиб под грузом, образовавшийся за счет 

сжатия пружины. 

Величину  найдем из подобия треугольников:  

l

bA , 

где А  – прогиб балки на левой опоре за счет сжатия пружины, который 

пропорционален опорной реакции (см. рисунок 1.12): 

м108

2

80104
105

3

3

6  



,

l

Pb
ccYAA . 

м,
,

3

3

1023
2

80108 









l

bA
. 

Теперь 


stst ww = 0,24 ∙ 10

–3

 + 3,2 ∙ 10
–3

 = 3,44 ∙ 10
–3 

м, 
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3
10443

102
11

2
11










,

,

st

d

w

h
k  = 8,69, 

413698 ,,*  
stdk  = 116 МПа. 

Так как σ* < R = 210 МПа, то условие прочности выполняется.  

Сравнение результатов. В балке с подрессоренной левой опорой 

наибольшие динамические напряжения уменьшились в  

n = σ / σ* = 402 / 116 = 3,46 раза. 

З ам еч ани е . Если груз падает на правый консольный конец балки 

(рисунок 11.6), то реакции опор  

a

Pb
YA  ;  

a

Pl
YB  . 

Дифференциальное уравнение упругой линии балки 

)( azYzYyEJ BAx  . 

После двукратного интегрирования получаем 

66

33

00

)( az

a

Plz

a

Pb
zEJyEJyEJ xxx


 .                 (б) 

Начальные параметры 0, y0 определяются из условий равенства нулю 

прогиба на опорах: y = 0 при z = 0 и z = a. Следовательно,  

y0 = 0;  

6

 

0

3

0

a

a

Pb
aEJx  .  

Отсюда  

6
0

Pba
EJx  . 

Статический прогиб wst находим 

как абсолютную величину перемеще-

ния y, подставив в формулу (б) коор-

динату правого конца балки z = l:  

x

st

EJ

baPb
w

3

 (
2

)
 .         (в) 

Если груз падает на левый кон-

сольный конец балки, то для вычис-

ления статического прогиба wst мож-

но применять формулу (в), поменяв 

параметры a и b местами.  

w
st

P

Ph

PlPb

a a

A
B

a b

l

Y
A B

Y= =

 

Рисунок 11.6 
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11.3 Свободные колебания систем с одной степенью свободы 

Ч и с л о м  с т е п е н е й  с в о б о д ы  упругой системы называет-

ся количество независимых параметров, определяющих положение 

этой системы при колебаниях.  

На рисунке 11.7 показаны упругие системы, у которых вес гру-

зов во много раз превышает вес балок.  Если массой балки пренеб- 

m

m m
1 2

y

y y
1

2

а)

б)

 

Рисунок 11.7 

речь, то для описания движения  

системы, показанной на рисунке 

11.7, а, понадобится одна координата 

y, например прогиб, для системы на 

рисунке 11.7, б – две координаты y1 

и y2. В дальнейшем исследуем упру-

гие системы с одной степенью свобо-

ды, т. е. движение которых описыва-

ется одной координатой.  

Рассмотрим невесомую (безынерционную) упругую балку (рису-

нок 11.8, а), к которой прикреплен груз массой m (P = mg – вес 

груза). Предположим, что она по какой-то причине выведена из 

состояния статического равновесия и совершает колебания. Коле-

бательные движения упругой системы, происходящие без воздей-

ствия внешних переменных (возмущающих) сил, называются  

с в о б о д н ы м и   к о л е б а н и я м и . 

m

w
s
t

m

w
s
t

w

y

z

P= m g

Fi

а) б)

 
Рисунок 11.8 

Применим известный из теоретической механики п р и н ц и п  

Д ’ А л а м б е р а : всякое движущееся тело можно считать нахо-

дящимся в состоянии мгновенного равновесия, если к действую-

щим на него внешним силам добавить силы инерции. На основа-

нии этого принципа можно считать, что в каждый момент времени 

на балку со стороны груза действует сила веса P и сила инерции Fi 

(рисунок 11.8, б). Они вызывают прогиб балки в точке закрепле-

ния груза: 

wst + w = (P + Fi)δ,  
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где wst – статический прогиб балки под действием веса груза; 

w – отклонение от положения статического равновесия; 

δ – прогиб балки от единичной  силы. 

Ось координат y направляем вниз. Прогиб w обусловлен дей-

ствием силы инерции, поэтому  

w = Fi δ. 

Сила инерции тела равна его массе, умноженной на ускорение, и 

направлена противоположно ускорению: 

w

g

P
wm

dt

wd
mF

i
 

2

2

. 

Здесь и в дальнейшем каждая точка вверху обозначает операцию 

дифференцирования по времени.  

Подставив силу инерции в предшествующее соотношение, по-

лучим уравнение движения 

w

g

P



 + w  = 0.                         (11.8) 

Введем обозначение  




P

g
2

.                              (11.9) 

Используя его в (11.8), получим диффер енциал ьно е  у р а в -

н ени е  с в о б о дных  к ол е баний  у пр у г ой  си стемы  с  о д -

н ой  степ ен ью  с в о б о ды  в каноническом виде: 

w  + w
2  = 0.                         (11.10) 

Общее решение уравнения (11.10) имеет вид 

)cos( BtAw  .                       (11.11) 

Это выражение называется у равн ени ем  с в о б о дных  кол е -

б аний  системы с одной степенью свободы. Здесь постоянные ин-

тегрирования A и B определяются из начальных условий движе-

ния – прогиба и скорости балки в начальный момент времени  

(t = 0).  Наибольший прогиб A (перемещение от положения стати-

ческого равновесия) называется  амплитудой  с в о б о дных  

кол е баний ; величина ωt + B – фаз ой  к ол е баний , а B – 

с д ви г ом  фаз ы . 

Из уравнения (11.11) следует, что значения прогибов w перио-

дически повторяются через промежуток времени 2π / ω. Следова-

тельно, за время  2π/ω  система совершает одно полное колебание, 

а за 2π секунд – ω колебаний.  
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Величина ω называется  ча стотой  с в о б о д ных  кол е б а -

ний   (круговой частотой) и представляет собой число свободных 

колебаний, совершаемых системой за время 2π секунд.  

Промежуток времени T, за который система совершает одно 

свободное колебание, называется  пери од ом  с в о б о дных  кол е -

б аний .  Очевидно, что   

gPT //  22 . 

Период колебаний измеряется в секундах c, а частота – в секундах 

в минус первой степени (c
–1

).  

t

w

w
  
  
=

A

w
  

  
=

A

T = 2 / 

 

Рисунок 11.9 

График свободных колеба-

ний будет иметь вид, изобра-

женный на рисунке 11.9. На 

нем показаны амплитуда A и 

период колебаний T. 

Выражения для скорости v и 

ускорения a груза P получим 

после соответствующего диффе-

ренцирования прогиба (11.11):  

)sin( BtAwv   ; 

)cos( BtAwa  2 . 
 ПРИМЕР 11.2. Получить 

уравнение движения и параметры 

колебаний упругой системы  

(рисунок 11.10), если в начальный 

момент времени груз P смещен 

вниз на величину  c  и отпущен без 

начальной скорости.  

При t = 0 имеем 

w = c, w  = v = 0. 

P

w s
t

c

y

z

l/2 l/2

 

Рисунок 11.10 

Подставив эти соотношения в уравнение (11.11), получим систему для 

определения констант A и B: 

)cos( BAc  0 ;   00  )sin( BAw . 

Отсюда  

0Bsin ;   B = 0;   BAc cos ;   A = c. 

Уравнение свободных колебаний принимает вид  

tcw  cos . 

Используя таблицу Б.17, при P = 1 получаем прогиб  

δ = 

1

3

48

 

PxEJ

Pl
=

xEJ

l

48

 
3

. 
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Частота свободных колебаний  

3

48

Pl

gEJ

P

g x


 .  

Для нахождения наибольших нормальных напряжений σmax опреде-

лим изгибающий момент  

Mmax = (Fi + P)l /4. 

Здесь максимальная сила инерции Fi следует из соотношения (11.7)  

Fi = w/δ = 48cEJx / l
3

. 

В результате  

x

x

x W

l
F

l

cEJ

W

M

4

48

3








 max

max , 

где Wx – момент сопротивления поперечного сечения балки.  

 

11.4 Вынужденные колебания систем  
с одной степенью свободы 

Рассмотрим колебания невесомой системы с прикрепленным к 

ней грузом P, вызванные действием внешней возмущающей силы 

S(t) (рисунок 11.11), т. е. вынужденные колебания системы с од-

ной степенью свободы. Предположим, что внешняя сила приложе-

на в том же сечении, в котором прикреплен груз P, и что величина   

ее изменяется по периодическо-

му закону  

)sin()( tStS  .    (11.12) 

Здесь S – наибольшее значение 

возмущающей силы; φ – ее ча-

стота (круговая частота). 

P

w s
tS t sin 

w

 

Рисунок 11.11 

Прогиб w системы от положения статического равновесия яв-

ляется результатом воздействия силы инерции и возмущающей 

силы: 

w = (Fi + S sin(φt))δ. 

Подставляя сюда выражение для силы инерции, вводя частоту 

свободных колебаний ω
2

 = g/Pδ и коэффициент q = gS / P, приве-

дем к каноническому виду  диффер енциал ьно е  у р авн ени е  

вынужденных  кол е баний  у пр у г ой  си стемы  с  о дной  

степен ью  с в о б о ды :  

w  + w
2  = )sin( tq  .                    (11.13) 
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Его общее решение называют  у равн ени ем  вынужденных  

кол е баний .  При φ ≠ ω оно имеет вид 

)cos( BtAw   + )sin( t
q


 22

.           (11.14) 

Здесь первое слагаемое определяет свободные колебания системы, 

которые обычно быстро затухают, второе – вынужденные устано-

вившиеся колебания, которые имеют ту же частоту φ, что и воз-

мущающая сила. Амплитуда свободных колебаний равна A, а ам-

плитуда A0 вынужденных колебаний – коэффициенту перед второй 

гармоникой, т. е. 

A0 =
22 

q
. 

Умножив числитель и знаменатель этого выражения на δ и 

учитывая выражение для q, получим  

A0 = 

)(
22 


P

g
S  = 

22

2




S . 

Обозначим  Sw
S

st
 – статический прогиб системы по направ-

лению силы S от действия этой силы. Тогда 

A0 = 
22

1

1

 /

S

st
w  = 

d

S

stkw .              (11.15) 

Здесь kd – динамич е ский  ко эффициент  вынужде нных  

кол е баний   (коэффициент нарастания амплитуды)  

dk = 
22

1

1

 /

.                        (11.16) 

Рассмотрим выражение (11.16). Если частота возмущающей си-

лы больше частоты свободных колебаний (φ > ω) и возрастает, то 

динамический коэффициент, а следовательно и амплитуда вынуж-

денных колебаний, уменьшаются (рисунок 11.12). В этом случае 

сдвиг фаз составляет величину π, и колебания происходят в проти-

вофазе с возмущающей силой. Это значит, что если возмущающая 

сила максимальна и направлена вниз, то колеблющийся груз до-

стигает своего максимального отклонения вверх. При φ >> ω ам-

плитуда становится малой по сравнению со статическим прогибом 

балки от веса груза, и систему можно рассматривать как непо-

движную. 

В случае φ < ω вынужденные колебания и возмущающая сила 

находятся в одной фазе, т. е. их максимумы и направления совпа-

дают.  
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Если φ = ω, тогда частное 

решение уравнения (11.13) 

необходимо принимать в виде 

)cos( tAtw  . 

Амплитуда колебаний в 

этом случае с течением вре-

мени неограниченно возрас-

тает, динамический коэффи-

циент обращается в бесконеч-

ность. Этот случай, называе-

мый резонансом, представля-

ет особую опасность для со-

оружения.  

0 

1,0

2,0

3,0

k



d

/1,0
 

Рисунок 11.12 

Для определения динамических напряжений следует найти  

напряжения от статически приложенной силы S и умножить их на 

динамический коэффициент. Прибавив к ним напряжения от ста-

тической силы P, получим значения полных напряжений в упру-

гой системе.  

 ПРИМЕР 11.3. Стенд для исследования колебательных процессов 

имеет вибрационное устройство весом P = 12 кН, его вал вращается со 

скоростью n = 1200 об/мин. Вследствие неуравновешенности вращающих-

ся частей на двутавровую (№ 18, Jx = 1290 см
4

; Wx = 143 см
3

) балку дли-

ной l = 2 м действует также центробежная сила Fi = 2 кН. Модуль Юнга 

материала E = 2∙10
5 

МПа. Для заданной расчетной схемы (рисунок 11.13) 

определить:  

 статический прогиб балки 

от веса P; 

 частоту свободных коле-

баний балки; 

 частоту вынужденных ко-

лебаний и динамический 

коэффициент; 

 постоянную составляю-

щую часть напряжений от 

действия веса P; 

P

l

x

y

 
Рисунок 11.13 

 динамическую составляющую часть напряжений (амплитудное 

напряжение) от действия возмущающей силы Fi;  

 установить вид цикла изменения напряжений и его основные харак-

теристики (максимальное, минимальное, стационарное и амплитудное 

значения) max, min, m, а, а также изобразить цикл графически;  

 определить число оборотов вала виброустройства, при котором система 

войдет в резонанс. 

Статический прогиб балки от веса P определяем по формуле (см. при-

мер 11.1 или таблицу Б.17) 
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x
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w
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( , ) ( , )  



  
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 м. 

Частота свободных колебаний балки  




P

g
=

stw

g
=

4

9 8

7 14 10

,

,


= 117 с
–1

. 

Частота вынужденных колебаний φ определяется по круговой скоро-

сти вращения вала: 

φ = πn / 30 = 3,14∙1200 / 30 = 126 с
–1

. 

Динамический коэффициент вычисляем в соответствии с формулой 

(11.16): 

dk = 
22

1

1

 /

=
22

1171261

1

/
= –6,26. 

Постоянная составляющая часть напряжений от действия веса  P   

3

6

12 10 0 6 2 0 4 2

143 10

max
, ,

2

P

P

st

x x

M Pab

W W l


    
   

 
= 40,3  10

6

 Па = 40,3 МПа. 

Максимальная динамическая составляющая часть напряжений от дей-

ствия возмущающей силы Fi определяется как произведение статической 

составляющей напряжений от этой силы на динамический коэффициент:  

),(

2

,,max
266

10143

240260102

6

3







d

x

i

d

x

F

d

F

st

F

d
k

lW

abF
k

W

M
k

i

ii
= 

= –42  10
6

 Па = –42 МПа. 

Так как центробежная сила в начальный момент равна нулю и дей-

ствует периодически, то полное напряжение будет изменяться циклически 

по следующему закону: 

)sin()sin( tkt
ii F

std

P

st

F

d

P

st  . 

Подставляя сюда вычисленные ранее значения напряжений, получаем 

)sin(, t12642340  . 

Цикл изменения напряжений несимметричный, его основные харак-

теристики (максимальное, минимальное, стационарное и амплитудное 

значения) следующие: 

max = 82,3 МПа;  min = –1,7 МПа;  

m = (max + min)/2 = 40,3 МПа;  а = (max – min)/2 = 42 МПа. 
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Изображаем цикл графически (рисунок 11.14). 

 

Рисунок 11.14 

Система войдет в резонанс, если совпадут частоты вынужденных и 

свободных колебаний: φ1 = ω. Тогда резонансная скорость вращения вала 

nр = 30φ1/ π = 30ω/π  = 30  117/3,14 = 1117 об/мин. 

 

11.5 Рассеяние энергии при колебаниях 

Рассмотрим свободные колебания упругой системы с одной сте-

пенью свободы в вязкой среде, вызывающей затухание колебаний 

(рассеяние энергии). Обычно возникающие силы сопротивления 

принимаются прямо пропорциональными скорости перемещения 

системы в рассматриваемый момент времени:  

wvR  ,                          (11.17) 

где α – коэффициент пропорциональности. Знак минус указывает 

на то, что сила сопротивления направлена обратно скорости пере-

мещения. 

Прогиб w системы от положения статического равновесия яв-

ляется  результатом воздействия сил инерции и сопротивления: 

w = (Fi + R)δ.  

Подставляя сюда силу инерции Fi = gwP   и выражение 

(11.17), получим дифференциальное уравнение свободных колеба-

ний упругой системы с учетом рассеяния энергии:  

2w nw + w
2  = 0,                       (11.18) 

где 
2 2/ ;  /g P n g P    

2

. 
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Введем обозначение  

222

1
n .                           (11.19) 

Тогда общее решение дифференциального уравнения (11.18),  

т. е. уравнение свободных колебаний упругой системы с одной 

степенью свободы в вязкой среде, можно представить в виде 

)cos( BtAew
nt  

1
,                       (11.20) 

где e – трансцендентное число; приблизительно e = 2,718.  

Из этого уравнения следует, что рассматриваемая система будет 

совершать колебания с частотой ω1 (11.19) и периодом  

22
1

1

22

n

T









 .                        (11.21) 

Анализируя решение (11.20), видим, что из-за множителя 
nt

e


 

(параметра затухания n) амплитуда свободных колебаний со вре-

менем убывает. Постоянные интегрирования A и B определяются 

из начальных условий движения.  

В частном случае, если в начальный момент времени t = 0 за-

дан прогиб w0 = c, а начальная скорость 0
0
w  (см. пример 11.2), 

то из решения (11.20) получаем  

tcew
nt

1
 

cos . 

График соответствующего прогиба показан на рисунке 11.15. 

Уравнения верхней и нижней огибающих графика (виброграммы) 

соответственно 

t

w

ñe 
nt

ñe 
nt

 

Рисунок 11.15 

nt
cew

 ; 
nt

cew
 . 

Степень затухания системы за-

висит от величины постоянной  n. 

Амплитуда колебаний с течением 

времени уменьшается, и ее значе-

ние для k-го цикла (t = kT1) со-

ставляет величину 

1knT

k AeA


 , 

где T1 – период колебаний в вяз-

кой среде (11.21). 

Отношение последующей амплитуды к предыдущему значению 

через один период (t = (k +1)T1)  
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1

1

11

1 nT

knT

)nT(k

k

k
e

Ae

Ae

A

A 




  . 

Следовательно, полуразмахи колебаний убывают по закону гео-

метрической прогрессии, знаменатель которой 
1nT

e


 называется  

д екр ем ентом   к ол е баний .  

Соответственно величину  

1
|ln| nTeD

nT   1  

называют ло гарифмич е ским  д е кр ем ентом .  

В технике, например для турбинных лопаток, декремент со-

ставляет величину порядка 0,03, т. е. 3 %.   

Кроме сил сопротивления, пропорциональных скорости движе-

ния, затухание колебаний (демпфирование) в реальных конструк-

циях может обусловливаться и другими причинами, в частности, 

потерями на рассеяние энергии в самой упругой системе. Величина 

этих потерь пропорциональна не скорости, а амплитуде колебаний. 

Другим распространенным источником потерь энергии при колеба-

ниях является рассеяние энергии за счет сил трения в сочленениях 

элементов конструкций, утечки энергии в фундамент и т. д.  

 

11.6 Вынужденные колебания с учетом сопротивления среды  

Рассмотрим вынужденные колебания упругой системы с одной 

степенью свободы при наличии сил сопротивления, пропорцио-

нальных скорости (11.17). В этом случае в дополнение к силе  

сопротивления wR   на груз в вертикальном направлении бу-

дет действовать некоторая периодическая возмущающая сила 

(11.12) S(t) = S
 
sin(φt). Прогиб w системы от положения статиче-

ского равновесия является результатом воздействия этих сил и си-

лы инерции:  

w = (Fi + R + Ssin(φt))δ.                  (11.22) 

Подставляя в (11.22) выражение для силы инерции Fi = 

= gwP  , вводя частоту свободных колебаний  ω
2

 = g / Pδ,  коэф-

фициенты 2n = αg / P  и  q = gS / P, получим  дифференциальное 

уравнение вынужденных колебаний в среде с сопротивлением  

wnw  2 + w
2  = )sin( tq  .                 (11.23) 

Общее решение этого уравнения найдем, если к решению соот-

ветствующего однородного уравнения (11.18) добавим частное ре-

шение уравнения (11.23) 

*)cos( wBtAew
nt  

1
.                 (11.24) 
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Частное решение примем в виде 

)cos()sin(* tLtKw  , 

где константы  K  и  L  подлежат определению. Так как 

)sin()cos(* tLtKw  ,  

)cos()sin(* tLtKw  22 , 

то, подставив выражения для *w , *w , *w  в дифференциальное 

уравнение (11.23) и приравняв коэффициенты при одинаковых 

гармониках правой и левой частей, получим для определения ис-

комых констант систему двух алгебраических уравнений:  

02
22  LnKL , 

qKnLK  22
2 . 

Ее решение  

22222

22

4 n

q
K






)(

)(
,   

22222
4

2

n

nq
L






)(

.    (11.25) 

Уравнени е  вынужд енных  кол е бан ий  в  с р е д е  с  с о -

п р отивл ени ем  будет следующим:  

)cos( BtAew
nt  

1
+ )cos()sin( tLtK  ,          (11.26) 

где ω1 – частота свободных колебаний в среде с сопротивлением 

(11.19);  

  K, L – определены соотношениями (11.25). 

Первое слагаемое в решении (11.26) характеризует свободные 

колебания и за счет множителя e
–nt

 со временем уменьшается (за-

тухает). Два других слагаемых, пропорциональных q, характери-

зуют вынужденные колебания и являются незатухающими. Часто-

та этих колебаний совпадает с частотой φ возмущающей силы. Ам-

плитуда пропорциональна величине вынуждающей силы и зависит 

от параметра затухания n, а также от соотношения частот соб-

ственных и вынужденных колебаний. В этом нетрудно убедиться, 

если ввести замену  

 cos
0

AK ;   sin
0

AL .                (11.27) 

Тогда для вынужденных колебаний из (11.26) получаем   

)cos( BtAew
nt  

1
+ )sin( tA

0
. 
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Угол сдвига фаз α можно определить делением второго уравне-

ния на первое в соотношениях (11.27): 

22

2






n
tg . 

Выражение для амплитуды вынужденных колебаний A0 полу-

чим, если соотношения (11.27) возвести в квадрат, сложить между 

собой левые и правые части:  

22222
22222

2222222

22

0

44

4

n

q

n

qnq
LKA





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

)()(

)(
. 

Умножая числитель и знаменатель на δ (прогиб от единичной 

силы) и учитывая, что  q = gS/P,  ω
2

 = g/Pδ,  получим 

22222

2

22222
0

44 n

S

nP

gS
A





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


)()(

. 

Обозначим статический прогиб от силы  S, как и ранее, через 

 Sw
S

st
 и разделим числитель и знаменатель на ω

2

; тогда  

4
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n
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,                  (11.28) 

где kd – динамич е с кий  ко эффици ент  (коэффициент нарас-

тания амплитуды) для  вынужденных  кол е баний  с  

у ч етом  с опр отивл ения  с р е ды . 

 

11.7 Резонансные кривые  

На рисунке 11.16 показаны так называемые  резонансные кри-

вые, построенные в соответствии с формулой (11.28). Они наглядно 

иллюстрируют зависимость динамического коэффициента, а следо-

вательно, и амплитуды резонансных колебаний от соотношения 

частот φ/ω и демпфирующих характеристик системы (коэффици-

ента  γ = 2n/ω).  
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Рассмотрим кривую γ = 0, соответствующую отсутствию сопро-

тивления среды. При φ/ω = 1 динамический коэффициент стре-

мится к бесконечности. Следовательно, при приближении частоты 

возмущающей силы к частоте свободных колебаний амплитуда ко-

лебаний и напряжения в упругой системе при отсутствии сопро-

тивления начинают неограниченно возрастать. Этот случай называ-

ется  р е з онанс ом   и представляет собой особую опасность для 

механической системы. 
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kd

= 0,3

= 0,5
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Рисунок 11.16 

Конечно, напряжения в упругом теле не могут возрастать до 

бесконечности. При достижении предела текучести σy появляются 

пластические деформации, которые останавливают рост напряже-

ний, но могут привести в итоге к разрушению. Поведение упруго-

пластических систем в окрестности резонанса представляет собой 

отдельную интересную, но и сложную в математическом плане 

проблему.  

У остальных кривых на рисунке 11.16 в силу наличия сопро-

тивления среды ординаты при резонансе конечны и равны ω / 2n.  

С увеличением демпфирующих характеристик (коэффициента n) 

пик резонанса уменьшается. Если частота φ возмущающей силы 

значительно отличается от частоты ω, то величина динамического 

коэффициента практически не зависит от наличия сопротивления.  

При расчете конструкций, находящихся под действием перио-

дически изменяющихся сил, часто основной задачей является  от-

стройка от резонанса. Это достигается обеспечением достаточного 
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различия между частотой свободных колебаний ω и частотой φ  

возмущающей нагрузки. Обычно исходят из требований, чтобы 

выполнялось следующее соотношение: 

φ   0,7ω  или  φ   1,3ω. 

Таким образом, в процессе эксплуатации машины либо не дости-

гают резонанса, либо проходят его в процессе разгона. Для этого 

конструкции делают либо более жесткими, и тогда за счет увели-

чения частоты свободных колебаний резонансная кривая (1) сдви-

гается вправо (2), либо более мягкими, и кривая сдвигается влево 

(3) (рисунок 11.17).  

Последний «мягкий» эф-

фект наблюдается и при ко-

лебаниях упругопластиче-

ских систем, т. к. с появле-

нием пластических деформа-

ций система становится ме-

нее жесткой. 

При учете веса любая 

конструкция является систе-

мой с  б е с кон е чно  б ол ь -

шим  чи сл ом  степен ей  

с в о б о ды . Однако прибли-

женный расчет можно вы-

полнить как расчет системы 

с одной степенью свободы. 

 

k
d

3,0

2,0

1,0

0

1 23

 
Рисунок 11.17 

Для этого вес конструкции сосредоточивается в некоторой точ-

ке (представляется в виде груза). При вынужденных колебаниях 

эта точка принимается совпадающей с местом приложения внеш-

ней нагрузки.  

 

11.8 Крутильные колебания вала  с одной степенью свободы   

Рассмотрим простейший случай крутильных колебаний цилин-

дрического вала постоянного поперечного сечения диаметра d с од-

ним защемленным концом. На свободном конце вала имеется диск 

диаметром D, толщиной h и плотностью материала ρ (рису-

нок 11.18). Приложив к диску какой-нибудь скручивающий  

момент и внезапно сняв этот момент, приведем систему в колеба-

тельное движение.  

По аналогии с изгибным движением применим для крутильных 

колебаний уравнение (11.8):  

w  + w

P

g


 = 0.  
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Для вращательного движения величину w следует заменить уг-

лом поворота φ, а вместо массы груза P/g ввести полярный момент 

инерции массы диска Jm относительно оси вала; δ будет единич-

ным угловым перемещением диска, т. е. углом закручивания вала 

при приложении единичного момента.  

D

h
l

 

Рисунок 11.18 

В соответствии с формулами полного 

угла закручивания (3.19), полярного мо-

мента инерции стержня и полярного мо-

мента инерции массы диска имеем   

pGJ

l1
 ;   

32

4
d

J
p


 ;  

32

4

2 D
hdAhrJ

A

m


  .  

Тогда диффер енциал ьно е  у р а в -

н ени е  кр утильных  кол е баний   

0
2  p ,          (11.29) 

где p – угловая частота крутильных ко-

лебаний,  

4

4

2 1

hlD

Gd

lJ

GJ

J
p

m

p

m 



 . 

Решая (11.29), получаем у равн ени е  кр утильных  кол е -

б аний   

)cos( BptA  .                       (11.30) 

Период свободных крутильных колебаний, в соответствии с 

(11.30),  

4

4

22
2

Gd

hlD
J

p
T

m





 . 

Как и в случае изгибных колебаний, опасное для прочности ва-

ла явление резонанса наступит, если угловая скорость вращения 

вала будет совпадать с угловой частотой p собственных крутиль-

ных колебаний.  

 



 

 

12  

ПРОЧНОСТЬ ПРИ  

ЦИКЛИЧЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЯХ 

 

 

 

Если внешние нагрузки многократно (до нескольких миллионов 

раз) изменяют со временем значение или значение и знак, то они 

называются  п о в т о р н о - п е р е м е н н ы м и .  
При повторно-переменных нагрузках работает большинство де-

талей машин и механизмов, например, детали кривошипно-шатун-

ного механизма, оси железнодорожных вагонов, коленчатые валы 

и т. д. Практика показывает, что под действием таких нагрузок 

элементы конструкций разрушаются при значительно меньших 

напряжениях, чем под действием статических нагрузок.  
 

12.1 Усталость материалов.  
Характеристики циклов напряжений 

Напряжения, возникающие в элементах конструкций при по-

вторно-переменных нагрузках, периодически меняются во време-

ни t. Совокупность последовательных значений переменных 

напряжений за один период их изменения T называется ц и к л о м .  

Понятие об усталости и выносливости материалов. Практи-

кой установлено, что если элемент конструкции многократно под-

вергать переменному нагружению определенного уровня, то после 

некоторого числа циклов в нем появится трещина, которая посте-

пенно будет развиваться. В результате деталь разрушится, не дав 

при этом заметных остаточных деформаций даже в том случае, ко-

гда ее материал высокопластичен.  

Число циклов до появления первой трещины и до полного раз-

рушения стержня будет тем больше, чем меньше напряжение. Ха-

рактерно, что разрушение материала под действием повторно-пе-

ременных нагрузок может произойти при напряжениях ниже пре-

дела текучести. Разрушение материала под действием повторно-

переменных напряжений называется  р а з р у ш е н и е м  о т  

у с т а л о с т и
1)

.  

                                                           
1)
 Термин «усталость» сохранился с первой половины XIX века, когда бы-

товало ошибочное мнение, что металл под влиянием переменных напряжений 

перерождается, превращается из пластичного «волокнистого» в хрупкий «зер-

нистый». В действительности процесс усталостного разрушения не сопровож-

дается структурными изменениями, но терминология укоренилась. 
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У с т а л о с т ь ю   материалов (в частности, металлов) называют 

явление разрушения в результате постепенного накопления в них 

повреждений, приводящих к возникновению усталостной трещины 

при многократном повторении нагружений.  

Способность металлов сопротивляться разрушению при дей-

ствии повторно-переменных напряжений называется в ы н о с л и -

в о с т ь ю .  

Из большого числа факторов, влияющих на сопротивление уста-

лости,
 

наиболее
 

существенна
 

концентрация
 

напряжений (см. под-

разд. 12.4). В местах, где возникают наибольшие напряжения 

(обычно в зонах изменения сечения или нарушения поверхностного 

слоя), образуется трещина. Ее зарождение, однако, еще не свиде-

тельствует о потере несущей способности конструкции, которая 

после этого может выдержать до нескольких миллионов циклов. 

При однородном напряженном состоянии появлению видимой тре-

щины предшествует 85–90 % общего числа циклов и лишь 10 % 

приходится на завершающую стадию разрушения.  

Трещина то раскрывается, то закрывается (рисунок 12.1). При 

закрытии ее неровные поверхности надавливают друг на друга, об-

минаются и сглаживаются. По мере возрастания числа циклов 

трещина постепенно проникает внутрь, еще более увеличивая кон-

центрацию напряжений (на концах трещины возникает объемное 

напряженное состояние).  

 
Рисунок 12.1 

Когда напряжения в неразрушенной части сечения, восприни-

мающей всю нагрузку, окажутся настолько большими, что матери-

ал не сможет их выдержать, произойдет внезапное неудержимое 

Зона внедрения

усталостной 

трещины

Поверхность

хрупкого

разрушения

 

Рисунок 12.2 

разрушение. Картина из-

лома имеет своеобразный 

вид (рисунок 12.2). На 

образце отчетливо видна 

гладкая, иногда отполи-

рованная зона внедрения 

усталостной трещины и 

резко отличающаяся от 

нее шероховатая поверх-

ность типично хрупкого 

разрушения. 
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Изучение вопросов усталости в сопротивлении материалов име-

ет чрезвычайно большое значение. Многие ответственные детали, 

такие как оси вагонов, коленчатые валы, шатуны моторов, выхо-

дят из строя главным образом из-за разрушения усталостного ха-

рактера. В настоящее время исследования по теории сопротивле-

ния усталости идут по пути накопления экспериментальных фак-

тов, из совокупности которых выбираются подходящие правила 

для соответствующих расчетов.  

Характеристики циклов напряжений. Рассмотрим случай од-

ноосного напряженного состояния. Закон изменения главного 

напряжения σ во времени представлен кривой, показанной на ри-

сунке 12.3.  

Основными характеристиками циклов напряжений являются: 

 наибольшее напряжение σmax; 

 наименьшее напряжение σmin; 

 среднее напряжение  

2

minmax



m ; 

 амплитуда 

2

minmax


a ; 

 коэффициент
 
асиммет-

рии цикла  
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min




R . 
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Рисунок 12.3 

Виды циклов. Если  σmax = –σmin,  то  Rσ = –1 и цикл называ-

ется  с и м м е т р и ч н ы м  (рисунок 12.4, а). В остальных случаях 

циклы являются асимметричными. 

При σmax = 0 или σmin = 0 цикл называется  п у л ь с а ц и о н -

н ы м . Для пульсационного цикла Rσ = 0 (отнулевой цикл) или  

Rσ =  (рисунок 12.4, б, в).  
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Рисунок 12.4 

Циклы, имеющие одинаковые  коэффициенты  асимметрии  Rσ, 

называются  п о д о б н ы м и .   
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Если алгебраические знаки напряжений σmax и σmin одинаковы, 

цикл называется  з н а к о п о с т о я н н ы м   (о д н о з н а ч н ы м ); 

если знаки разные – з н а к о п е р е м е н н ы м . 

Любой  цикл  может  быть  представлен как результат наложе-

ния постоянного напряжения σm на напряжение, меняющееся по 

симметричному циклу с амплитудой σа (см. рисунок 12.3).  

Процесс образования трещины при переменных напряжениях 

связан с накоплением пластических деформаций. Поэтому уста-

лостное разрушение определяется только наибольшими и 

наименьшими напряжениями цикла и не зависит от закона изме-

нения напряжений внутри интервала σmax – σmin. Следовательно, 

циклы, показанные на рисунке 12.5, являются равноценными.  

t



0

 m
in



m
а
x

 

Рисунок 12.5 

Точно так же, как показывают опыты, несущественной являет-

ся частота изменения напряжений (до 5000 циклов в минуту). Ис-

ключения представляют испытания при высоких температурах, а 

также при воздействии коррозионной среды. В этих случаях умень-

шение частоты приводит к снижению сопротивления усталости.  

В итоге для оценки усталостного разрушения в условиях задан-

ного цикла достаточно знать только величины напряжений σmax и 

σmin или σm и σа. 

Практика показывает, что при переменных напряжениях после 

некоторого числа циклов может наступить усталостное разрушение 

детали, в то время как при том же неизменном во времени напря-

жении разрушения не происходит. Число циклов до разрушения в 

основном зависит от величины σа и меняется в весьма широких 

пределах. При больших напряжениях для разрушения бывает до-

статочно 5–10 циклов. При меньших напряжениях деталь выдер-

живает миллионы циклов, а при еще меньших – способна работать 

неограниченно долго. 

 ПРИМЕР 12.1. Для оси вагона, показанной на рисунке 12.6, 

установить цикл изменения напряжений.  

Строим эпюру изгибающих моментов. В точке A  поперечного  сечения  

(рисунок 12.7, а) имеем 

y
J

M

x

x . 
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Расстояние y от точки A  

до нейтральной оси меняет-

ся во времени по закону  

)sin( t
D

y 
2

, 

где ω – угловая скорость 

вращения колеса. 

Следовательно, 

xJ

FaD
t

2
 )( )sin( t . 

Таким образом, нор-

мальные напряжения в се-

чениях оси меняются по 

синусоиде (рисунок 12.7, б) 

с амплитудой  

x

a
J

FaD

2
 .  

FF
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Рисунок 12.6  
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Рисунок 12.7 

12.2 Кривые усталости. Предел выносливости материалов 

Испытания на выносливость. Наиболее распространенными 

являются испытания в условиях симметричного цикла. При этом 

обычно во вращающемся образце создается чистый изгиб. Для про-

ведения стандартных испытаний на усталость необходимо иметь не 

менее десятка одинаковых образцов. Это позволяет определить 

число циклов, которое они выдержат до разрушения, в зависимо-

сти от заданного напряжения.     

Техника определения этой зависимости не содержит принципи-

альных трудностей, но сам процесс оказывается достаточно дли-

тельным. Поэтому испытания ведутся, как правило, на нескольких 

машинах.  

Половину образцов испытывают при относительно высоких 

напряжениях, составляющих 0,5–7σu (предела прочности).  

При большем напряжении образец, естественно, выдерживает 

меньшее число циклов. С уменьшением напряжения число цик-
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лов N растет очень быстро, поэтому полученные точки зависимости 

N = f(σ) (к р и в а я  у с т а л о с т и ) удобно откладывать в полуло-

гарифмической шкале (рисунок 12.8).  
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Рисунок 12.8 

Опыт  испытаний стальных образцов при нормальной темпера-

туре показывает, что если образец не разрушился до 10
7

 циклов 

(это примерно 54 часа
 

работы при скорости 3000 оборотов в минуту), 

то образец не разрушится и при более длительном эксперименте.  

Число  циклов N, до которого ведется испытание, называется  

б а з о й  и с п ы т а н и й .  Для стальных образцов N = 10
7

 циклов, 

для цветных металлов и закаленных сталей N = 10
8

.  

Предел выносливости. Наибольшее значение максимального 

напряжения цикла, при котором образец не разрушается до базы 

испытаний, называется  п р е д е л о м  в ы н о с л и в о с т и . Он обо-

значается через σR, где индекс R соответствует коэффициенту 

асимметрии цикла. Например, для симметричного цикла измене-

ния напряжений предел выносливости будет σ–1, для пульсацион-

ного – σ0.  

Для расчета деталей малого срока службы вводится понятие  

ограниченного предела выносливости σRN, где под N понимается 

заданное число циклов, меньшее базового числа. Ограниченный 

предел выносливости легко определяется по кривой усталостного 

испытания (см. рисунок 12.8). Для данного материала, например, 

при N = 10
5

 получаем σ–1N = 400 МПа.  

В пределах срока службы (ресурса), установленного для маши-

ны или конструкции, отдельные ее элементы могут испытывать 

число циклов нагружения, значительно меньше базового. Поэтому 

в них можно допустить возникновение напряжений, больших по 

величине предела выносливости.  
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При испытаниях на усталость характерен большой разброс  

экспериментально полученных точек. Поэтому для достоверного 

определения предела выносливости требуется испытание большого 

числа образцов с последующей статистической обработкой резуль-

татов, что весьма затруднительно. В связи с этим был сделан ряд 

попыток связать эмпирическими формулами предел выносливости 

с пределом прочности. Для сталей обычно принимают   

σ–1   (0,4…0,5)σu.  

Углеродистые стали ближе к нижней границе, легированные – к 

верхней.   

Для высокопрочных сталей можно принять, МПа,  

σ–1   400 + σu/6. 

Для цветных металлов предел выносливости изменяется в бо-

лее широких пределах: 

σ–1   (0,25…0,5)σu. 

Если испытания проводятся по циклически изменяющимся ка-

сательным напряжениям, которые реализуются при кручении об-

разцов, то для обычных сталей в этом случае принимают   

τ–1   0,6σ–1. 

Для хрупких материалов (высоколегированная сталь, чугун)  

τ–1   0,8σ–1. 

Приведенные выше соотношения и все им подобные следует 

применять с осмотрительностью, поскольку они получены для 

определенных материалов и в определенных условиях испытания 

(изгиб, кручение). Предел выносливости, например, полученный в 

условиях циклического растяжения и сжатия, оказывается на  

10–20 % ниже, чем при изгибе. Предел выносливости при круче-

нии сплошных образцов отличается от предела выносливости, по-

лученного для полых образцов.  

 

12.3 Диаграмма предельных амплитуд  

Мы рассмотрели испытания при симметричном цикле. В усло-

виях несимметричных циклов образцы испытываются обычно не 

на изгиб, а на растяжение-сжатие или на кручение специальными 

машинами – гидропульсаторами.   

Введение дополнительного параметра (показателя асимметрии 

цикла) делает задачу экспериментатора более громоздкой, а для 

испытаний необходимо обладать уже не одним десятком, а не-

сколькими десятками одинаковых образцов. Этот запас образцов 

разбивается на группы, для каждой из которых при испытании 
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фиксируется значение среднего напряжения цикла σm, а предель-

ная амплитуда σa определяется по базовому числу циклов, подобно 

тому, как это делалось для симметричного цикла. Кривая устало-

сти (σa ~ lg N) получается схожей с показанной на рисунке 12.8, но 

с другими числовыми значениями, зависящими от заданной вели-

чины стационарного напряжения σm.  

В результате испытания группы образцов (при стандартной базе 

N = 10
7

) мы получаем предельное значение σa, соответствующее 

выбранной величине σm. Это дает одну точку на плоскости σm ~ σa 

(рисунок 12.9). Проводя испытания следующей группы образцов, 

имеем вторую точку. Действуя подобным образом и далее, получим 

кривую предельных напряжений при асимметричном цикле. Она 

называется диаграммой
 

предельных амплитуд (см. рису-

нок 12.9) и применяется для расчета циклической прочности образцов.   


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Рисунок 12.9 

Если цикл характеризуется 

известными значениями
 

σm и σa, 

то, рассматривая их как коор-

динаты рабочей точки, мы мо-

жем судить о прочности образ-

ца. Если рабочая точка распола-

гается ниже кривой диаграммы 

предельных амплитуд, то обра-

зец способен как минимум со-

хранить прочность до базового 

числа. Если точка расположена  

выше кривой, то разрушение 

произойдет раньше. 

Так как построение диаграммы предельных амплитуд является 

достаточно трудоемким, то ее стараются схематизировать. Точка A 

диаграммы соответствует испытанию образцов при симметричном 

цикле. Точка B диаграммы для хрупких материалов ограничивает 

условия работы образца по пределу прочности. Левая часть диа-

граммы может быть аппроксимирована прямой, проходящей через 

точку А и имеющей угловой коэффициент ψσ = tg
 

α.  
Для построения этой прямой достаточно знать предел выносли-

вости при симметричных циклах σ–1 и располагать либо еще одной 

точкой, например пределом выносливости при пульсационном 

цикле (σm = σa), либо величиной самого углового коэффициента ψσ. 

Значения последнего, как показали многочисленные опыты, лежат 

в пределах 0,1–0,2 для углеродистых сталей и 0,2–0,3 – для леги-

рованных.  

Правая часть диаграммы аппроксимируется прямой, проходя-

щей через точку В и составляющей угол 45 с координатными ося-

ми σm и σa, т. е. для ее точек выполняется условие σm + σa = σu. 

Смысл этой прямой очевиден. Максимальное напряжение цикла  
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σm + σa не может превышать предела прочности. Следовательно, 

при схематизации диаграмма предельных амплитуд заменяется 

двумя прямыми АС и ВС.  

Заметим, что мы построили диаграмму предельных амплитуд 

для образцов. Расчет циклической прочности деталей содержит в 

себе ряд специфических особенностей. Опыт показывает, что 

наибольшее влияние на сопротивление выносливости оказывает 

различие в форме, размерах и обработке поверхности.  

 

12.4 Концентрация напряжений  

Одним из основных факторов, которые необходимо учитывать 

при практических расчетах на циклическую прочность, является 

концентрация  нап ряжений  – повышение напряжений в 

зоне резкого изменения формы упругого тела (внутренние углы, 

отверстия, выточки) или в области контакта деталей.  

Зона распространения повышенных напряжений ограничена 

узкой областью, расположенной в окрестности очага концентра-

ции. В связи с локальным характером эти напряжения называют 

местными .  

Если конструкция работает не при циклических нагружениях, 

то местными напряжениями в прочностных расчетах пренебрега-

ют. Появление пластических деформаций в этом случае в зоне 

концентрации напряжений не приводит к образованию трещины.  

Многократное изменение напряжений в области концентратора 

приводит к образованию и дальнейшему развитию трещины с по-

следующим усталостным разрушением детали. Поэтому форму де-

талей, работающих в условиях циклических напряжений, стремят-

ся сделать как можно более плавной, радиусы закругления во 

внутренних углах увеличивают, необходимые отверстия распола-

гают в зоне пониженных напряжений.   

Местные напряжения в зависимости от геометрической формы 

детали определяются обычно при помощи методов теории упруго-

сти. Иногда используются испытания моделей, например поляри-

зационно-оптическим методом.   

Основным показателем местных напряжений является  теор е -

тич е с кий  ко эффициент  концентрации  напряж ений  

max

n




 


, 

где σmax

 

–
 

наибольшее местное напряжение;  

    σn

 

–
 

номинальное напряжение (σnom), полученное по формулам 

механики материалов без учета концентрации напряже-

ний. 
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Рисунок 12.10 

Величина теоретического коэффициента 

концентрации определена для основных встре-

чающихся на практике типовых элементов 

конструкций. Так, на рисунке 12.10 показана 

его зависимость от соотношения геометриче-

ских размеров для полосы с отверстием. Отме-

тим, что с ростом относительного диаметра 

отверстия величина теоретического коэффици-

ента концентрации уменьшается. 

Теоретический коэффициент концентрации 

не отражает механических свойств самого ма-

териала, его чувствительности к местным 

напряжениям. В связи с этим вводится поня-

тие эффективно г о  к о эффициента  

концентрации  Kσ.  В условиях симметрич-

ного цикла напряжений  

k

K

1

1




 


 , 

где σ–1 – предел выносливости гладкого образца;  

    
  
σ–1k

 

– предел выносливости такого же образ-

ца, но с концентратором.  

Эффективный коэффициент концентрации зависит уже не 

только от геометрической формы концентратора и способа нагру-

жения, но и от механических свойств материала. При несиммет-

ричных циклах нагружения учет концентрации напряжений мож-

но провести, разделив все ординаты диаграммы предельных ам-

плитуд гладких образцов на величину Kσ.  

Для типовых и наиболее часто встречающихся видов концен-

трации напряжений и основных конструкционных материалов со-

зданы таблицы и графики  коэффициентов  концентрации, которые  

приведены в справочной литера-

туре. На рисунке 12.11 показаны 

в качестве примера типичные 

графики для определения эффек-

тивного коэффициента концен-

трации для стального ступенчато-

го стержня при растяжении и 

сжатии. Кривые 1, 2 и 3 для ста-

лей с пределами выносливости 

соответственно σu = 400, 800 и 

1200 МПа свидетельствуют о том, 

что с увеличением предела проч-

ности величина Kσ растет.   
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Рисунок 12.11 
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При отсутствии достаточного количества экспериментальных 

данных эффективный коэффициент концентрации иногда вычис-

ляют по значению теоретического коэффициента концентрации 

Kσ = 1 + q(ασ – 1), 

где q –
 

коэффициент чувствительности
 

материала
 

к местным
 

напря-

жениям.  

Для высокопрочных легированных сталей его величина близка 

к единице. Для конструкционных сталей q = 0,6…0,8. Для серого 

чугуна величина q близка к нулю, т. е. материал не чувствителен к 

местным напряжениям. Объясняется это тем, что крупные зерна 

графита, содержащиеся в структуре чугуна, уже сами по себе яв-

ляются такими очагами концентрации, по сравнению с которыми 

геометрические особенности детали теряют свое значение.    

Замечание . Если переменными являются касательные 

напряжения, то по аналогичной схеме вводятся теоретический и 

эффективный коэффициенты  ατ  и  Kτ. 

 

12.5 Масштабный эффект.   
Коэффициент качества обработки поверхности  

Если из одного и того же материала изготовить несколько от-

личающихся по диаметру партий образцов, то после испытания на 

усталость обнаруживается, что предел выносливости уменьшается с 

увеличением диаметра. Эта зависимость носит асимптотический 

характер. Для очень больших образцов снижение предела вынос-

ливости прекращается.  

Снижение предела выносливости с увеличением размеров дета-

ли получило название масштабного фактора. Для его числовой 

оценки вводится  ко эффициент  масштабно г о  факт ора   

1

1










d

d
K σ , 

где σ–1d – предел выносливости образца диаметром d > 10
 

мм;   

σ–1 – предел
 

выносливости стандартного
 

образца  d =
 

10
 

мм.  

При несимметричных циклах поправка Kdσ, так же, как и Kσ, 

вводится только в амплитудную составляющую цикла. Ординаты 

диаграммы предельных амплитуд принимают значения σаKdσ / Kσ.  

В большинстве деталей усталостное разрушение начинается с 

поверхности, поэтому ее состояние существенным образом влияет 

на предел выносливости и долговечность детали.  

Особенности, связанные с обработкой поверхности, учитывают-

ся при расчетах на усталостную прочность введением  ко эффи -

ци ента  к ач е ства  о б р а б отки  по в е рхно сти  
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1

1








FK , 

где σ'–1 – предел выносливости образца, имеющего шероховатость, 

которая измеряется в микрометрах; 

σ–1 – предел выносливости тщательно полированного образца. 

Шероховатость 12 мкм примерно соответствует тонкой обточке 

образца на токарном станке. На рисунке 12.12 приведены ориенти-

ровочные значения коэффициентов качества поверхности в зависи-

мости от предела прочности. Коэффициент KF для полированных 

образцов может считаться равным единице.   
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Рисунок 12.12 

В промышленности широко применяются методы поверхност-

ного упрочнения деталей, работающих в условиях циклических 

напряжений (рессоры и полуоси автомашин, зубья шестерен, вин-

товые клапанные пружины и пр.). К числу таких методов относят-

ся азотирование, цементация, поверхностная закалка токами вы-

сокой частоты, наклеп поверхностного слоя обкаткой роликами 

или обдувом дробью. 

Поверхностная обработка дает двоякий эффект. Во-первых, по-

вышается прочность поверхностного слоя, но сохраняется вязкость 

нижележащих слоев. Во-вторых, в поверхностном слое создаются 

остаточные сжимающие напряжения, препятствующие образова-

нию трещины. В результате обработки предел выносливости может 

увеличиться в несколько раз, а долговечность – в десятки раз.  
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12.6 Коэффициент запаса при циклических напряжениях 

Возвратимся к диаграмме предельных амплитуд. Для упроще-

ния она была представлена наклонной прямой mа  1 , а 

рабочая область справа ограничена условием, что максимальное 

напряжение цикла, равное  σm + σa , не превышает σu. Но всё это – 

для образцов. Если перейти к детали, то учет местных напряже-

ний, масштабного фактора и качества обработки поверхности при-

водит к тому, что предельные амплитуды циклов напряжений 

уменьшаются в K раз: 

Fd
KK

K
K



 . 

Уравнение предельной прямой принимает вид  

)( mа
K

 1
1

.                         (12.1) 

Ограничения по пределу текучести или по пределу прочности 

сохраняются для детали такими же, как и для образца. В резуль-

тате получаем диаграмму предельных амплитуд для детали, пока-

занную на рисунке 12.13.  

Рассмотрим рабочую точку А цикла с координатами σm, σa. 

Проведем через нее и начало координат луч до пересечения с пре-

дельной  прямой  в  точке  В  (см.
 

рисунок
 

12.13).  Этого же можно  

достичь пропорциональным уве-

личением составляющих цикла в 

точке А.  

За коэффициент запаса 

циклической прочности  n  

принимается отношение  

OA

OB
n  . 

Оно характеризует степень близо-

сти рабочих условий к предель-

ным.   



0

à

A
B

C

1
K

D

1

mu  

Рисунок 12.13 

Для точки В, так как она принадлежит предельной прямой, 

амплитудную составляющую цикла получаем из выражения (12.1) 

)( mBаB
K

 1
1

. 

С другой стороны, из подобия треугольников  

m

а

mBаB 


 . 
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Приравнивая эти соотношения, получаем 

m

ma

mB
K









1
. 

Но так как коэффициент запаса для детали по определению  

m

mB

OC

OD

OA

OB
n




 , 

то его значение для произвольного цикла нормальных напряжений 

с координатами  σm, σа  следующее: 

maK
n











1
.                          (12.2) 

Если деталь работает в условиях циклического изменения каса-

тельных напряжений, то структура выражения (12.2) для коэффи-

циента запаса сохраняется, меняются лишь обозначения: 

ma
K

n










1
. 

При вычислении коэффициента K здесь также следует исполь-

зовать параметры, относящиеся к переменным касательным 

напряжениям. 

При двухосном напряженном состоянии (σ, τ) наиболее часто 

применяется на практике эмпирическая формула Гафа – Полларда 

222

111




nnn

R

, 

где nR – коэффициент запаса при плоском напряженном состоянии; 

nσ – коэффициент запаса в предположении отсутствия каса-

тельных напряжений (τ = 0); 

nτ – запас по касательным напряжениям, установленный при 

отсутствии нормальных напряжений (σ = 0). 

Приведенная формула применима не только в случае синфазно-

го изменения σ и τ, но и при таких циклах, когда максимумы этих 

напряжений достигаются не одновременно.  

 

12.7 Понятие о малоцикловой усталости материалов 

Во многих инженерных конструкциях наблюдается разрушение 

после относительно небольшого числа циклов нагружения – мало-

цикловая усталость (N < 10
5

). Разрушение обычно происходит  при 

значительной (около 1 %) циклической пластической деформации.  
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Расчеты элементов конструкций на малоцикловую усталость 

базируются на экспериментальных данных. При этом используют-

ся два основных вида нагружения: мягкое и жесткое. При пер-

вом – в процессе циклического нагружения постоянной сохраняет-

ся амплитуда напряжений, при втором – амплитуда деформаций.   

Диаграмма циклического деформирования при мягком нагру-

жении образца показана на рисунке 12.14. После исходного дефор-  

мирования ОАВ и разгрузки 

ВС, деформирования нагруз-

кой противоположного знака 

CDL и разгрузки LM образу-

ется, вообще говоря, незам-

кнутая петля упругопластиче-

ского деформирования перво-

го полуцикла. Ее ширина обо-

значена через δ1. При даль-

нейшем повторении нагруже-

ния и разгрузки получим 

кривые циклического дефор-

мирования и соответствующие 

им петли шириной δk. Раз-

ность ширины петель в двух 

соседних полуциклах харак-

теризует накопленную за 

цикл одностороннюю пласти-

ческую деформацию. 




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L
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
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

yt





yc

 

Рисунок 12.14 

В зависимости от свойств материала в процессе циклического 

упругопластического деформирования пределы текучести и форма 

кривых деформирования могут изменяться. Так, для большинства 

металлов и сплавов после упругопластического растяжения предел 

текучести σyt повышается, а при последующем сжатии предел те-

кучести σyс уменьшается – эффект Баушингера.  

Для описания этого явления был предложен ряд моделей. Одна 

из первых принадлежит Мазингу (G. Masing). Он выдвинул гипоте-

зу, что суммарный предел текучести  σyt + σyс  остается постоян-

ным, а кривая деформирования BCL является в два раза увеличен-

ной кривой OAB.  

Однако, как показали многочисленные эксперименты, это для  

многих материалов не выполняется. Профессор Московского уни-

верситета В. В. Москвитин
1)

 обобщил принцип Мазинга введением 

масштабных коэффициентов. Терминология разделения материалов 

на циклически упрочняющиеся, разупрочняющиеся и стабильные, 

                                                           
1)

 Москвитин В. В. Пластичность при переменных нагружениях. – М. : 

Изд-во МГУ, 1965. – 264 с.  
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введенная им, стала общепринятой. Если суммарный предел теку-

чести от цикла к циклу увеличивается, то материал  циклич е -

с ки  упр очня ющийс я , если уменьшается – циклич е ски  

р а з упр очняющийся . Поведение циклич е с ки  ст абил ьн о г о  

материала соответствует гипотезе Мазинга.  

При мягком нагружении циклически разупрочняющихся или 

стабильных материалов накапливаются пластические деформации 

(ширина петли гистерезиса возрастает или остается стабильной), 

которые могут привести к двум типам разрушения: квазистатиче-

скому и усталостному. В первом случае пластические деформации 

возрастают до уровня, соответствующего разрушению при одно-

кратном статическом нагружении. Разрушение усталостного ха-

рактера связано с накоплением повреждений, образованием про-

грессирующих трещин при существенно меньшей пластической 

деформации. Возможны и промежуточные формы разрушения, ко-

гда образуются трещины усталости на фоне заметных пластиче-

ских деформаций. У циклически упрочняющихся материалов ши-

рина петли гистерезиса уменьшается от цикла к циклу. Они раз-

рушаются только от усталости.  

При жестком нагружении амплитуды деформаций от цикла к 

циклу остаются постоянными, а напряжения могут изменяться. 

При испытаниях циклически упрочняющихся материалов – 

напряжения возрастают, у циклически разупрочняющихся матери-

алов – убывают. В этом случае нет накопления деформаций, раз-

рушение происходит по усталостному типу с образованием трещин. 



 

 

13 

КОНТАКТНЫЕ  
НАПРЯЖЕНИЯ 

 

 

 

Контактные напряжения в узком смысле возникают на по-

верхности соприкосновения двух тел, передающих усилие от од-

ного тела к другому. В более широкой трактовке под этим назва-

нием подразумевают напряженное состояние, которое создается 

при силовом контакте двух тел не только на поверхностях сопри-

косновения, но и во всём массиве деталей вблизи контактирую-

щих поверхностей.  

 

13.1 Общие сведения 

Контактные напряжения и деформации. Напряжения и де-

формации, возникающие при взаимном нажатии двух соприкаса-

ющихся тел, называются  к о н т а к т н ы м и . 

Вначале в местах контакта наблюдается точечное касание тел 

(по очень малым площадкам), затем из-за деформирования  

элементов соприкосновение происходит по некоторой площадке 

(площадке контакта). Вблизи нее материал, не имея возможно-

сти свободно деформироваться, испытывает о б ъ е м н о е  

н а п р я ж е н н о е  с о с т о я н и е   (рисунок 13.1). Иными словами,  

напряжения и деформации воз-

никают не только на поверхно-

стях соприкосновения, но и в 

массиве деталей вблизи контак-

тирующих поверхностей.  

Как показывают расчеты, 

контактные
 

напряжения и де-

формации имеют явно локаль-

ный характер и весьма быстро 

уменьшаются по мере удаления 

от места соприкосновения. Не-

смотря  на  это,  исследовать на- 

F
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
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2







3

 
Рисунок 13.1 

пряженно-деформированное состояние в области контакта необхо-

димо для решения проблем прочности многих ответственных де-

талей: всех типов подшипников качения, шаровых и цилиндриче-

ских катков, зубчатых колес и шестерен, элементов кулачковых 

механизмов, колес и рельсов подвижного состава, шаровых и ци-

линдрических катков и т. д.  
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Впервые решение основных случаев сжатия упругих тел мето-

дами теории упругости дано Г. Герцем
1)

 в работах 1881–1882 гг.  

В дальнейшем развитием контактных задач занимались многие 

ученые, в том числе и отечественные: Н. М. Беляев, Л. А. Галин,  

А. Н. Динник, Б. С. Ковальский, И. Я. Штаерман и др.  

Основные гипотезы контактного взаимодействия: 

 материалы соприкасающихся тел однородны и изотропны; 

 нагрузки, приложенные к телам, создают в зоне контакта 

только упругие деформации (выполняется закон Гука); 

 площадки контакта весьма малы по сравнению с поверхно-

стями соприкасающихся тел; 

 силы давления, распределенные по поверхностям контакта, 

нормальны к этим поверхностям; силами трения по площадке 

контакта можно пренебречь.  

Отметим, что применительно к подшипникам качения и зуб-

чатым колесам со стальными термически упрочненными зубцами 

в нормальных эксплуатационных условиях из четырех гипотез 

первая и вторая оправдываются с достаточной для практики точ-

ностью. Третье предположение в некоторых конструкциях шари-

коподшипников, у которых радиус шарика мало отличается от 

поперечного радиуса беговой дорожки, нарушается, так как здесь 

контакт имеет более плотное касание. Четвертое допущение 

нарушается всегда, и силы трения в некоторых случаях могут за-

метно повлиять на окончательный результат (см.
 

подразд.
 

13.3).  

Основные задачи контактного взаимодействия. Для сопри-

касающихся тел должны быть заданы главные радиусы кривизны 

поверхностей и величина приложенной нагрузки. При исследова-

нии их контакта ставятся следующие задачи: 

 определение формы и размеров площадки контакта тел после 

их деформации; 

 нахождение величины и закона распределения давления, ока-

зываемого одним телом на другое и передаваемого через пло-

щадку контакта; 

 определение величины сближения тел, обусловленной их де-

формацией. 

Эти задачи решаются, как правило, методами теории упруго-

сти. Точные решения получить удается не всегда, поэтому боль-

шое внимание уделяется приближенным и численным исследова-

ниям. Ниже приводятся аналитические формулы, которые с до-

статочной для инженерной практики точностью описывают кон-

тактное взаимодействие шаров, цилиндров и тел с произвольными 

криволинейными поверхностями.  

                                                 
1) Герц Генрих Рудольф (Hertz H. R.) (1857–1894) – немецкий физик; 

труды по электромагнетизму, теории света; контактным задачам. 



13.2 Сжатие шаров 305 
 

13.2 Сжатие шаров 

Площадка контакта. В случае взаимного сжатия двух шаров 

с радиусами R1 и R2 силами F (рисунок 13.2) по условию симмет-

рии можно утверждать, что площадка контакта образуется в фор-

ме круга, радиус которого а определяется по формуле 

3

21

21

11

11

880

RR

EE
Fa





 , ,       (13.1) 

где Е1, Е2 – модули упругости матери-

алов шаров.  

Контактные напряжения. Поло-

жим, что нормальные (сжимающие) 

напряжения распределены на площад-

ке контакта по полусфере (см. рису-

нок 13.2).  

Максимальное из напряжений до-

стигается в центре площадки контакта:  
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Рисунок 13.2 
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Два других главных напряжения в центре площадки можно 

определить приближенно: 

max
,  80

21
.                         (13.3) 

Таким образом, в наиболее напряженной точке площадки кон-

такта материал испытывает напряженное состояние, близкое к рав-

номерному сжатию. Благодаря этому в зоне контакта он может вы-

держать большие давления без появления остаточных деформаций.  

Для подтверждения этого вычислим напряжения max в центре 

площадки контакта, при котором впервые появляются остаточные 

деформации. Для этого воспользуемся четвертой теорией прочно-

сти (см. подразд. 8.5): 

y
 2

13

2

32

2

212

2
)()()( .          (13.4) 

Подставив в (13.4) значения главных напряжений (13.2), 

(13.3), получим max = 5y. 

Для закаленной хромистой стали, используемой при изготов-

лении шариковых подшипников, примем вместо предела текуче-

сти предел пропорциональности
 

pr
 


 

1000
 

МПа. Тогда max

 

=
 

= 5000
 

МПа. 



306 13  КОНТАКТНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ 

 

Наиболее опасная точка в случае касания двух шаров распо-

ложена на оси z на глубине, примерно равной половине радиуса 

площадки контакта. Главные напряжения в этой точке: 

1 = 2 = –0,18max;   3 = –0,8max, 

где max – наибольшее напряжение в центре площадки контакта, 

определяемое по формуле (13.2). 

Наибольшее касательное напряжение в опасной точке 

maxmax
, 


 310

2

31
. 

Давление шара на вогнутую сферическую и плоскую по-

верхности. Изменяя в формуле (13.2) знак при R2 на обратный,  

получим максимальное значение напряжений max в случае давле-

ния шара на вогнутую сферическую поверхность (рисунок 13.3): 
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Приняв в (13.5) R2 = ∞, определим максимальные напряжения 

при давлении шара на плоскую поверхность тела (рисунок 13.4): 

3

2

1

2

21

2

2

2

1 1
43880

REE

EE
F

)(

,
max


 . 

F

z

2
R

1
R

 

F

z

1
R

 

Рисунок 13.3 Рисунок 13.4 

 

13.3 Сжатие цилиндров 

Рассмотрим случай взаимного нажатия силами F двух цилин-

дров с параллельными образующими (рисунок 13.5). Вследствие 

деформации касание цилиндров происходит фактически не по ли-

нии, а по узкой полосе, т. е. площадка контакта имеет вид узкого 

прямоугольника.  
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Пусть длина контактирующих цилиндров равна единице, то-

гда погонное усилие  q = F/1.  Пусть усилие q равномерно распре- 

делено вдоль образующих 

цилиндров,
 

а площадка кон-

такта имеет постоянную 

ширину b, которую можно 

определить по формуле  
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 , .  (13.6) 

Контактные напряже-

ния. В этом случае наи-

большее напряжение сжа-

тия, действующее в точках 

оси площадки контакта, с 

учетом (13.6) 

F
q

z

F

b

q
2

R

1

R
 

Рисунок 13.5 

21

21

21

21
24180271

RR

RR

EE

EE
q

b

q 


 ,,

max
.           (13.7) 

Анализ напряженного состояния показывает, что опасная точ-

ка расположена на оси z на глубине, равной 0,4 ширины площад-

ки контакта. Главные напряжения в этой точке имеют следующие 

значения: 

1 = –0,18max;  2 = –0,288max;  3 = –0,78max. 

Наибольшие касательные напряжения в опасной точке: 

max = 0,3max. 

Давление цилиндра на вогнутую цилиндрическую и плос-

кую поверхности. Для случая давления цилиндра на деталь с 

вогнутой цилиндрической поверхностью напряжения определим 

по формуле (13.7), подставив R2 со знаком минус. Этот случай 

часто применяется на практике при расчете напряжений цилин-

дрического шарнира и балансира (рисунок 13.6). 

 

Рисунок 13.6 

При давлении цилиндра на плоскую поверх-

ность тела для определения напряжений подста-

вим в формулу (13.7) радиус плоскости R2 = ∞: 

21

21

1

2
4180

EE

EE

R

q


 ,

max
. 
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Приведенные формулы получены при  = 0,3. Однако для 

практических расчетов их можно использовать и при других зна-

чениях коэффициента Пуассона. 

Влияние сил трения. Как правило, в инженерных исследова-

ниях контакта двух тел силы трения не учитываются. Но иногда 

они могут заметно влиять на окончательный результат. Напри-

мер, исследования Б. С. Ковальского случая касания цилиндров 

показали, что влияние сил трения на величину max может быть 

охарактеризовано таблицей 13.1.  

Таблица 13.1 – Влияние сил трения на величину максимальных каса-

тельных напряжений  

Коэффициент трения 0 0,2 0,3 

max 0,30max 0,34max 0,38max 

 

13.4 Общий случай контакта двух тел 

Рассмотрим случай контакта двух тел из одинакового матери-

ала. Предположим, что оба тела в точке касания имеют общую 

касательную плоскость АВ и общую нормаль z, вдоль которой 

направлены силы F (рисунок 13.7). 

F

z

F

2 a

A B

1

2

 

Рисунок 13.7 

Обозначим радиусы кривизны в точке ка-

сания первого тела 
1

  и 
1

 , второго тела – 

2
  и 

2
 , причем 

1
  < 

1
  и 

2
  < 

2
 .  

Г л а в н ы м и   к р и в и з н а м и   называют 

наибольшую и наименьшую кривизны, вы-

числяемые в двух взаимно перпендикуляр-

ных плоскостях, проходящих через центр 

кривизны. Радиусы кривизны считаются по-

ложительными, если центры кривизны лежат 

внутри тела. Обозначим через  угол между 

главными плоскостями кривизны тел, в кото-

рых лежат меньшие радиусы 
1

  и 
2

   

(рисунок 13.8).  

Площадка контакта. В общем случае 

площадка контакта представляет собой эл-

липс с полуосями а и b:  

3
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


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



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



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F
a

)(
;  

3

2211

2

1111

13























E

F
b

)(
,  (13.8) 

где  – коэффициент Пуассона. 

Значения коэффициентов  и  приведены в таблице 13.2 как 

функции вспомогательного угла .   



13.4 Общий случай контакта двух тел 309 
 

Таблица 13.2 – Коэффициенты ,  

   

20 3,778 0,408 

30 2,731 0,493 

35 2,397 0,530 

40 2,136 0,567 

45 1,926 0,604 

50 1,754 0,641 

55 1,611 0,678 

60 1,486 0,717 

65 1,378 0,759 

70 1,284 0,802 

75 1,202 0,846 

80 1,128 0,893 

85 1,061 0,944 

90 1,000 1,000 
 



 

Рисунок 13.8 

Вспомогательный угол вычисляется по формуле 
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)cos(

cos ,  (13.9) 

где  – угол между главными плоскостями кривизны тел. 

Знак числителя в формуле (13.9) выбираем так, чтобы cos
 

 

был положительным.  

Контактные напряжения. Наибольшее напряжение сжатия в 

центре площадки контакта можно определить по формуле 

ab

F


 51,

max
.                           (13.10) 

Наиболее опасная точка расположена на оси z на некоторой 

глубине, зависящей от отношения (b/a) полуосей эллиптической 

площадки контакта. Однако наибольшее касательное напряжение 

в опасной точке почти не зависит от указанного отношения раз-

меров площадки, и можно принять, что maxmax
,  320 . 

Из приведенных формул видно, что контактные напряжения 

зависят от упругих свойств материалов и не являются линейной 

функцией нагрузки, с ростом сил нарастая все медленнее. Это 

объясняется тем, что с увеличением нагрузки увеличиваются и 

размеры площадки контакта. 
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13.5 Проверка прочности при контактном взаимодействии 

Условие прочности. Учитывая «мягкость» напряженного со-

стояния в опасных точках (все три главных напряжения сжима-

ющие), проверку прочности при контактных напряжениях следу-

ет производить по третьей или четвертой теории прочности: 

1 3

III

[ ]
red

      ; 

2 2 2

1 2 2 3 3 1

2

2

IV

[( ) ( ) ( ) ] [ ]
red

               . 

Внося в эти формулы значения главных напряжений в опасной 

точке, выраженные через наибольшее напряжение max в центре 

площадки контакта, условия прочности можно записать в виде 

max
[ ]

red
m     .  

Отсюда получаем условие прочности при контакте двух тел: 

max
[ ]   cont,                           (13.11) 

где []cont = []/m – допускаемое значение для наибольшего 

напряжения в месте контакта. 

Значения коэффициента m в зависимости от отношений полу-

осей эллиптической площадки контакта и выбранной теории 

прочности приведены в таблице 13.3. 

Таблица 13.3 – Значения коэффициента m 

b/a m = 
III

red
 /

max
  m = 

IV

red
 /

max
  

1,00 (круг) 0,620 0,620 

0,75 0,625 0,617 

0,50 0,649 0,611 

0,25 0,646 0,587 

0 (полоса) 0,600 0,557 

Расчет на прочность. Для расчета элементов конструкций в 

местах контакта рекомендуется следующий алгоритм: 

 определить главные радиусы кривизны контактирующих тел 

1
 ,

 

1
 , 

2
 , 

2
  и угол  (13.9) между главными плоскостя-

ми кривизны одного и другого тела; 

 вычислить по формулам (13.8) размеры полуосей эллиптиче-

ской площадки контакта; 

 найти по формуле (13.10) наибольшее напряжение max в 

центре площадки контакта. В случае круглой и прямоуголь-

ной площадок контакта max определить непосредственно по 

формуле (13.2) или (13.7), не определяя размеров площадки; 

 расчет на прочность производить по формуле (13.11), значе-

ние коэффициента m брать из таблицы 13.3. 
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Допускаемые наибольшие напряжения []cont в месте контакта 

для роликовых и шариковых подшипников из хромистой стали 

принимают до 3500–5000 МПа, для рельсовой стали – до 800–

1000 МПа. В таблице 13.4 приведены значения допускаемых 

наибольших давлений на площадке контакта при первоначальном 

контакте по линии и статическом действии нагрузки (m = 0,557). 

Таблица 13.4 – Значения допускаемых наибольших давлений 

Марка  

металла 

Предел  

прочности  

u, МПа 

Твердость  

по Бринеллю, НВ 

Допускаемое наибольшее 

давление на площадке кон-

такта []cont, МПа 

Сталь  30 

50 

50Г 

15ХФ 

ШХ15 

480–600 

630–800 

650–850 

1600–1800 

— 

180 

230 

240 

240 

— 

850–1050 

1050–1400 

1100–1450 

1350–1600 

3800 

Чугун  СЧ 21 

СЧ 28 

СЧ 38 

960 

1100 

1400 

180–207 

170–241 

197–255 

800–900 

1000–1100 

1300–1400 

 ПРИМЕР 13.1. Упорный шариковый подшипник с плоскими 

кольцами без желобов (рисунок 13.9) статически сжат силами Q = 6,4 кН.  

Диаметр шарика d = 15 мм, число шари-

ков n = 20, коэффициент неравномерности 

распределения нагрузки между отдельными 

шариками подшипника – 0,8. Материал ша-

риков и колец – хромистая сталь, допускае-

мое значение наибольшего напряжения в ме-

сте контакта []cont = 3500 МПа, модуль 

упругости E = 2,12  10
5

 МПа. 

Требуется: определить размеры площадки 

контакта между шариком и кольцом; найти 

величину наибольшего напряжения на этой 

площадке; проверить прочность. 

d
K

K

Q

Q

 

Рисунок 13.9 

Учитывая неравномерность распределения нагрузки между отдель-

ными шариками, определим наибольшее усилие, сжимающее шарик: 

2080

46

80 

,

,

, n

Q
F = 0,4 кН. 

В местах соприкосновения колец и шариков (точки K) образуется 

круглая площадка, радиус которой определим по формуле (13.1): 














3

5

23

3
3

1

10122

10511040
880880

11

11

880

,

,,
,,,

E

Fd

R

EE
Fa

4
10682

,
 

м. 

При этом R1 = d/2; R2 = ; E1 = E2 = E. Величину наибольшего напря-

жения на этой площадке определим по формуле (13.2): 
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








 24

3

2
10682143

104051
51

),(,

,,
,max

a

F
2660,4 МПа < []cont = 3500 МПа. 

Следовательно, условие прочности выполняется. 

 ПРИМЕР 13.2. Цилиндрическое ходовое колесо крана передает на 

рельс давление P = 70 кН (рисунок 13.10). Радиус наружного обода колеса  

F

A

r

Вид A

R

 

Рисунок 13.10 

R = 350 мм. Радиус поперечного сече-

ния головки рельса r = 300 мм. Мо-

дуль Юнга Е = 2  10
5

 МПа, коэффи-

циент Пуассона  = 0,3.  

Требуется: определить размеры 

площадки контакта и наибольшее 

напряжение на этой площадке.  

В соответствии с указанным выше 

порядком расчета выпишем главные 

радиусы кривизны:  

 для колеса 
1
  

= R = 350 мм, 1
  

= ∞; 

 для рельса 
2
  = r = 300 мм, 

2
  = ∞. 

Угол между главными плоскостями, содержащими радиусы 1 и 2 

(см. рисунок 13.8),  = /2. Тогда из формулы (13.3) находим: 

cos
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
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1
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1
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1
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1

,
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



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. 

Отсюда вспомогательный угол  = 85,5. Из таблицы 13.2, произведя 

линейную интерполяцию, находим значения  и :  = 1,055;  = 0,950.  

По формулам (13.8) определяем размеры полуосей эллиптической 

площадки контакта: 

м10665

1

30

11

350

1
102

30110703
0551

3

3
11

23




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Наибольшее напряжение на площадке контакта получаем из (13.10): 










 33

3

101510665143
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5151

,,,
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F
1158,4 МПа. 
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ТЕСТОВЫ Е  ЗА ДА НИ Я  

 

 

 

 

Для закрепления теоретических знаний в процессе изучения 

курса механики материалов существенную помощь могут оказать 

тестовые задания. Далее приведены соответствующие вопросы, 

сформулированные по всем разделам учебника. Среди ответов один 

правильный. Практика показывает, что в проверочный тест по 

каждому разделу достаточно включать шесть вопросов и по 3 ответа 

на каждый. Тест засчитывается, если получено не менее пяти  

правильных ответов.  

 

14.1 Введение в сопротивление материалов. 
Растяжение, сжатие  и кручение стержней 

1 Какая гипотеза позволяет изучать свойства материала на об-

разцах: 

1) гипотеза об идеальной упругости материала; 

2) гипотеза однородности и сплошности; 

3) гипотеза об изотропности материала. 

2 Какая гипотеза позволяет не учитывать малые остаточные 

деформации: 

1) гипотеза об идеальной упругости материала; 

2) гипотеза однородности и сплошности; 

3) принцип Сен-Венана. 

3 Какая гипотеза позволяет составлять уравнения равновесия по 

недеформированной схеме: 

1) закон Гука; 

2) гипотеза о малости деформаций; 

3) принцип Сен-Венана. 

4 В какой гипотезе говорится о плоских сечениях: 

1) гипотеза однородности и сплошности;  

2) гипотеза Бернулли;      

3) принцип Сен-Венана. 

5 Какая гипотеза сводит сложную задачу к нескольким простым:  

1) принцип суперпозиции;    

2) принцип Сен-Венана;       

3) гипотеза Бернулли.  
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6 Какая гипотеза смягчает граничные условия: 

1) допущение о малости деформаций; 

2) принцип Сен-Венана; 

3) гипотеза об идеальной упругости материала. 

7 Количество внутренних силовых факторов:  

1) три;  

2) шесть;   

3) девять. 

8 В чем измеряются касательные напряжения: 

1) они безразмерные;   

2) в ньютонах;   

3) в паскалях. 

9 В чем измеряются продольные деформации: 

1) они безразмерные;   

2) в метрах;   

3) в паскалях. 

10 В чем измеряются поперечные деформации: 

1) они безразмерные;   

2) в метрах;   

3) в паскалях. 

11 В чем измеряются нормальные напряжения: 

1) в ньютонах;  

2) в паскалях;   

3) они безразмерные. 

12 В чем измеряется коэффициент Пуассона ν: 
1) он безразмерный;   

2) в метрах;   

3) в паскалях. 

13 В чем измеряется модуль Юнга Е:  

1) он безразмерный;   

2) в паскалях;  

3) в ньютонах. 

14 В чем измеряется модуль сдвига G:  

1) в паскалях;   

2) в ньютонах;   

3) он безразмерный. 

15 Модуль Юнга для стали: 

1) Е = 2 · 10
5

 Па;   

2) Е = 2 · 10
5

 МПа;   

3) Е = 2 МПа. 
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16 В каких пределах изменяется коэффициент Пуассона: 

1) 050  , ;   

2) 10  ;   

3) 500 , . 

17 При растяжении стержня возникает: 

1) продольная сила N; 

2) поперечная сила Qy;   

3) изгибающий момент Mx. 

18 Если N > 0, то участок стержня: 

1) растянут;   

2) сжат;   

3) изогнут. 

19 Если N < 0, то участок стержня: 

1) растянут;   

2) сжат;   

3) изогнут. 

20 Закон Гука при растяжении-сжатии: 

1)  E ;   

2) AN ;   

3)  G . 

21 Закон Гука при растяжении с учетом температуры: 

1)  E ;   

2) AN ;  3)  

TE  . 

22 Связь напряжений и внутренних усилий при растяжении: 

1)   E ;   

2) AN ;   

3) TE  .  

23 Закон Гука при растяжении-сжатии связывает: 

1) продольную силу и приращение длины стержня;  

2) продольную и поперечную деформации;  

3) нормальное напряжение и продольную деформацию. 

24 Продольная и поперечная деформации имеют знаки:  

1) одинаковые;  

2) противоположные;  

3) возможны и одинаковые, и противоположные.  
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25 Продольная деформация при растяжении:  

1) x ;   

2)   l l ;   

3) AN .  

26 Поперечная деформация при растяжении:  

1) x ;   

2)   l l ;   

3) AN . 

27 Параметр упругости, связывающий продольные и поперечные 

деформации:  

1) модуль Юнга Е;  

2) коэффициент Пуассона ν;  
3) модуль сдвига G. 

28 Удлинение участка стержня при растяжении:  

1)   l l ;   

2) x ;   

3) 
EA

lN
l  . 

29 При растяжении стержня нормальные напряжения максимальны: 

1) на контуре сечения;   

2) в центре тяжести сечения; 

3) во всех точках сечения одинаковы.  

30 Нормальные напряжения на косых площадках: 

1) 


 2
2
sin ;   

2)  ;  

3) 
2

cos .       

31 Касательные напряжения на косых площадках: 

1) 2 ;   

2) 
2

cos ;   

3) 


 2
2
sin . 

32 В поперечных сечениях стержня при растяжении:  

1)  ,  0 ;   

2) 0 ,  0 ;  

3) 2 ,  2 .  
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33 В продольных сечениях стержня при растяжении: 

1)  ,  0 ;   

2) 0 ,  0 ;   

3) 2 ,  2 . 

34 На косых площадках (α = 45
о

) при растяжении:  

1)  ,  0 ;   

2) 0 ,  0 ;   

3) 2 ,  2 . 

35 При сжатии нормальные напряжения максимальны в сечении: 

1) продольном (α = 90
о

);  

2) поперечном (α = 0
о

);   

3) косом (α = 45
о

). 

36 При сжатии касательные напряжения максимальны в сечении: 

1) продольном (α = 90
о

);   

2) поперечном (α = 0
о

);  

3) косом (α = 45
о

). 

37 Потенциальная энергия деформации при растяжении: 

1) 
EA

lN
U

2

2

 ;   

2) 
GA

hQ
U

2

2

 ;   

3) )/(
2

pz GJlMU 2 .  

38 Жесткость поперечного сечения при растяжении-сжатии: 

1) EA;   

2) GA;   

3) GJp. 

39 Условие прочности при растяжении-сжатии: 

1) ][ AN ;   

2) ][ AQ ;   

3) ][ pz WM . 

40 При поверочном расчете: 

1) проверяется выполнение условия прочности; 

2) подбираются размеры поперечного сечения; 

3) определяется грузоподъемность. 

 



318 14  ТЕСТОВЫЕ  ЗАДАНИЯ 

 

41 При проектном расчете: 

1) проверяется выполнение условия прочности; 

2) подбираются размеры поперечного сечения; 

3) определяется грузоподъемность.  

42 Коэффициент запаса прочности принимает значения: 

1) 10  n ;    

2) 1n ;   

3) 2n . 

43 Коэффициент запаса определяется отношением:  

1) ][ yn ;   

2) ][ en ;   

3) ][ prn . 

44 При допускаемой нагрузке [F] напряжение в опасной точке равно:  

1) допускаемому напряжению [σ]; 

2) пределу текучести σy ; 

3) пределу прочности σu.  

45 При опасной нагрузке Fy напряжение в опасной точке равно:  

1) допускаемому напряжению [σ]; 

2) пределу текучести σy ; 

3) пределу прочности σu.  

46 При предельной нагрузке Flim напряжения в стержне равны: 

1) допускаемому напряжению [σ]; 

2) пределу текучести σy ; 

3) пределу прочности σu.  

47 После предела пропорциональности σpr начинается:  

1) разрушение образца;      

2) нелинейность диаграммы σ ~ ε; 
3) появление пластических деформаций. 

48 После предела упругости σe начинается: 

1) разрушение образца;      

2) нелинейность диаграммы σ ~ ε; 
3) появление пластических деформаций. 

49 После предела прочности σu начинается: 

1) разрушение образца;      

2) нелинейность диаграммы σ ~ ε; 
3) появление пластических деформаций. 

50 Площадка текучести характерна:  

1) для пластичных металлов;   

2) легированных сталей;   

3) чугунов. 
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51 При наклепе предел текучести σy: 

1) не изменяется;   

2) увеличивается;   

3) уменьшается.  

52 При растяжении образца шейка появляется после: 

1) предела пропорциональности σpr; 

2) предела текучести σy;      

3) предела прочности σu. 

53 Эффект Баушингера возникает при нагружении образца: 

1) из естественного состояния; 

2) в упругой области; 

3) после предварительного пластического деформирования.  

54 На прямолинейном участке диаграммы растяжения: 

1) Gtg ;   

2) Etg ;   

3) tg . 

55 Относительное остаточное удлинение образца при разрыве:  

1) %100



0

01

l

ll

r
;   

2) %100



0

10

A

AA

r
;   

3) a = AW .  

56 Относительное остаточное сужение образца при разрыве:  

1) %100



0

01

l

ll

r
;   

2) %100



0

10

A

AA

r
;   

3) a = AW .  

57 Ударная вязкость материала:  

1) %100



0

01

l

ll

r
;   

2) %100



0

10

A

AA

r
;   

3) a = AW .  

58 Ударная вязкость материала препятствует:  

1) динамическому разрушению образца; 

2) появлению эффекта Баушингера; 

3) возникновению площадки текучести. 
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59 Диаграмма Прандтля характерна:  

1) для хрупких материалов;      

2) идеально пластических материалов; 

3) упрочняющихся материалов.  

60 У статически неопределимой системы количество уравнений 

равновесия: 

1) больше числа наложенных связей;  

2) равно числу наложенных связей;  

3) меньше числа наложенных связей.  

61 У статически неопределимой системы число неизвестных  

реакций: 

1) больше количества уравнений равновесия; 

2) равно количеству уравнений равновесия; 

3) меньше количества уравнений равновесия.  

62 При сдвиге возникают напряжения:  

1) касательные;      

2) нормальные; 

3) нормальные и касательные. 

63 Закон Гука при сдвиге: 

1)  E ;    

2) AQ ;   

3)  G .  

64 Напряжения и внутренние усилия при сдвиге связаны соотношением: 

1) AN ;   

2)  G ;   

3) AQ . 

65 Потенциальная энергия деформации при сдвиге: 

1) )(
2

pz GJlMU 2 ;   

2) )( EAlNU 2
2 ;   

3) )( GAhQU 2
2 . 

66 Жесткость поперечного сечения при сдвиге: 

1) EA;   

2) GA;   

3) GJp. 

67 Условие прочности при сдвиге: 

1) ][ AN ;   

2) ][ pz WM ;   

3) ][ AQ .               



14.1 Введение в сопротивление материалов.  Растяжение, сжатие и кручение стержней 321 

 

68 Поперечные сечения круглого стержня при кручении:  

1) искривляются; 

2) поворачиваются как жесткие диски; 

3) наклоняются к оси стержня под углом 45
о

.  

69 Закон Гука при кручении: 

1)  E ;    

2)  G ;   

3)  G . 

70 Связь напряжений и внутренних усилий при кручении:  

1) AN ;   

2)  G ;   

3) 
p

z

J

M
. 

71 Полярный момент инерции сечения: 

1) 

A

p
dAJ
2

;   

2)  G ;   

3) 
max pp JW . 

72 Полярный момент сопротивления сечения: 

1) 

A

p dAJ
2

;   

2) 
max pp JW ;   

3) 32
4
dJp  . 

73 Полярный момент инерции круга: 

1) 16
3
dWp  ;   

2) 32
4
dJp  ;   

3) 64
4
dJx  .  

74 Полярный момент сопротивления круга: 

1) 16
3
dWp  ;   

2) 32
4
dJp  ;   

3) 64
4
dJx  . 
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75 Потенциальная энергия деформации при кручении: 

1) 
EA

lN
U

2

2

 ;   

2) 

p

z

GJ

lM
U

2

2

 ;   

3) 
GA

hQ
U

2

2

 . 

76 Жесткость поперечного сечения при кручении: 

1) EA;   

2) GA;   

3) GJp. 

77 Относительный угол закручивания: 

1) 

p

z

GJ

M
 ;  

2) ll ;   

3) 

p

z

GJ

lM
 .           

78 Полный угол закручивания:  

1) 

p

z

GJ

M
 ;   

2) 

p

z

GJ

lM
 ;   

3) 
EA

lN
l  .    

79 Условие прочности при кручении:  

1) ][ AN ;   

2) ][ pz WM ;   

3) ][ AQ . 

80 Условие жесткости при кручении: 

1) ][ AN ;   

2) ][
p

z

GJ

M
;   

3) ][ pz WM .    
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81 При кручении круглого стержня касательные напряжения 

максимальны:  

1) на контуре сечения;     

2) в центре тяжести сечения; 

3) во всех точках сечения одинаковы. 

82 Где касательные напряжения при кручении максимальны ? 

Mz

1

2

3

        

83 Где касательные напряжения при кручении максимальны ? 

1

2

3

Mz         

 

14.2 Геометрические характеристики плоских сечений. Изгиб  

1 Статический момент относительно оси x: 

1) 
A

x ydAS ;        

2) 
A

x dAyJ
2

; 

3) 

maxy

J
W

x

x  . 

y

y

xx

AdA

0  

2 Статический момент Sy изображенного сечения: 

1) 
2

2
hb

Sy  ;  

2) 
4

2
hb

Sy  ;  

3) 0yS .  
x

y

b

h

 

3 Статические моменты Sx, Sy равны нулю относительно: 

1) главных осей инерции;  

2) центральных осей инерции;  

3) декартовых осей координат.  
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4 Статический момент Sх изображенного сечения:  

1) 
2

2
bh

Sx  ; 

2) 
4

2
bh

Sx  ; 

3) 0xS .  

x

y

b

h

С

 

5 Координаты центра тяжести плоского сечения:  

1) maxyJW xx  ,  
maxxJW yy  ;  

2) maxyWJ xx  ,   
maxxWJ yy  ; 

3) ASx yC  ,  ASy xC  .  

6 Статические моменты плоского сечения: 

1) maxyWJ xx  ,   
maxxWJ yy  ; 

2) AyS Cx  , AxS Cy  ; 

3) maxyJW xx  ,  
maxxJW yy  .  

7 Размерность статических моментов Sx, Sy: 

1) м
3

;    

2) м
4

;   

3) они безразмерны. 

8 Статический момент при параллельном переносе оси х: 

1) AaJJ xx

2

1
 ; 

2) aASS xx 
1

; 

3) abAJJ xyyx 
11

. 

y y

x

x

a

b

1

1

O

O

1

A

 

9 Статический момент равен нулю относительно оси: 

С

1

2

3 

10 Момент инерции относительно оси x:  

1) 
A

x dAyJ
2

;    

2) 
A

x ydAS ; 

3) 

maxy

J
W

x

x  . 

 

y

y

xx

AdA

0  
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11 Центробежный момент инерции:  

1) 
A

x dAxJ
2

;     

2) 
A

x dAyJ
2

;  

3) 
A

xy xydAJ . 

y

y

xx

AdA

0  

12 Укороченные формулы для осевого момента инерции при пере-

носе оси  x: 

1) AaJJ xx

2

1
 ; 

2) aASS xx 
1

; 

3) abAJJ xyyx 
11

. 

С

1

y y

x

x

a

b

1

1

O

A

 

13 Укороченные формулы для центробежного момента инерции:  

1) abAJJ xyyx 
11

; 

2)
1

2 
y y
J J b A ; 

3) 
1

2 
x x
J J a A .  

С

1

y y

x

x

a

b

1

1

O

A

 

14 Укороченные
 
формулы

 
для моментов инерции применяются, 

 
если: 

1) новая система координат главная; 

2) старая система координат главная; 

3) старая система координат центральная.  

15 Главные центральные оси инерции – это: 

1) оси инерции, проходящие через центр тяжести сечения; 

2) главные оси, проходящие через центр тяжести сечения; 

3) ортогональные оси координат.  

16 В главных осях моменты инерции Jx, Jy: 

1) обращаются в нуль;   

2) экстремальны;   

3) равны между собой.  

17 При повороте осей момент инерции Ju: 

1)  22
2 sinsincos yxyxu JJJJ ; 

2)  22
2 cossinsin yxyxu JJJJ ; 

3)    22
2

1
sincos yxxyu JJJJ . 

u

v





y

x

A

0  
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18 При повороте осей центробежный момент инерции:  

1)  22
2 sinsincos yxyxu JJJJ ; 

2)  22
2 cossinsin yxyxv JJJJ ; 

3)    22
2

1
sincos yxxyuv JJJJ . 

u

v





y

x

A

0  

19 Осевой момент инерции Jx изображенного сечения: 

1) 
12

3
bh

Jx  ;     

2) 
6

3
bh

Jx  ;      

3) 
3

3
bh

Jx  . 

x

y

b

h

 

20 Осевой момент инерции Jу изображенного сечения:  

1) 
12

3
hb

Jy  ;     

2) 
3

3
hb

Jy  ;     

3) 
2

3
hb

Jy  .  

x

y

b

h

 

21 Осевой момент инерции Jx изображенного сечения:  

1) 
3

3
bh

Jx  ; 

2) 
6

3
bh

Jx  ;      

3) 
12

3
bh

Jx  .  

x

y

b

h

С

 

22 Центробежный момент инерции Jxy в главных осях: 

1) минимален;    

2) максимален;      

3) равен нулю. 

23 Осевой момент инерции Jу изображенного сечения:  

1) 
12

3
hb

Jy  ;   

2) 
3

3
hb

Jy  ;   

3) 0yJ . 

x

y

b

h

С
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24 Центробежный момент инерции изображенного сечения:  

1) 
12

3
hb

Jxy  ; 

2) 
12

3
bh

Jxy  ; 

3) 0xyJ . 

x

y

b

h

С

 

25 Осевой момент инерции Jx изображенного сечения:  

1) 0xyJ ; 

2) 
32

4
d

Jx


 ;  

3) 
64

4
d

Jx


 . 

x

y

d

 

26 Центробежный момент инерции изображенного сечения:  

1) 
16

4
d

Jxy


 ; 

2) 
32

4
d

Jxy


 ; 

3) 0xyJ . 

x

y

d
 

27 При повороте осей сумма осевых моментов инерции:  

1) уменьшается;   

2) увеличивается;   

3) не изменяется.  

28 Формула для угла поворота в главные оси инерции: 

1) 000
22  cossinsin ; 

2)    22
2

1
sincos yxxyuv JJJJ ;      

3) 

xy

xy

JJ

J



2

2
0

tg . 

29 Распределенная
 
нагрузка

 
и

 
изгибающий

 
момент

 
связаны

 
зависимостью: 

1) 
2

2

dz

Md
q

x ;   

2) 
dz

dM
Q

x

y  ;   

3) 
dz

dQ

q
y

 .  

30 Распределенная нагрузка и поперечная сила связаны формулой: 
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1) 
2

2

dz

Md
q

x ;   

2) 
dz

dM
Q

x

y  ;   

3) 
dz

dQ

q
y

 . 

31 Поперечная сила и изгибающий момент связаны формулой: 

1) 
2

2

dz

Md
q

x ;   

2) 
dz

dM
Q

x

y  ;   

3) 
dz

dQ

q
y

 .  

32 Эпюра Qy имеет скачок в сечении, в котором действует: 

1) внешняя сосредоточенная сила; 

2) внешний изгибающий момент; 

3) распределенная нагрузка. 

33 Эпюра Mx имеет скачок в сечении, в котором действует: 

1) внешняя сосредоточенная сила; 

2) внешний изгибающий момент; 

3) распределенная нагрузка. 

34 Эпюра Mx ограничена параболой на участках, где действует: 

1) внешняя сосредоточенная сила; 

2) внешний изгибающий момент; 

3) распределенная нагрузка. 

35 При чистом изгибе в поперечных сечениях балки возникают: 

1) только изгибающие моменты Mx; 

2) только поперечные силы Qy; 

3) изгибающие моменты и поперечные силы.  

36 При поперечном изгибе в сечениях балки возникают: 

1) только изгибающие моменты Mx; 

2) только поперечные силы Qy; 

3) изгибающие моменты и поперечные силы. 

37 При чистом изгибе в поперечных сечениях действуют: 

1) только нормальные напряжения ; 

2) только касательные напряжения ; 
3) нормальные и касательные напряжения ( и ). 
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38 При поперечном изгибе в сечениях балки действуют: 

1) только нормальные напряжения ; 

2) только касательные напряжения ; 

3) нормальные и касательные напряжения ( и ). 

39 Закон Гука при изгибе: 

1) y
E


 ;   

2) y
J

M

x

x ;   

3) 
p

z

J

M
. 

40 Связь нормальных напряжений с изгибающим моментом: 

1) y
E


 ;   

2) y
J

M

x

x ;   

3) 
p

z

J

M
. 

41 Эпюра нормальных напряжений при изгибе:  

1) постоянна;   

2) линейна;   

3) ограничена параболой. 

42 Эпюра касательных напряжений при изгибе:  

1) постоянна;   

2) линейна;   

3) ограничена параболой. 

43 Максимальные нормальные напряжения при изгибе:  

1) в центре поперечного сечения; 

2) на внешних волокнах;      

3) во внутренних волокнах. 

44 Максимальные касательные напряжения при изгибе:  

1) в центре поперечного сечения; 

2) на внешних волокнах;      

3) во внутренних волокнах. 
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45 Максимальные нормальные напряжения при изгибе: 

1) 
pz WMmax ;   

2) 
A

N
max ;   

3) 

x

x

W

M
max . 

46 Потенциальная энергия деформации при изгибе:  

1) 
l

p

z

GJ

dzM
U

2

2

;   

2) 
l
EA

dzN
U

2

2

;   

3) 
l

x

x

EJ

dzM
U

2

2

. 

47 Касательные напряжения при поперечном изгибе: 

1) y
E


 ;   

2) 

*

y x

x

Q S

J b

  ;   

3) AQy . 

48 Формула Журавского:  

1) AaJJ xx

2

1
 ;   

2) 
bJ

SQ

x

*

xy

 ;   

3) 
p

z

J

M
. 

49 При поперечном изгибе нарушается гипотеза: 

1) малости деформаций;      

2) плоских сечений;      

3) принцип Сен-Венана. 

50 Условие прочности при изгибе: 

1) 
x

x

M
R

W

   ;   

2) 
N

R

A

   ;   

3) 
z

s

p

M
R

W

   . 
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51 Условие прочности по касательным напряжениям при изгибе: 

1)  
x

x

W

M
;   

2)  



x

*

xy

J

SQ
;   

3)  
p

z

W

M
. 

52 Дифференциальное уравнение упругой линии балки: 

1) 

x

x

EJ

M



1

;   

2) 

  232
1

1

y

y







;   

3) 

x

x

EJ

M
y  . 

53 Формулы  для нормальных напряжений являются точными: 

1) всегда;  

2) где Q = const;  

3) где Q изменяется линейно;  

54 Дифференциальное уравнение упругой линии гибких балок:  

1) 

x

x

EJ

M



1

;   

2) 

  x

x

EJ

M

y

y





232

1

;   

3) 
x x

y M EJ  . 

55 Дифференциальное уравнение упругой линии при наличии рас-

пределенной нагрузки:  

1) второго порядка;   

2) третьего порядка;   

3) четвертого порядка. 

56 Дифференциальное уравнение упругой линии при наличии по-

перечной силы: 

1) второго порядка;   

2) третьего порядка;   

3) четвертого порядка. 

57 Дифференциальное уравнение упругой линии при чистом изгибе: 

1) второго порядка;   

2) третьего порядка;   

3) четвертого порядка. 
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58 Метод начальных параметров удобен, если у балки: 

1) один характерный участок;  

2) несколько характерных участков;  

3) ось большой кривизны. 

59 Метод начальных параметров учитывает нагрузки:  

1) все;  

2) расположенные слева от сечения;     

3) расположенные справа от сечения. 

60 Предельное значение изгибающего момента: 

1) 
xyx WM  ;   

2) 
plypl WM  ;   

3)  /xx EJM . 

61 Пластический момент сопротивления: 

1) maxyJW xx  ;   

2) 
max pp JW ;   

3) 
21
SSWpl  . 

62 При предельном моменте напряжения равны σy: 

1) на внешних волокнах; 

2) в центре сечения;  

3) во всём сечении.  

63 В сечении с пластическим шарниром σ = σy: 

1) на внешних волокнах; 

2) в центре сечения;       

3) во всём сечении.  

64 Дифференциальное уравнение балки на упругом основании: 

1) 

x

x

EJ

M
y  ;   

2) 
yx QyEJ  ;   

3) 

xEJ

q
yky  4

4
IV

. 

65 Реакция основания модели Винклера: 

1) 
IV

x r
EJ y q q  ;   

2) qr = –y;   

3) 
xyx WM  . 
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66 Для бруса малой кривизны: 

1) 0

0




h
;   

2) 20

0

,


h
;   

3) 120

0





h

, .  

67 Для бруса большой кривизны: 

1) 0

0




h
;   

2) 20

0

,


h
;   

3) 120

0





h

, . 

68 Закон Гука для бруса большой кривизны: 

1) 
yr

Ey




0











0

0

11

rr
r ;   

2)  E ;   

3) Ey 









0

11

rr
. 

69 Закон Гука для бруса малой кривизны: 

1) 
yr

Ey




0











0

0

11

rr
r ;   

2) Ey 









0

11

rr
;   

3)  E . 

70 Нормальные напряжения в брусе большой кривизны: 

1) 

0



Ey

;   

2) Ey  0
1 1r r ;   

3)  = 

Ae

M
x

yr

y


0

.     
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71 Радиус кривизны нейтрального слоя кривого бруса: 

1) 20

0

,


h
;   

2) r0 = 
A

u

dA
A ;   

3) 

x

x

EJ

M



1

.  

 

14.3 Сложное сопротивление.  
Напряженное и деформированное состояния. 
Теории прочности и разрушения  

1 При косом изгибе нулевая линия: 

1) перпендикулярна плоскости изгибающего момента; 

2) параллельна ей;  

3) направлена под другим углом.  

2 При косом изгибе нулевая линия ближе к оси, относительно 

которой момент инерции: 

1) минимален;   

2) максимален;   

3) равен нулю. 

3 При косом изгибе нулевая линия проходит: 

1) вне сечения;  

2) через центр тяжести сечения; 

3) пересекая сечение, но вне центра тяжести. 

4 Нормальные напряжения при косом изгибе: 

1)  E ;  

2) y
J

M

A

N

x

x ;   

3) x
J

M

y
J

M

y

y

x

x  . 

5 Уравнение нулевой линии при косом изгибе: 

1) 0 x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x
;    

2) 0 y
J

M

A

N

x

x
;   

3) 0 x
J

M

y
J

M

y

y

x

x
. 
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6 Примерное положение нулевой линии при косом изгибе: 

M

1

2

3  

7 Нулевая
 
линия при внецентренном сжатии в точке А:  

A

1
23  

8 Нулевая линия касается ядра сечения, если сила приложена: 

1) в самой удаленной точке сечения; 

2) в ядре сечения;     

3) на границе ядра сечения. 

9 Если сила на границе ядра сечения, то нулевая линия: 

1) проходит вне сечения;  

2) касается сечения;     

3) пересекает сечение. 

10 Если сила приложена в ядре сечения, то нулевая линия:  

1) проходит вне сечения; 

2) касается сечения;     

3) пересекает сечение. 

11 Если сила приложена вне ядра сечения, то нулевая линия:  

1) проходит вне сечения; 

2) касается сечения;     

3) пересекает сечение. 

12 Нулевая линия пересекает ядро сечения: 

1) это невозможно, если сила приложена в сечении; 

2) возможно, если сила приложена в центре тяжести; 

3) возможно, если сила приложена на контуре сечения. 

13 При приближении силы к центру тяжести нулевая линия: 

1) касается ядра сечения; 

2) касается контура сечения;     

3) уходит в бесконечность.  
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14 Уравнение нулевой линии при внецентренном растяжении: 

1) 0 x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x
;   

2) 0 y
J

M

A

N

x

x
;   

3) 0 x
J

M

y
J

M

y

y

x

x
. 

15 Нормальные напряжения при внецентренном растяжении: 

1) x
J

M

y
J

M

A

N

y

y

x

x  ;   

2) y
J

M

A

N

x

x ;   

3) x
J

M

y
J

M

y

y

x

x  . 

16 Знаки у продольной силы и напряжения в ядре сечения: 

1) противоположные;  2) одинаковые;  3) возможны оба варианта. 

17 При внецентренном растяжении нормальные напряжения 

максимальны: 

1) в центре сечения;     

2) на границе ядра сечения;  

3) в самой удаленной от нулевой линии точке. 

18 Количество независимых компонент тензора напряжений: 

1) три;   

2) шесть;  

3) девять. 

19 Количество независимых компонент тензора деформаций: 

1) три;   

2) шесть;   

3) девять. 

20 На главных площадках тензора напряжений:  

1) нормальные напряжения равны нулю; 

2) касательные напряжения равны нулю; 

3) и те, и другие экстремальны. 

21 В главных осях тензора напряжений:  

1) нормальные напряжения экстремальны; 

2) касательные напряжения экстремальны; 

3) октаэдрические напряжения экстремальны.  
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22 Нормальные напряжения на октаэдрических площадках: 

1) σ = 
3

1
(σ1 + σ2 + σ3);   

2)  E ;   

3) y
J

M

x

x . 

23 Касательные напряжения на октаэдрических площадках: 

1) τ = 
3

1
(σ1 + σ2 + σ3);     

2) τ = 
2

1
(σ1 – σ3); 

3) τ = 
3

1
((σ1 – σ2)

2

 + (σ2 – σ3)
2

 + (σ3 – σ1)
2

)
1/2

. 

24 Максимальные касательные напряжения:  

1) τ = 
3

1
((σ1 – σ2)

2

  + (σ2 – σ3)
2

 + (σ3 – σ1)
2

)
1/2

; 

2) 
bJ

SQ

x

*

xy

 ;       

3) τ = 
2

1
(σ1 – σ3).  

25 Касательные напряжения максимальны на площадках: 

1) главных тензора напряжений;      

2) октаэдрических;  

3) равнонаклоненных к первой и третьей главным осям. 

26 Площадки с τmax равнонаклонены: 

1) к главным осям инерции;      

2) трем главным осям тензора напряжений; 

3) первой и третьей главным осям тензора напряжений 

27 Площадка с τmax при плоском напряженном состоянии: 

1) параллельна главной;      

2) перпендикулярна главной;  

3) наклонена к главной под углом 45
о

.  

28 Уравнение эллипсоида напряжений: 

1) EJxy" = Mx;        

2) σ
3
 – J1σ

2
 + J2σ – J3 = 0; 

3) 










2

1

1
p













2

2

2
p

2

3

3











p

= 1. 

29 Вековое уравнение для главных напряжений: 

1) EJxy" = Mx;        

2) σ
3
 – J1σ

2
 + J2σ – J3 = 0; 

3) 










2

1

1
p













2

2

2
p

2

3

3











p

= 1. 



338 14  ТЕСТОВЫЕ  ЗАДАНИЯ 

 

30 Первый инвариант тензора напряжений: 

1) J1 = σ1 + σ2 + σ3;   

2) J1 = σ1σ2σ3;   

3) J1 = σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1. 

31 Второй инвариант тензора напряжений: 

1) J2 = σ1 + σ2 + σ3;   

2) J2 = σ1σ2σ3;   

3) J2 = σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1. 

32 Третий инвариант тензора напряжений: 

1) J3 = σ1 + σ2 + σ3;   

2) J3 = σ1σ2σ3;   

3) J3 = σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1. 

33 Первый инвариант тензора деформаций: 

1) I1 = ε1ε2 + ε2ε3 + ε3ε1;   

2) I1 = ε1ε2ε3;   

3) I1 = ε1 + ε2 + ε3.   

34 Второй инвариант тензора деформаций: 

1) I2 = ε1ε2 + ε2ε3 + ε3ε1;   

2) I2 = ε1ε2ε3;   

3) I2 = ε1 + ε2 + ε3.   

35 Третий инвариант тензора деформаций: 

1) I2 = ε1ε2 + ε2ε3 + ε3ε1;   

2) I2 = ε1ε2ε3;   

3) I2 = ε1 + ε2 + ε3.   

36 Величина объемной деформации: 

1) θ = ε1ε2 + ε2ε3 + ε3ε1;   

2) θ = ε1ε2ε3;   

3) θ = ε1 + ε2 + ε3.   

37 Для плоского напряженного состояния: 

1) одно главное напряжение равно нулю; 

2) два главных напряжения равны нулю; 

3) три главных напряжения не равны нулю. 

38 В главных осях тензора деформаций:  

1) линейные деформации равны нулю; 

2) линейные деформации экстремальны; 

3) сдвиговые деформации экстремальны. 

39 Главные оси тензора напряжений и упругих деформаций: 

1) совпадают; 

2) взаимно перпендикулярны; 

3) составляют угол 45
о

. 
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40 Обобщенный закон Гука для εx: 

1) εx =   zyx
E


1

;        

2) εx =   xzó
E


1

; 

3)  E . 

41 Полная потенциальная энергия деформации: 

1) U0 =  222

6

1
)()()( 133221




E
; 

2) U0 =   2
3

6

21



21

E
; 

3) U0 =   
133221321

 2
2

1 222

E
. 

42 Потенциальная энергия изменения формы: 

1) Ud =  222

6

1
)()()( 133221



E

; 

2) Ud =   2
321

6

21



E

; 

3) Ud =   
133221321

 2
2

1 222

E
. 

43 Потенциальная энергия изменения объема: 

1) Uv =  222

6

1
)()()( 133221



E

; 

2) Uv =   2
321

6

21



E

; 

3) Uv =   
133221321

 2
2

1 222

E
. 

44 У равноопасных состояний одинаковы: 

1) максимальные напряжения;  

2) максимальные деформации;     

3) коэффициенты запаса.  

45 В качестве эквивалентного принимается напряжение: 

1) при растяжении;   

2) кручении;   

3) изгибе. 

46 Какая из приведенных первая теория прочности: 

1) σred =  321   ≤ [σ];  

2) σred = σ1 ≤ [σ];  

3) σred = σ1 – σ3 ≤ [σ]. 
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47 Какая из приведенных вторая теория прочности: 

1) σred =  321   ≤ [σ];  

2) σred = σ1 ≤ [σ];  

3) σred = σ1 – σ3 ≤ [σ]. 

48 Какая из приведенных третья теория прочности: 

1) σred =  321   ≤ [σ];  

2) σred = σ1 ≤ [σ];  

3) σred = σ1 – σ3 ≤ [σ]. 

49 Какая из приведенных четвертая теория прочности: 

1) σred =   222

2

2
)()()( 133221

; 

2) σred = σ1 – kσ3 ≤ [σ];        

3) σred = σ1 – σ3 ≤ [σ]. 

50 Какая из приведенных пятая теория прочности: 

1) σred = σ1 – kσ3  ≤ [σ];   

2) σred = σ1 – σ3 ≤ [σ];   

3) σred = σ1 ≤ [σ]. 

51 Третья теория прочности появление пластических деформа-

ций связывает: 

1) с потенциальной энергией; 

2) максимальными касательными напряжениями; 

3) максимальными нормальными напряжениями. 

52 Четвертая теория прочности появление пластических дефор-

маций связывает: 

1) с потенциальной энергией; 

2) максимальными касательными напряжениями; 

3) ростом трещин.  

53 В теории прочности Мора учитывается: 

1) влияние σ2; 

2) условие роста трещины; 

3) различное сопротивление растяжению и сжатию. 

54 Критерий Гриффитса устанавливает условие: 

1) появления пластических деформаций; 

2) роста трещины; 

3) разрушения образца.  

55 Теория прочности Треска – Сен-Венана для изгиба с кручением: 

1) σred =
22

3 ≤ [σ];   

2) σred =
22

4 ≤ [σ];   

3) σred= σ1 ≤ [σ]. 
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56 Энергетическая теория прочности для изгиба с кручением: 

1) σred =
22

3 ≤ [σ];   

2) σred =
22

4 ≤ [σ];   

3) σred= σ1 ≤ [σ]. 

57 Условие роста трещины определяется: 

1) теорией Мора; 

2) теорией Хубера – Мизеса – Хенки;      

3) критерием Гриффитса. 

58 Критерий Гриффитса: 

1) σred = 
22

3  ≤ [σ];   

2) σred = 
22

4  ≤ [σ];   

3) l   
2

2



E
. 

59 В критерии Гриффитса параметр 2l обозначает: 

1) длину трещины;      

2) площадь трещины;  

3) энергию создания единицы свободной поверхности. 

 

14.4 Перемещения в стержневых системах. 
Устойчивость сжатых стержней  

1 Формула Мора в общем случае плоской задачи: 

1) dz
EJ

MM

l

F ;      

2) dz
EA

NN
dz

GA

QQ
dz

EJ

MM

l

F

l

F

l

F  


 ; 

3) dz
EA

NN
dz

GA

QQ

l

F

l

F  


 . 

2 Формула Мора для определения перемещений в балках при изгибе: 

1) dz
EJ

MM

l

F ;   

2) dz
EA

NN

l

F ;   

3) dz
GA

QQ

l

F


 . 
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3 Правило Верещагина справедливо: 

1) для любых эпюр; 

2) только если обе перемножаемые эпюры прямолинейны; 

3) если хотя бы одна из эпюр прямолинейна. 

4 Правило Верещагина справедливо: 

1) для прямолинейных участков произвольной жесткости; 

2) для прямолинейных участков постоянной жесткости; 

3) для криволинейных участков постоянной жесткости. 

5 Перемещение, получаемое перемножением указанных эпюр: 

1) положительное; 

2) отрицательное; 

3) нулевое.   

М

М

F

 

6 Перемещение, получаемое перемножением указанных эпюр:  

1) положительное; 

2) отрицательное; 

3) нулевое. 

М

М

F

 

7 Перемещение, получаемое перемножением указанных эпюр:  

1) положительное; 

2) отрицательное; 

3) нулевое. 

 

М

М

F

 

8 Значение предельной гибкости λE получено из условия: 

1) σ ≤ σy;   

2) σ ≤ σu;   

3) σ ≤ σpr.  

9 Величина предельной гибкости:  

1) 

u

E

E


 ;   

2) 

y

E

E


 ;   

3) 

pr

E

E


 . 
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10 Формула Эйлера: 

1) AF ycr  ;   

2)  bacr ;   

3) 
2

2

)( l

EJ
Fcr




 .  

11 Формула Ясинского: 

1) 
2

2

)( l

EJ
Fcr




 ;   

2)  bacr ;   

3) AF ycr  .  

12 Условие устойчивости:   

1) 
2

2

)( l

EJ
Fcr




 ;   

2) ][ AN ;   

3) ][ AN . 

13 Формула Ясинского для стального стержня справедлива:  

1) при 0 < λ ≤ 40;   

2) 40 < λ ≤ 100;   

3) λ ≥ 100.  

14 Формула Эйлера для стального стержня справедлива:  

1) при 0 < λ ≤ 40;   

2) 40 < λ ≤ 100;   

3) λ ≥ 100.  

15 Формула Fcr = yA  для стального стержня справедлива:  

1) при 0 < λ ≤ 40;   

2) 40 < λ ≤ 100;   

3) λ ≥ 100.  

16 При гибкости стального стержня λ ≥ 100 σcr определяется: 

1) формулой Эйлера;  

2) формулой Ясинского;  

3) формулой σcr = σy. 

17 При гибкости стального стержня 40 < λ ≤ 100 σcr определяется: 

1) формулой Эйлера;  

2) формулой Ясинского;  

3) формулой σcr = σy. 
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18 Коэффициент приведения длины стержня μ определяется: 

1) гибкостью λ;       
2) условиями закрепления стержня; 

3) величиной критической силы. 

19 В формуле Эйлера параметр μ – это:  

1) гибкость стержня;       

2) коэффициент приведения длины стержня; 

3) коэффициент продольного изгиба. 

20 В условии устойчивости параметр φ – это: 

1) гибкость стержня;  

2) коэффициент продольного изгиба;  

3) коэффициент приведения длины стержня.  

21 Параметр λ – это: 

1) гибкость стержня; 

2) коэффициент продольного изгиба;  

3) коэффициент приведения длины стержня.  

22 Коэффициент φ с уменьшением гибкости стержня λ: 
1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

23 Коэффициент φ с увеличением гибкости стержня λ: 
1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

24 При уменьшении гибкости стержня  σcr Ясинского: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

25 При увеличении гибкости стержня  σcr Ясинского: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

26 Гибкость стержня: 

1) 
i

l
 ;   

2) 
2

2

)( l

EJ
Fcr




 ;   

3) ][
A

N
. 
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27 Момент инерции в формуле Эйлера:  

1) J = Jmin;   

2) J = Jmax;   

3) J = (Jmin + Jmax)/ 2. 

28 При увеличении длины стержня Fcr Эйлера: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

29 При уменьшении длины стержня Fcr Эйлера: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

30 При увеличении поперечных размеров стержня Fcr Эйлера: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

31 При уменьшении поперечных размеров стержня Fcr Эйлера: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

32 Параметр μ для указанного стержня:  

1) μ = 0,5; 

2) μ = 1; 

3) μ = 2.  

F

l

 

33 Параметр μ для указанного стержня:  

1) μ = 0,7; 

2) μ = 1; 

3) μ = 2.  

F

l

 

34 Параметр μ для указанного стержня:  

1) μ = 0,5; 

2) μ = 0,7; 

3) μ = 2. 

F

l

 

35 Параметр μ для указанного стержня:  

1) μ = 0,5; 

2) μ = 0,7; 

3) μ = 1. 

F

l
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36 Если выполнено условие прочности, то условие устойчивости: 

1) выполняется;   

2) не выполняется;   

3) может не выполняться. 

37 Если выполнено условие устойчивости, то условие прочности:  

1) выполняется;   

2) не выполняется;   

3) может не выполняться. 

38 Параметр Mп при продольно-поперечном изгибе: 

1) полный изгибающий момент;      

2) поперечный изгибающий момент; 

3) продольный изгибающий момент. 

39 Приближенная формула изгибающего момента при продольно-

поперечном изгибе:  

1) 
2

1 2

2

cos

cos

klq
M

k kl


 ;   

2) 

crFF

M
M

/

п



1

;   

3) 8
2
/qlM  . 

40 Приближенная  формула  для  напряжений  при  продольно-

поперечном изгибе: 

1) 
)/(

п

crFFW

M

A

F




1
;   

2) 

y

y

x

x

W

M

W

M

A

F
 ;   

3)  E . 

41 Дифференциальное уравнение упругой линии балки при про-

дольно-поперечном изгибе: 

1) xMyEI  ;   

2) 
EJ

M
yky

п 2
;   

3) 0
2  yky . 

42 Приближенный метод решения задач продольно-поперечного 

изгиба предполагает:  

1) последовательные приближения; 

2) аппроксимацию прогибов синусоидой; 
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3) подобие эпюр моментов и перемещений. 

43 График зависимости напряжений от сжимающей силы при 

продольно-поперечном изгибе: 

    0

F



1

23

 

44 При продольно-поперечном изгибе коэффициент запаса прини-

мается по допустимым: 

1) силам;   

2) напряжениям;   

3) деформациям. 

45 Поперечный момент Mп при уменьшении сжимающей силы F 

(продольно-поперечный изгиб):   

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

46 Поперечный момент Mп при увеличении сжимающей силы F 

(продольно-поперечный изгиб):   

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

 

14.5 Динамика. Циклические напряжения. Контактная задача  

1 Гипотезы предполагают, что удар: 

1) абсолютно упругий;  

2) абсолютно неупругий;  

3) упругопластический. 

2 Эпюра динамических перемещений при ударе:  

1) совпадает со статической;     

2) подобна статической; 

3) обратно пропорциональна статической. 

3 Динамический коэффициент при ударе:   

1) 

st

d
w

h
k

2
11  ;   

2)  bacr ;   

3) 
22

1

1


dk . 
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4 Динамический коэффициент при ударе по массивной системе:  

1) 

st

d
w

h
k

2
11  ;   

2) 
)( PQw

h
k

st

d 


1

2
11 ;   

3) 2dk . 

5 Динамический коэффициент при мгновенной нагрузке:  

1) std whk 211  ;   

2) 2dk ;   

3) 
Pl

hEA
kd

2
11  . 

6 Динамический коэффициент при ударе с ростом жесткости 

системы: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним.  

7 Динамический
 
коэффициент при ударе с уменьшением жестко-

сти системы: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним.  

8 Динамический коэффициент при продольном ударе:  

1) 2dk ;   

2) 
Pl

hEA
kd

2
11  ;   

3) 

st

d
w

h
k

2
11  .  

9 При уменьшении wst динамический коэффициент:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним.  

10 Величина динамического коэффициента при ударе: 

1) 2dk ;   

2) 1dk ;   

3) 0dk . 
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11 С увеличением wst динамический коэффициент при ударе:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним.  

12 При уменьшении массы системы динамический коэффициент 

при ударе: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним.  

13 При увеличении массы системы динамический коэффициент 

при ударе: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним.  

14 Дифференциальное уравнение свободных колебаний:  

1) 0
2

2

2

 w

dt

wd
;  

2) tqw

dt

wd
 sin

2

2

2

;  

3) 0
2

2

2

 ww

dt

wd  . 

15 Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний:  

1) 0
2

2

2

 w

dt

wd
;  

2) tqw

dt

wd
 sin

2

2

2

;  

3) 0
2

2

2

 ww

dt

wd  . 

16 Дифференциальное уравнение свободных колебаний в среде с 

сопротивлением: 

1) 0
2

2

2

 w

dt

wd
;  

2) tqw

dt

wd
 sin

2

2

2

;  

3) 0
2

2

2

 ww

dt

wd  . 
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17 Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний в среде с 

сопротивлением: 

1) tqw

dt

wd
 sin

2

2

2

;   

2) tqww

dt

wd
 sin

2

2

2

 ; 

3) 0
2

2

2

 ww

dt

wd  . 

18 Уравнение свободных колебаний: 

1) )cos( BtAw  ;     

2) t
q

BtAw 


 sin)cos(
22

;   

3) )cos( BtAew
nt  

1
. 

19 Уравнение вынужденных колебаний: 

1) )cos( BtAw  ;      

2) t
q

BtAw 


 sin)cos(
22

; 

3) )cos( BtAew
nt  

1
. 

20 Уравнение свободных колебаний в среде с сопротивлением: 

1) )cos( BtAw  ;     

2) t
q

BtAw 


 sin)cos(
22

; 

3) )cos( BtAew
nt  

1
. 

 

21 Частота свободных колебаний: 

1) 



P

g
;   

2) 30n ;   

3) PSgq  . 

22 Уравнение вынужденных колебаний в среде с сопротивлением: 

1) t
q

BtAw 


 sin)cos(
22

;      

2) )cos( BtAew
nt  

1
; 

3) )cos( BtAew
nt  

1
+ )sin( tA

0 . 
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23 Частота свободных колебаний в среде с сопротивлением: 

1) 



P

g
;   

2) 30n ;   

3) 
222

1
n . 

24 Параметр вязкости среды:  

1) 
P

g
n


2 ;   

2) q Sg P ;   

3) 
222

1
n . 

25 Амплитуда вынужденных колебаний: 

1) A0 = 
22 

q
;   

2) 
P

g
n


2 ;   

3) PSgq  . 

26 Амплитуда вынужденных колебаний в среде с сопротивлением: 

1) A0 = 
22 

q
;   

2) 

4

22
2

2

2

0

4
1






















n

S
A ;   

3) Pgn 2 . 

27 Сила сопротивления среды пропорциональна: 

1) прогибу;   

2) скорости;   

3) ускорению. 

28 Период свободных колебаний без учета сопротивления среды: 

1)  2T ;   

2) 
222

1
n ;   

3) Pgn 2 . 
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29 Период свободных колебаний в среде с сопротивлением: 

1) 




2

T ;   

2) 
222

1
n ;   

3) 

22

1

2

n

T




 .  

30 Динамический коэффициент вынужденных колебаний:   

1) 
22

1

1


dk ;   

2) 

st

d
w

h
k

2
11  ;   

3) 2dk .  

31 Динамический коэффициент в среде с сопротивлением: 

1) 
22

1

1


dk ;   

2) 
222

1
n ;   

3) 

4

22
2

2

2
4

1

1





















n

kd . 

32 В динамическом коэффициенте колебаний параметр φ: 

1) частота свободных колебаний;     

2) частота возмущающей силы; 

3) коэффициент вязкости среды. 

33 В динамическом коэффициенте колебаний параметр ω: 

1) частота возмущающей силы;     

2) коэффициент вязкости среды; 

3) частота свободных колебаний. 

34 В динамическом коэффициенте колебаний параметр n: 

1) частота свободных колебаний;     

2) частота возмущающей силы; 

3) коэффициент вязкости среды. 
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35 При частоте возмущающей силы   динамический коэф-

фициент:  

1) 0dk ;   

2) dk ;   

3) 2dk . 

36 При свободных колебаниях внешняя сила:  

1) tStS  sin)( ;   

2) 0)(tS ;   

3) const)(tS . 

37 При увеличении жесткости системы пик резонанса: 

1) смещается влево;   

2) смещается вправо;   

3) остается на месте. 

38 При уменьшении жесткости системы пик резонанса:  

1) смещается влево;   

2) смещается вправо;   

3) остается на месте. 

39 В упругопластических системах пик резонанса:  

1) смещается влево;   

2) смещается вправо;   

3) остается на месте. 

40 В среде с сопротивлением период свободных колебаний:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) не изменяется. 

41 В среде с сопротивлением частота свободных колебаний:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) не изменяется. 

42 В среде с сопротивлением период вынужденных колебаний:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) не изменяется. 

43 В среде с сопротивлением амплитуда свободных колебаний:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) не изменяется. 
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44 При резонансе амплитуда колебаний в среде с сопротивлением:  

1) уменьшается;   

2) стремится к бесконечности;   

3) ограничена. 

45 При резонансе амплитуда колебаний упругой системы:  

1) уменьшается;   

2) стремится к бесконечности;   

3) ограничена. 

46 В дифференциальном уравнении колебаний параметр w – это: 

1) статический прогиб;     

2) полный прогиб системы с грузом;  

3) прогиб от положения статического равновесия. 

47 Влияние вязкости среды на динамический коэффициент в диа-

пазоне 3170 ,,  :  

1) существенное;   

2) слабое;   

3) отсутствует.  

48 Влияние вязкости среды на динамический коэффициент в диа-

пазоне 70, : 

1) существенное;   

2) слабое;   

3) отсутствует.  

49 Влияние вязкости среды на динамический коэффициент в диа-

пазоне 31, : 

1) существенное;   

2) слабое;   

3) отсутствует.  

50 С увеличением вязкости среды динамический коэффициент:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

51 С уменьшением вязкости среды динамический коэффициент:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 
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52 Амплитуда цикла напряжений:  

1) 
2

minmax


a ;   

2) 
2

minmax



m ;   

3) A0 = 
22 

q
. 

53 Стационарное напряжение в цикле:  

1) 
2

minmax


a ;   

2) 
2

minmax



m ;   

3) 

max

min




R . 

54 Коэффициент асимметрии цикла:  

1) 

max

min




R ;   

2) 
2

minmax


a ;   

3) 
2

minmax



m . 

55 Коэффициент асимметрии пульсационного цикла напряжений: 

1) R ;   

2) 1R ;   

3) 1R . 

56 Коэффициент асимметрии симметричного цикла напряжений: 

1) 1R ;   

2) 0R ;   

3) 1R . 

57 Коэффициент запаса циклической прочности по нормальным 

напряжениям: 

1) 

maK
n











1
;   

2) 

maK
n











1
;   

3) [ ]
y

n

   .  
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58 Коэффициент запаса циклической прочности по касательным 

напряжениям: 

1) 

maK
n











1
;   

2) 
][




y

n ;   

3) 

maK
n











1
. 

59 Формула Гафа – Полларда: 

1) 

maK
n











1
;   

2) 

maK
n











1
;   

3) 
222

111




nnn

R

. 

60 Предел выносливости σR – это наибольшее напряжение цикла, 

при котором образец: 

1) не разрушается до базы испытаний;     

2) разрушается при ее достижении; 

3) не разрушается при бесконечном числе циклов. 

61 Предел выносливости σR c увеличением диаметра образца: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;  

3) остается прежним. 

62 Эффективный коэффициент концентрации:  

1) kK
11   ;   

2) nom max ;   

3) 11  FK . 

63 С ростом σu эффективный коэффициент концентрации:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

64 С ростом радиуса выточки вала эффективный коэффициент KF:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 
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65 С уменьшением радиуса выточки на вале эффективный коэф-

фициент концентрации:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

66 Эффективный коэффициент концентрации учитывает:  

1) механические свойства материала;  

2) величину номинальных напряжений;  

3) величину предела выносливости материала. 

67 Теоретический коэффициент концентрации:  

1) 

k

K

1

1




 


 ;   

2) 

nom




max
;   

3) 

1

1








FK . 

68 С уменьшением диаметра отверстия теоретический коэффи-

циент концентрации:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

69 С ростом диаметра отверстия теоретический коэффициент 

концентрации:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

70 Теоретический коэффициент концентрации определяется:  

1) геометрической формой концентратора; 

2) механическими свойствами материала; 

3) величиной номинальных напряжений. 

71 Теоретический и эффективный коэффициенты концентрации 

связаны соотношением:  

1) )( 11   qK ;   

2) 

1

1








FK ;   

3) 

1

1










d

dK σ . 
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72 Коэффициент масштабного фактора:  

1) 

1

1










d

dK σ ;   

2) 

k

K

1

1




 


 ;   

3) 

1

1








FK . 

73 Коэффициент масштабного фактора при увеличении диамет-

ра образца:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

74 Коэффициент масштабного фактора при уменьшении диамет-

ра образца:  

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

75 Коэффициент качества поверхности:  

1) 

1

1








FK ;   

2) 

1

1










d

dK σ ;   

3) 

k

K

1

1




 


 . 

76 При увеличении шероховатости поверхности коэффициент 

качества поверхности KF : 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

77 При уменьшении шероховатости поверхности коэффициент 

качества поверхности KF: 

1) увеличивается;   

2) уменьшается;   

3) остается прежним. 

78 Усталостное разрушение при циклических напряжениях опре-

деляется в основном:  

1) величинами minmax ,  ;     

2) частотой изменения напряжений; 

3) законом изменения напряжений внутри цикла. 
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79 Диаграмма предельных амплитуд строится: 

1) при симметричном цикле;      

2) несимметричном цикле;  

3) стационарном нагружении. 

80 База испытания образца – это: 

1) лабораторное оборудование;    

2) число циклов до разрушения;  

3) число циклов, до которого ведется испытание. 

81 Номинальные напряжения определяются: 

1) из эксперимента;      

2) вычисляются с учетом концентратора;  

3) вычисляются без учета концентратора. 

82 Кривая усталости – это:  

1) диаграммы предельных амплитуд; 

2) графическая зависимость N   ;      

3) диаграмма Прандтля.  

83 Многоцикловая усталость наблюдается при деформациях: 

1) упругих;   

2) пластических;   

3) разрушения. 

84 Малоцикловая усталость наблюдается при деформациях: 

1) упругих;   

2) пластических;   

3) разрушения. 

85 У циклически упрочняющихся материалов разрушение:  

1) усталостное;   

2) квазистатическое;   

3) хрупкое. 

86 У циклически разупрочняющихся материалов разрушение:  

1) усталостное;   

2) квазистатическое;   

3) хрупкое.  

87 У циклически упрочняющихся материалов предел текучести:  

1) повышается;   

2) уменьшается;   

3) не изменяется.  

88 Гипотеза Мазинга справедлива для материалов циклически:  

1) упрочняющихся;  

2) разупрочняющихся;   

3) стабильных.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ  А  

(справочное) 

ОСНОВНЫЕ БУКВЕННЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

1 Латинские прописные буквы  

А – площадь (от англ. area, фр. aire); 

Е – модуль продольной упругости (от англ. elasticity, фр. élasticité, 
нем. Elastizitätsmodul); 

F – внешняя сила (от англ. и фр. force); сосредоточенная нагрузка; 
G – модуль сдвига (от нем. Gleitmodul); 

Н – горизонтальная составляющая опорной реакции (от англ. и фр. 

horizontal, нем. Horizontalkraft); высота; 

J – момент инерции площади сечения (от англ. inertia, фр. inertie); 

K – кинетическая энергия (от англ. kinetic, нем. Kinetische);  

М – внутренний момент (от англ., фр. и нем. Moment);  

N – продольная (нормальная) сила (от англ. и фр. normal, нем. 

Normalkraft); 

Q – поперечная сила (от нем. Querkraft); 

P – вес тела, P = mg; 

R – расчетное сопротивление материала (от англ. и фр. résistance); 

опорная реакция (от англ. reaction и фр. réaction); 

S – статический момент площади сечения (от англ. statical, фр. 

statique, нем. Statisches); 

U – потенциальная энергия; 

V – объем тела (от англ. и фр. volume, нем. Volumen); вертикальная 

составляющая опорной реакции (от англ. и фр. vertical, нем. 

Verticalkomponente); 

W – момент сопротивления сечения (от нем. Widerstandsmoment);   

работа (от англ. work); 

X, Y, Z – проекции силы соответственно на оси х, у, z. 

2 Латинские строчные буквы  

а – ускорение (от англ. и фр. accélération); расстояние;  

b – ширина (от англ. breadth, нем. Breite); 

d – диаметр (от англ. diameter, фр. diamétre, нем. Durchmesser); 

е – эксцентриситет  силы (от англ. eccentricity, фр. ехcentricité, 
нем. Exzentrizität); 

f – прогиб (от фр. fléche); 

g – ускорение свободного падения (от англ. gravity); 

h – высота (от англ. height, фр. hauteur, нем. Höhe); 

i – радиус инерции сечения (от англ. inertia, фр. inertie); 

l – длина  (от англ. length, фр. longueur, нем. Länge); 

т – внешний момент (от англ., фр. и нем. Moment); масса тела (от 

англ. mass, фр. и нем. Masse); 

n – количество (от англ. number); 
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р – давление (от англ. pressure, фр. pression); интенсивность 

нагрузки, распределенной по площади; 

q – интенсивность линейной распределенной нагрузки; 

s – путь; 

t – толщина (от англ. thickness); температура (от англ. и фр. 

température, нем. Temperatur); 

и – удельная потенциальная энергия; 

v – скорость (от англ. velocity, фр. vitesse); 

х – горизонтальная ось поперечного сечения бруса; 

у – вертикальная ось поперечного сечения бруса и перемещение 

(прогиб) вдоль нее; 

z – продольная ось бруса; абсцисса сечения балки. 

3 Греческие буквы 

 – приращение величины; перемещение; 

 – площадь эпюры; 

 – угол; коэффициент линейного расширения;  

 – угол; 

 – угол сдвига; коэффициент надежности;  

 – перемещение; 

 – деформация; 

 – угловое перемещение; 

 – гибкость стержня; 

 – коэффициент приведения длины сжатого стержня;  

 – коэффициент поперечной деформации (коэффициент Пуассона); 

 – радиус кривизны; радиус-вектор; плотность материала; 

 – нормальное напряжение; 

 – касательное напряжение; 

 – угол закручивания; коэффициент продольного изгиба. 

4 Индексы 

С – центр тяжести (от англ. и фр. centre); 

с – сжатие (от англ. и фр. compression); условия работы (от англ. 

и фр. condition); 

d – изменение формы (от англ. distortion, фр. distorsion); динами-

ческий (от англ. dynamic, фр. dynamique, нем. dynamische); 

f – нагрузка; пояс (полка) балки (от англ. flange, нем. Flansch);  

i – порядковый номер; инерционный;  

k – порядковый номер; 

т – материал (от англ. material, фр. matiére); среднее значение (от 

англ. mean, фр. тоуеп); 

п – нормативное значение  (от англ. norm, фр. поrте, нем. nor-

malien); 

р – полярный (от англ. polar, фр. polaire);  

r – остаточный (от англ. residual, residuelle, фр. résiduel, нем. 

rest); 

s – сдвиг, срез, скалывание (от англ. shearing, нем. schub, scherung); 

t – растяжение (от англ. tension, фр. traction); 

и – предельное значение (от англ. ultimate); 

V   – объем; 



362 ПРИЛОЖЕНИЯ 

 

  w – стенка балки (от англ. web); 

х,
 

y,
 

z – координатные оси; 

y – текучесть (от англ. yield); 

cr – критическое значение (от англ. critical, фр. critique); 

lim – предельное, опасное значение (от англ. limit, фр. limite); 

max – максимальное значение (от англ., фр. и нем. Maximum); 

min – минимальное значение (от англ., фр. и нем. Minimum); 

net – нетто (от англ. net, фр. net, нем. netto); 

oct – октаэдрический (от англ. octahedron, фр. octaédrique); 

pl – пластический (от англ. plastic, фр. plastique, нем. plastische); 

pr – пропорциональность (от англ. proportionality, фр. proportion-

nalité,  нем. Proportionalität);  
red – приведенное значение (от англ. reduced, нем. Reduziert); 

st – статический. 

ПРИЛОЖЕНИЕ  Б   

(справочное)

СПРАВОЧНЫЕ МАТЕРИАЛЫ 

Таблица Б.1 – Единицы измерения (система СИ) 

Обозначение Наименование 
Обозначение 

единицы 

l, a, h, b, d длина, высота, ширина, диаметр м 

A площадь м
2

 

Jx, Jy, Jxy, Jp, Jt моменты инерции сечения м
4

 

Sx, Sy статические моменты сечения м
3

 

Wx, Wy, Wp, Wt моменты сопротивления  м
3

 

ix, iy радиусы инерции сечения м 

F сила Н 

M, m момент силы Н · м 

q погонная сила Н/м 

 плотность кг/м
3 

W работа Дж = Н∙м 

U потенциальная энергия Дж = Н∙м 

p давление Па = Н/м
2

, МПа 

,  напряжения Па = Н/м
2

, МПа 

E, G модули упругости Па = Н/м
2

, МПа 

 коэффициент Пуассона безразмерный 

 коэффициент температурного расширения 1/С, 1/К 
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Таблица Б.2 – Греческий алфавит 

Буквы 
Названия 

букв 
Буквы 

Названия 

букв 
Буквы 

Названия 

букв 

  альфа   йота   ро 

  бета    каппа   сигма 

  гамма   ламбда   тау 

  дельта   мю    ипсилон 

  эпсилон   ню    () фи 

  дзета    кси   хи 

  эта    омикрон   пси 

  () тэта    пи   омега 

 
Таблица Б.3 – Приставки СИ и множители для образования десятичных кратных 

и дольных единиц и их наименования 

Приставка 

Обозначение приставки 

Множитель 
международное русское 

экса E Э 10
18 

пета P П 10
15 

тера T Е 10
12 

гига G Г 10
9 

мега M М 10
6 

кило k к 10
3 

гекто h г 10
2 

дека da да 10
1 

деци d д 10
–1 

санти c с 10
–2 

милли m м 10
–3 

микро  мк 10
–6 

нано n н 10
–9 

пико p п 10
–12 

фемто f ф 10
–15 

атто a а 10
–18 
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Таблица Б.4 – Ориентировочные значения пределов прочности некоторых  

материалов  

Материал 

u, МПа 

на растяжение на сжатие 

Сталь: 

   углеродистая горячекатаная 

   углеродистая конструкционная 

   легированная конструкционная 

 

310–600 

330–750 

430–780 

 

— 

— 

— 

Чугун: 

   серый 

   ковкий 

 

150–440 

300–630 

 

650–1000 

До 1400 

Латунь 

Бронза: 

   оловянная 

   безоловянная 

320–600 

 

300–900 

400–1500 

 

— 

— 

— 

Алюминий 

Дюралюминий 

150–300 

180–500 

— 

— 

Титановый сплав ВТ4 800–900 — 

Винипласт 

Полиэтилен 

Оргстекло 

50 

65 

68 

— 

— 

120 

Стекло 

Базальт 

Гранит 

— 

— 

— 

600–1200 

250–320 

120–260 

Гипс высокопрочный 

Кирпич 

Каменная кладка на растворе 

— 

— 

0,2–0,5 

20 

7–30 

2,5–9 

Бетон: 

   тяжелый 

   на пористых заполнителях 

 

0,4–2,5 

0,23–1,8 

 

3–45 

1,5–22,5 

Бакелизированная фанера 

Дельта-древесина 

130 

210 

115 

360 

Дерево (при влажности 15 %): 

   сосна вдоль волокон 

   сосна поперек волокон 

   ель вдоль волокон 

   ель поперек волокон 

   дуб вдоль волокон 

   дуб поперек волокон 

 

80 

— 

65 

— 

95 

— 

 

40 

5 

35 

4 

50 

15 
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Таблица Б.5 – Модули упругости и коэффициенты Пуассона  

Материал 

Модуль упругости, МПа Коэффициент  

Пуассона   
E G 

Сталь: 

   углеродистая  

   легированная  

 

(2,0...2,1)
  10

5 

(2,1...2,2)
  10

5
 

 

(0,8...0,81)
  10

5 

(0,8...0,81)
  10

5
 

 

0,24–0,28 

0,25–0,30 

Чугун: 

   серый, белый 

   ковкий 

 

(1,15...1,60)
  10

5
 

1,55
  10

5
 

 

0,45
  10

5 

— 

 

0,23–0,27 

— 

Медь: 

   прокатанная 

   холоднотянутая 

   литая 

 

1,1
  10

5
 

1,3
  10

5
 

0,84
  10

5
 

 

0,4
  10

5
 

0,49
  10

5 

— 

 

0,31–0,34 

— 

— 

Бронза: 

   фосфористая катаная 

   алюминиевая литая 

 

1,15
  10

5
 

1,05
  10

5
 

 

0,42
  10

5 

0,42
  10

5
 

 

0,32–0,35 

— 

Латунь холоднотянутая (0,91...0,99)  10
5
 (0,35...0,37)

  10
5
 0,32–0,42 

Алюминий катаный 

Дюралюминий 

0,69
  10

5 

0,71
  10

5
 

(0,26...0,27)
  10

5
 

0,27
  10

5
 

0,32–0,36 

 

Стекло 

Лед 

Гранит 

0,56
  10

5 

0,10
  10

5
 

0,49
  10

5
 

0,22
  10

5 

(0,28...0,30)
  10

4
 

— 

0,25 

— 

— 

Каменная кладка из кир-

пича 
(0,27...0,30)

  10
4
 — — 

Бетон при пределе проч-

ности, МПа: 

    10 

    15 

    20 

 

 

(0,146...0,196)
  10

5
 

(0,164...0,214)
  10

5
 

(0,182...0,232)
  10

5
 

 

 

— 

— 

— 

 

 

0,16–0,18 

0,16–0,18 

0,16–0,18 

Бетон на пористых за-

полнителях 
(0,03...0,23)

  10
5
 — 0,16–0,18 

Дельта-древесина 0,2
  10

5
 — 0,13 

Дерево (сосна, ель):  

   вдоль волокон 

   поперек волокон    

 

(0,1...0,12)
  10

5
 

(0,005...0,01)
  10

5
 

 

0,055
  10

4 

— 

 

— 

— 
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Таблица Б.6 – Механические характеристики углеродистых конструкционных  

сталей  

М
а
р
к
а
 
с
т
а
л
и
 

П
р
е
д
е
л
 
п
р
о
ч
н
о
с
т
и
 


u
,
 
М

П
а
 

П
р
е
д
е
л
 
т
е
к
у
ч
е
с
т
и
 


y
,
 
М

П
а
 

П
р
е
д
е
л
 
п
р
о
ч
н
о
с
т
и
 

 u
,
 
М

П
а
 

О
т
н
о
с
и
т
е
л
ь
н
о
е
 
о
с
т
а
-

т
о
ч
н
о
е
 
у
д
л
и
н
е
н
и
е
 
 

 r
,
 
%

 

У
д
а
р
н
а
я
 
в
я
з
к
о
с
т
ь
,
 

к
Д

ж
/
м

2
 

П
р
е
д
е
л
 
в
ы

н
о
с
л
и
в
о
с
т
и
 

п
р
и
 
и
з
г
и
б
е
 


–
1
,
 
М

П
а
 

П
р
е
д
е
л
 
в
ы

н
о
с
л
и
в
о
с
т
и
 

п
р
и
 
к
р
у
ч
е
н
и
и
 
 

 –
1
,
 
М

П
а
 

 10 340 210 140 31 2400 160–220 80–120 

 20 420 250 160 25 — 170–220 100–130 

 25 460 280 — 23 900 190–250 — 

 30 500 300 170 21 800 200–270 110–140 

 35 540 320 190 20 700 220–300 130–180 

 40 580 340 — 19 600 230–320 140–190 

 45 610 360 220 16 500 250–340 150–200 

 50 640 380 — 14 400 270–350 160–210 

 55 660 390 — 13 — — — 

 60 690 410 — 12 — 310–380 180–220 

 20Г 460 280 — 24 — — — 

 30Г 550 320 — 20 800 220–320 — 

 50Г 660 400 — 13 400 290–360 — 

 20Х 800 650 — 11 600 380 170–230 

 40Х 1000 800 — 10 600 350–380 225 

 45Х 1050 850 — 9 500 400–500 — 

 30ХМ 950 750 — 11 800 310–410 230 

 35ХМ 1000 850 — 12 800 470–510 — 

 40ХН 1000 800 390 11 700 400 240 

 50ХН 1100 900 — 9 500 550 — 

 40ХФА 900 750 — 10 900 380–490 — 

Примечание – Пределы выносливости получены на полированных образцах. 

При использовании сталей по ГОСТ 380–71 следует учесть соответствие марок: 

сталь Ст3 соответствует стали 20, Ст4 – стали 25, Ст5 – стали 35, Ст6 – стали 45. 
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Таблица Б.7 – Механические характеристики чугуна  
М

а
р
к
а
 
ч
у
г
у
н
а
 

Предел прочности, МПа, при 

Т
в
е
р
д
о
с
т
ь
 
п
о
 
Б
р
и
-

н
е
л
л
ю

,
 
Н

В
 

Предел выносливо-

сти, МПа, при 

р
а
с
т
я
ж

е
н
и
и
 


u
 

с
ж

а
т
и
и
 


u
 

и
з
г
и
б
е
 


u
 

к
р
у
ч
е
н
и
и
 
 u

 

и
з
г
и
б
е
 


–
1
 

к
р
у
ч
е
н
и
и
 
 –

1
 

 СЧ 12 120 500 280 — 143–229 — — 

 СЧ 15 150 650 320 240 163–229 70 50 

 СЧ 18 180 700 360 — 170–229 — — 

 СЧ 21 210 750 400 280 171–241 100 80 

 СЧ 24 240 850 440 300 187–217 120 100 

 СЧ 28 280 1000 480 350 170–241 140 110 

 СЧ 32 320 1100 520 390 187–255 140 110 

 СЧ 35 350 1200 560 400 197–269 150 115 

 СЧ 38 380 1400 600 460 207–269 150 115 

 ВЧ 40-10 400 1600–1700 — 480–510 156–197 150–170 198 

 ВЧ 50-1,5 500 1860–2000 — 740–790 187–255 230–270 170–210 

 ВЧ 60-2 600 2040–2290 — 660–810 197–269 170–230 150–160 

Примечание – Предел текучести y для ВЧ
 

40-10 составляет 300,  

ВЧ 50-1,5
 

– 380, ВЧ 60-2 – 420 МПа. 

 

Таблица Б.8 – Механические характеристики некоторых цветных металлов  

Материал 

П
р
е
д
е
л
 
п
р
о
ч
-

н
о
с
т
и
 


u
,
 
М

П
а
 

П
р
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д
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л
 
т
е
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у
-

ч
е
с
т
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
y
,
 
М
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а
 

О
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с
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т
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л
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е
 

о
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а
т
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н
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л
и
н
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н
и
е
 
 

 r
,
 
%

 

Т
в
е
р
д
о
с
т
ь
 
 

п
о
 
Б
р
и
н
е
л
л
ю

,
 

Н
В
 

 Латунь Л68 320; 660 91; 520 55; 30 55; 150 

 Латунь алюминиевая ЛА77-2 400; 650 140; – 55; 12 60; 170 

 Латунь марганцевая ЛМц58-2 400; 700 156; – 40; 10 85; 175 

 Бронза оловянная БрОФ10-1 200; 300 140; – –; 3 80; 100 

 Бронза алюминиевая БрА5 380; 400 160; 500 65; 4 60; 200 

 Нормальный дюралюминий 

 Д1 
210; 420 110; 240 18; 15 45; 113 

 Дюралюминий  

 повышенной  прочности Д6 
180; 500 50; 380 8; 20 50; 125 

 Алюминиево-магниевый сплав 

 АМг 
180; 250 100; 210 6; 23 45; 60 

Примечание – Первые цифры – мягкое состояния материала, вторые – твердое. 
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Таблица Б.9 – Ориентировочные значения расчетных сопротивлений стального 

проката и труб 

Марка  

стали 

Толщина  

проката, мм 

Расчетное сопротивление, МПа  

растяжению, сжатию,  

изгибу  

с
д
в
и
г
у
 

R
s
 

с
м

я
т
и
ю

 
т
о
р
ц
о
-

в
о
й
 

п
о
в
е
р
х
н
о
-

с
т
и
 
R

p
 

м
е
с
т
н
о
м

у
 

с
м

я
-

т
и
ю

 
R

b
p
 

по пределу 

текучести Ry 

по пределу  

прочности Ru 

 ВСт3кп2-1 

4–10 

11–20 

21–30 

230 

220 

210 

355 

345 

335 

133 

128 

122 

355 

345 

335 

178 

173 

168 

 ВСт3пс6-1 

4–10 

11–20 

21–30 

240 

240 

220 

360 

355 

345 

140 

140 

128 

360 

355 

345 

180 

178 

173 

 ВСт3пс6-2 
4–10 

11–20 

270 

270 

370 

360 

157 

157 

370 

360 

185 

180 

 ВСт3сп5-1 4–10 250 370 145 370 185 

 ВСт3гпс5-1 
11–20 

21–30 

240 

230 

360 

355 

140 

133 

360 

355 

180 

178 

 ВСт3кп2 
41–100 

Свыше 100 

195 

175 

350 

350 

113 

102 

350 

350 

175 

175 

Примечание – 
ys RR 580, ; 

up RR  ; 
ubp RR 50, . 

 

 

Таблица Б.10 – Ориентировочные значения расчетных сопротивлений  

алюминия 

Вид сопротивления материала 

Расчетное сопротивление, МПа  

термически 

неупрочненного 

термически  

упрочненного 

Растяжению, сжатию, изгибу R 25–150 55–200 

Срезу Rs 15–90 35–120 

Смятию торцовой поверхности Rp 40–225 80–300 

Местному смятию Rbp 20–110 40–150 
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Таблица Б.11 – Ориентировочные значения расчетных сопротивлений  

древесины сосны и ели 

Вид сопротивления материала 

Расчетное сопротивление бруса круг-

лого или прямоугольного сечения 

(11–50 см), МПа  

Сжатию Rс, изгибу Rtb, смятию вдоль 

волокон Rp 
8,5–16 

Сжатию Rc90, смятию поперек волокон по 

всей площади Rp90 
1,8 

Местному смятию поперек волокон Rbp 3,0 

Скалыванию вдоль волокон Rs 2,1–2,4 

 

Таблица Б.12 – Ориентировочные значения основных допускаемых напряжений 

Материал 

Допускаемое напряжение,  

МПа, на 

растяжение сжатие 

 Чугун 28–80 120–150 

 Сталь Ст2 

     "   Ст3 

     "   Ст3 в мостах 

     "   машиностроительная углеродистая 

     "   машиностроительная легированная 

140 

160 

140 

60–250 

100–400 и выше 

 Медь 30–120 

 Латунь 70–140 

 Бронза 60–120 

 Алюминий 30–80 

 Дюралюминий 80–150 

 Сосна вдоль волокон 

    "    поперек волокон 

7–10 

– 

10–12 

1,5–2 

 Дуб вдоль волокон 

    "  поперек волокон 

9–13 

– 

13–15 

2–3,5 

 Каменная кладка 

 Кирпичная кладка 

До 0,3 

До 0,2 

0,4–4 

0,6–2,5 

 Бетон 0,1–0,7 1,0–9 
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Таблица Б.13 – Предельные прогибы некоторых элементов  

стальных конструкций 

Элемент конструкции 
Относительный  

прогиб 

 Балка и ферма путей под краны с режимом работы: 

    легким (включая ручные краны, тельферы, тали) 

    средним 

    тяжелым и весьма тяжелым 

 

1/400 

1/500 

1/600 

 Балка и ферма покрытия и чердачного перекрытия: 

    с подвесным оборудованием 

    без подвесного оборудования 

    прогон 

    профилированный настил 

 

1/400 

1/250 

1/200 

1/150 

 Ригель и навесная стеновая панель 1/300 

 

Таблица Б.14 – Предельные прогибы некоторых элементов  

деревянных конструкций 

Элемент конструкции 
Относительный  

прогиб 

 Балка междуэтажного перекрытия 

    "     чердачного перекрытия 

    "     консольная 

 Прогон, стропильная нога 

 Ферма, клееная балка 

 Плита 

 Обрешетка, настил 

1/250 

1/200 

1/150 

1/200 

1/300 

1/250 

1/150 

 

Таблица Б.15 – Коэффициенты постели для некоторых оснований 

Материал основания , Н/м
3
 

 Песок свеженасыпанный; глина мокрая, размягченная (1...5)  10
6

 

 Песок слежавшийся; гравий насыпной; глина влажная (5...50)  10
6

 

 Песок и гравий, плотно слежавшийся; щебень,  

 глина малой влажности 
(50...100)  10

6

 

 Грунт песчано-глинистый, искусственно уплотненный; 

 глина твердая 
(100...200)  10

6

 

 Известняк, песчаник, мерзлота (200...1000)  10
6

 

 Твердая скала (1000...15000)  10
6
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Таблица Б.16 – Эпюры поперечных сил и изгибающих моментов в балках 

Схема балки и эпюра Схема балки и эпюра 

F

l/2 l/2

Q

M

F

2

4

Fl

F

2

F

2

F

2

 

q

l/2 l/2

Q

M

ql

2

2

8

ql

ql

2

ql

2

ql

2

 

F

a b

Q

M

b

l

ab

F

l
F

a

l
F

b

l
F

a

l
F

 

m

a b

Q

M

l

m

l

m

l

m

l

l

a
m

l

b
m

 

F

l c

Q

M

F
c

l
F

c l  

l

+

F
c

l
F

Fс

 

q

l/2 l/2

Q

M

ql

2

8

qlql

2

2

 

l

Q

M

F

F

Fl

 

Q

M

m

m
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Таблица Б.17 – Значения прогибов характерных сечений балок 

Схема балки и нагрузки Прогиб 

F

a b

l

y

 

lEJ

bFa
y

3

22
 

  

F

y

l/2 l/2

 

EJ

Fl
y

48

3

  

l/2

y

l/2

q

 

EJ

ql
y
384

5
4

  

F

a b

l

y

 

EJ

baFb
y

3

2
 )( 

  

y

l

F

 

EJ

Fl
y
3

3

  

y

q

l

 

EJ

ql
y
8

4

  

y

l

m

 

EJ

ml
y

2

2

  
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Таблица Б.18 – Геометрические характеристики некоторых плоских сечений 

Форма сечения Геометрические характеристики 

y

b

x

h

y
C

x
C

С
A

x

y
1

1

 

bhA  ;  
2

b
xC  ;  

2

h
yC  ; 

0 yx SS ;  
2

2

1

bh
Sx  ;  

2

2

1

hb
Sy  ; 

12

3
bh

Jx  ;  
12

3
hb

Jy  ;  
3

3

1

bh
Jx  ;  

3

3

1

hb
Jy  ;  

6

2
bh

Wx  ;  
6

2
hb

Wy   

y

d

x

d

y
C

x
C

С

A

x

y
1

1

 

4

2
d

A


 ;  
2

d
yx CC  ;   

0 yx SS ;  
8

3

11

d
SS yx


 ;   

64

4
d

JJ yx


 ;  

32

4
d

Jp


 ;  

64

5
4

11

d
JJ yx


 ; 

32

3
d

WW yx


 ;  

16

3
d

Wp


  

y

b

x

h

y
C

x
C

С

A

x

y
1

1

 

2

bh
A  ;  

3

b
xC  ;  

3

h
yC  ; 

0 yx SS ;  
6

2

1

bh
Sx  ;  

6

2

1

hb
Sy  ; 

36

3
bh

Jx  ;  
36

3
hb

Jy  ;   

12

3

1

bh
Jx  ;  

12

3

1

hb
Jy   

y

b

x

h

y
C

x
C

С

A

x

y
1

1a

 

2

bh
A  ;   abxC 2

3

1
 ;  

3

h
yC  ; 

0 yx SS ;  
6

2

1

bh
Sx  ;  

6

2

1

hb
Sy  ; 

36

3
bh

Jx  ;  
36

22
)( ababbh

Jy


 ;   

12

3

1

bh
Jx  ;  

12

33

1

])([ abah
Jy


  
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Окончание таблицы Б.18 

Форма сечения Геометрические характеристики 

y

d

x

d
/
2

y C

x
C

С

A

x

y
1

1

 

8

2
d

A


 ;  
2

d
xC  ;  d

d
yC 2120

3

2
,


 ; 

0 yx SS ;  
12

3

1

d
Sx  ;  

16

3

1

d
Sy


 ; 

4
4

006860
9

8

816
d

d
Jx ,











 ; 

4
4

02460
128

d
d

Jy ,


 ; 

4
4

4
4

12270
128

5
02460

128
11

d
d

Jd
d

J yx ,;, 





  

D

С

A

x

y

d

 

 2
2

1
4





D

A ;  
D

d
 ; 

   444
4

104901
64




 D
D

JJ yx , ; 

   444
4

109801
32




 D
D

Jp , ; 

   434
3

109801
32




 D
D

WW yx , ; 

   434
3

119601
16




 D
D

Wp ,  

b

С

A

x

y

t

t

w

h
f

w
t
f

 

bthtA fww 2 ; 

2612

23
3 )( fwffww

x

thtbtbht
J


 ; 

612

33 btbh
J

fww

y  ; 

fw

x

x
th

J
W




2/
; 

2/b

J

W
y

y   

 

 



Приложение В 375 
 

 

 



376 ПРИЛОЖЕНИЯ 

 

 



Приложение В 377 
 



378 ПРИЛОЖЕНИЯ 

 



Приложение В 379 
 



380 ПРИЛОЖЕНИЯ 

 



Приложение В 381 
 



382 ПРИЛОЖЕНИЯ 

 



Приложение В 383 
 



384 ПРИЛОЖЕНИЯ 

 

 



  

ПРИЛОЖЕНИЕ  В  (справочное) 

СОРТАМЕНТ  ПРОКАТНОЙ  СТАЛИ 

x

y

t

r

b

x0

b

x
0

x

y

0

0

R

r

x0

x

y

 

Уголки стальные горячекатаные равнополочные 

(по ГОСТ 8509–93) 
b  

t 

R 

  

r  

A 

 – ширина полки; 

 – толщина полки; 

 – радиус внутреннего 

    закругления; 

 – радиус закругления полок; 

 – площадь сечения; 

J  

Jxy  

W 

i  

x0 

  

 – момент инерции; 

 – центробежный момент инерции; 

 – момент сопротивления; 

 – радиус инерции; 

 – расстояние от центра 

    тяжести до наружной 

    грани полки 

Таблица В.1 – Геометрические характеристики равнополочных уголков   

Н
о
м

е
р
 

у
г
о
л
к
а
 b t R r 

A,  

см
2

 

Справочные значения величин для осей 

Масса  

1 м, кг мм 

x–х хо–хо yo–yo   

Jх, 
см

4

 

Wx,  
см

3 
iх, 
 см 

Jхо max, 
 см4 

ixo max, 
см 

Jyo min, 
см

4

 

Wyo, 
см

3 
iyo min, 

см 
Jxy, 
см

4 

хо, 
см 

2 20 3 3,5 1,2 1,13 0,40 0,28 0,59 0,63 0,75 0,17 0,20 0,39 0,23 0,60 0,89 

   4 3,5 1,2 1,46 0,50 0,37 0,58 0,78 0,73 0,22 0,24 0,38 0,28 0,64 1,15 

2,5 25 3 3,5 1,2 1,43 0,81 0,46 0,75 1,29 0,95 0,34 0,33 0,49 0,47 0,73 1,12 

   4 3,5 1,2 1,86 1,03 0,59 0,74 1,62 0,93 0,44 0,44 0,48 0,59 0,76 1,46 

2,8 28 3 4,0 1,3 1,62 1,16 0,58 0,85 1,84 1,07 0,48 0,42 0,55 0,68 0,80 1,27 

3 30 3 4,0 1,3 1,74 1,45 0,67 0,91 2,30 1,15 0,60 0,53 0,59 0,85 0,85 1,36 

   4 4,0 1,3 2,27 1,84 0,87 0,90 2,92 1,13 0,77 0,61 0,58 1,08 0,89 1,78 

3,2 32 3 4,5 1,5 1,86 1,77 0,77 0,97 2,80 1,23 0,74 0,59 0,63 1,03 0,89 1,46 

   4 4,5 1,5 2,43 2,26 1,00 0,96 3,58 1,21 0,94 0,71 0,62 1,32 0,94 1,91 

3,5  35 3 4,5 1,5 2,04 2,35 0,93 1,07 3,72 1,35 0,97 0,71 0,69 1,37 0,97 1,60 



  

Н
о
м

е
р
 

у
г
о
л
к
а
 b t R r 

A,  

см
2

 

Справочные значения величин для осей 

Масса  

1 м, кг мм 

x–х хо–хо yo–yo   

Jх, 
см

4

 

Wx,  
см

3 
iх, 
 см 

Jхо max, 
 см4 

ixo max, 
см 

Jyo min, 
см

4

 

Wyo, 
см

3 
iyo min, 

см 
Jxy, 
см

4 

хо, 
см 

3,5  35 4 4,5 1,5 2,67 3,01 1,21 1,06 4,76 1,33 1,25 0,88 0,68 1,75 1,01 2,10 

  5 4,5 1,5 3,28 3,61 1,47 1,05 5,71 1,32 1,52 1,02 0,68 2,10 1,05 2,58 

4 40 3 5,0 1,7 2,35 3,55 1,22 1,23 5,63 1,55 1,47 0,95 0,79 2,08 1,09 1,85 

   4 5,0 1,7 3,08 4,58 1,60 1,22 7,26 1,53 1,90 1,19 0,78 2,68 1,13 2,42 

   5 5,0 1,7 3,79 5,53 1,95 1,21 8,75 1,52 2,30 1,39 0,78 3,22 1,17 2,98 

4,5 45 3 5,0 1,7 2,65 5,13 1,56 1,39 8,13 1,75 2,12 1,24 0,89 3,00 1,21 2,08 

   4 5,0 1,7 3,48 6,63 2,04 1,38 
  

10,52 1,74 2,74 1,54 0,89 3,89 1,26 2,73 

   5 5,0 1,7 4,29 8,03 2,51 1,37 
  

12,74 1,72 3,33 1,81 0,88 4,71 1,30 3,37 

5 50 3 5,5 1,8 2,96 7,11 1,94 1,55 
  

11,27 1,95 2,95 1,57 1,00 4,16 1,33 2,32 

   4 5,5 1,8 3,89 9,21 2,54 1,54 
  

14,63 1,94 3,80 1,95 0,99 5,42 1,38 3,05 

   5 5,5 1,8 4,80 
  

11,20 3,13 1,53 
  

17,77 1,92 4,63 2,30 0,98 6,57 1,42 3,77 

   6 5,5 1,8 5,69 
  

13,07 3,69 1,52 
  

20,72 1,91 5,43 2,63 0,98 7,65 1,46 4,47 

5,6 56 4 6,0 2,0 4,38 
  

13,10 3,21 1,73 
  

20,79 2,18 5,41 2,52 1,11 7,69 1,52 3,44 

   5 6,0 2,0 5,41 
  

15,97 3,96 1,72 
  

25,36 2,16 6,59 2,97 1,10 9,41 1,57 4,25 

6,3 63 4 7,0 2,3 4,96 
  

18,86 4,09 1,95 
  

29,90 2,45 7,81 3,26 1,25  11,00 1,69 3,90 

   5 7,0 2,3 6,13 
  

23,10 5,05 1,94 
  

36,80 2,44 9,52 3,87 1,25  13,70 1,74 4,81 

   6 7,0 2,3 7,28 
  

27,06 5,98 1,93 
  

42,91 2,43 
  

11,18 4,44 1,24  15,90 1,78 5,72 

7 70 
   

4,5 8,0 2,7 6,20 
  

29,04 5,67 2,16 
  

46,03 2,72 
  

12,04 4,53 1,39  17,00 1,88 4,87 

   5 8,0 2,7 6,86 
  

31,94 6,27 2,16 
  

50,67 2,72 
  

13,22 4,92 1,39  18,70 1,90 5,38 

   6 8,0 2,7 8,15 
  

37,58 7,43 2,15 
  

59,64 2,71 
  

15,52 5,66 1,38  22,10 1,94 6,39 

   7 8,0 2,7 9,42 
  

42,98 8,57 2,14 
  

68,19 2,69 
  

17,77 6,31 1,37  25,20 1,99 7,39 

   8 8,0 2,7 
 

10,67 
  

48,16 9,68 2,12 
  

76,35 2,68 
  

19,97 6,99 1,37  28,20 2,02 8,37 

7,5 75 5 9,0 3,0 7,39 
  
39,53 7,21 2,31 

  
62,65 2,91 

  
16,41 5,74 1,49  23,10 2,02 5,80 

   6 9,0 3,0 8,78 
  

46,57 8,57 2,30 
  

73,87 2,90 
  

19,28 6,62 1,48  27,30 2,06 6,89 

   7 9,0 3,0 10,15 
  

53,34 9,89 2,29 
  

84,61 2,89 
  

22,07 7,43 1,47  31,20 2,10 7,96 

   8 9,0 3,0 11,50 
  

59,84 
 

11,18 2,28 
  

94,89 2,87 
  

24,80 8,16 1,47  35,00 2,15 9,02 

  9 9,0 3,0 12,83 
  

66,10 
 

12,43 2,27 104,72 2,86 
  

27,48 8,91 1,46  38,60 2,18 
 

 10,07 



  

Н
о
м

е
р
 

у
г
о
л
к
а
 b t R r 

A,  

см
2

 

Справочные значения величин для осей 

Масса  

1 м, кг мм 

x–х хо–хо yo–yo   

Jх, 
см

4

 

Wx,  
см

3 
iх, 
 см 

Jхо max, 
 см4 

ixo max, 
см 

Jyo min, 
см

4

 

Wyo, 
см

3 
iyo min, 

см 
Jxy, 
см

4 

хо, 
см 

  8 80   5,5 9,0 3,0 8,63 52,68 9,03 2,47 83,56 3,11 21,80 7,10 1,59 30,90 2,17 6,78 

   6 9,0 3,0 9,38 56,97 9,80 2,47 90,40 3,11 23,54 7,60 1,58 33,40 2,19 7,36 

   7 9,0 3,0 10,85 65,31 
 

11,32 2,45 
 

103,60 3,09 26,97 8,55 1,58 38,30 2,23 8,51 

  8 9,0 3,0 12,30 73,36 
 

12,80 2,44 
 

116,39 3,08 30,32 9,44 1,57 43,00 2,27 9,65 

  9 90 6 10,0 3,3 10,61 82,10 
 

12,49 2,78 
 

130,00 3,50 33,97 9,88 1,79 48,10 2,43 8,33 

    7 10,0 3,3 12,28 94,30 
 

14,45 2,77 
 

149,67 3,49 38,94 11,15 1,78 55,40 2,47 9,64 

  8 10,0 3,3 13,93 106,11 
 

16,35 2,76 
 

168,42 3,48 43,80 12,34 1,77 62,30 2,51 
  

10,93 

    9 10,0 3,3 15,60 118,00 
 

18,29 2,75 
 

186,00 3,46 48,60 13,48 1,77 68,00 2,55 
  

12,20 

10 
 

100   6,5 12,0 4,0 12,82 122,10 
 

16,69 3,09 
 

193,46 3,89 50,73 13,38 1,99 71,40 2,68 
  

10,06 

    7 12,0 4,0 13,75 130,59 
 

17,90 3,08 
 

207,01 3,88 54,16 14,13 1,98 76,40 2,71 
  

10,79 

    8 12,0 4,0 16,60 147,19 
 

20,30 3,07 
 

233,46 3,87 60,92 15,66 1,98 86,30 2,75 
  

12,25 

     10 12,0 4,0 19,24 178,95 
 

24,97 3,05 
 

283,83 3,84 74,08 18,51 1,96 110,00 2,83 
  

15,10 

     12 12,0 4,0 22,80 208,90 
 

29,47 3,03 
 

330,95 3,81 86,84 21,10 1,95 122,00 2,91 
  

17,90 

     14 12,0 4,0 26,28 237,15 
 

33,83 3,00 
 

374,98 3,78 99,32 23,49 1,94 138,00 2,99 
  

20,63 

     16 12,0 4,0 29,68 263,82 
 

38,04 2,98 
 

416,04 3,74 111,61 25,79 1,94 152,00 3,06 
  

23,30 

11 
 

110 7 12,0 4,0 15,15 175,61 
 

21,83 3,40 
 

278,54 4,29 72,68 17,36 2,19 106,00 2,96 
  

11,89 

    8 12,0 4,0 17,20 198,17 
 

24,77 3,39 
 

314,51 4,28 81,83 19,29 2,18 116,00 3,00 
  

13,50 

12,5 
 

125 8 14,0 4,6 19,69 294,36 
 

32,20 3,87 
 

466,76 4,87 121,98 25,67 2,49 172,00 3,36 
  

15,6 

    9 14,0 4,6 22,00 327,48 
 

36,00 3,86 
 

520,00 4,86 135,88 28,26 2,48 192,00 3,40 
  

17,30 

     10 14,0 4,6 24,33 359,82 
 

39,74 3,85 
 

571,04 4,84 148,59 30,45 2,47 211,00 3,45 
  

19,10 

     12 14,0 4,6 28,89 422,23 
 

47,06 3,82 
 

670,02 4,82 174,43 34,94 2,46 248,00 3,53 
  

22,68 

     14 14,0 4,6 33,37 481,76 
 
54,17 3,80 

 
763,90 4,78 199,62 39,10 2,45 282,00 3,61 

  
26,20 

     16 14,0 4,6 37,77 538,56 
 

61,09 3,78 
 

852,84 4,75 224,29 43,10 2,44 315,00 3,68 
  

29,65 

14 
 

140 9 14,0 4,6 24,72 465,72 
 

45,55 4,34 
 

739,42 5,47 192,03 35,92 2,79 274,00 3,76 
  

19,41 

     10 14,0 4,6 27,33 512,29 
 

50,32 4,33 
 

813,62 5,46 210,96 39,05 2,78 301,00 3,82 
  

21,45 

   12 14,0 4,6 32,49 602,49 
 

59,66 4,31 
 

956,98 5,43 248,01 44,97 2,76 354,00 3,90 
  

25,50 



  

Н
о
м

е
р
 

у
г
о
л
к
а
 b t R r 

A,  

см
2

 

Справочные значения величин для осей 

Масса  

1 м, кг мм 

x–х хо–хо yo–yo   

Jх, 
см

4

 

Wx,  
см

3 
iх, 
 см 

Jхо max, 
 см4 

ixo max, 
см 

Jyo min, 
см

4

 

Wyo, 
см

3 
iyo min, 

см 
Jxy, 
см

4 

хо, 
см 

16 160 10 16,0 5,3 31,43 774,24 66,19 4,96 1229,10 6,25 319,33 52,52 3,19 455,00 4,30 24,67 

  11 16,0 5,3 34,42 844,21 72,44 4,95 1340,06 6,24 347,77 56,53 3,18 496,00 4,35 27,02 

  12 16,0 5,3 37,39 912,89 78,62 4,94 1450,00 6,23 375,78 60,53 3,17 537,00 4,39 29,35 

  14 16,0 5,3 43,57 1046,47 90,77 4,92 1662,13 6,20 430,81 68,15 3,16 615,00 4,47 34,20 

  16 16,0 5,3 49,07 1175,19 102,64 4,89 1865,73 6,17 484,64 75,92 3,14 690,00 4,55 38,52 

  18 16,0 5,3 54,79 1290,24 114,24 4,87 2061,03 6,13 537,46 82,08 3,13 771,00 4,63 43,01 

  20 16,0 5,3 60,40 1418,85 125,60 4,85 2248,26 6,10 589,43 90,02 3,12 830,00 4,70 47,41 

18 180 11 16,0 5,3 38,80 1216,44 92,47 5,60 1933,10 7,06 499,78 72,86 3,59 716,00 4,85 30,47 

  12 16,0 5,3 42,19 1316,62 100,41 5,59 2092,78 7,04 540,45 78,15 3,58 776,00 4,89 33,12 

20 200 12 18,0 6,0 47,10 1822,78 124,61 6,22 2896,16 7,84 749,40 98,68 3,99 1073,00 5,37 36,97 

  13 18,0 6,0 50,85 1960,77 134,44 6,21 3116,18 7,83 805,35 105,07 3,98 1156,00 5,42 39,92 

  14 18,0 6,0 54,60 2097,00 144,17 6,20 3333,00 7,81 861,00 111,50 3,97 1236,00 5,46 42,80 

  16 18,0 6,0 61,98 2362,57 163,37 6,17 3755,39 7,78 969,74 123,77 3,96 1393,00 5,54 48,65 

  20 18,0 6,0 76,54 2871,47 200,37 6,12 4860,42 7,72 1181,92 146,62 3,93 1689,00 5,70 60,08 

  25 18,0 6,0 94,29 3466,21 245,59 6,06 5494,04 7,63 1438,38 172,68 3,91 2028,00 5,89 74,02 

  30 18,0 6,0 111,54 4019,60 288,57 6,00 6351,05 7,55 1698,16 193,06 3,89 2332,00 6,07 87,56 

22 220 14 21,0 7,0 60,38 2814,36 175,18 6,83 4470,15 8,60 1158,56 138,62 4,38 1655,00 5,91 47,40 

  16 21,0 7,0 68,58 3175,44 198,71 6,80 5045,37 8,58 1305,52 153,34 4,36 1869,00 6,02 53,83 

25 250 16 24,0 8,0 78,40 4717,10 258,43 7,76 7492,10 9,78 1942,09 203,45 4,98 2775,00 6,75 61,55 

    18 24,0 8,0 87,72 5247,24 288,82 7,73 8336,69 9,75 2157,78 22,039 4,96 3089,00 6,83 68,86 

    20 24,0 8,0 96,96 5764,87 318,76 7,71 9159,73 9,72 2370,01 242,52 4,94 3395,00 6,91 76,11 

    22 24,0 8,0 106,12 6270,32 348,26 7,69 9961,30 9,69 2579,04 260,52 4,93 3691,00 7,00 83,31 

    25 24,0 8,0 119,71 7006,39 391,72 7,65 11125,52 9,64 2887,26 287,14 4,91 4119,00 7,11 93,97 

    28 24,0 8,0 133,12 7716,86 434,25 7,61 12243,84 9,59 3189,89 311,98 4,90 4527,00 7,23 
  

104,50 

    30 24,0 8,0 141,96 8176,82 462,11 7,59 12964,66 9,56 3388,98 327,82 4,89 4788,00 7,31 
  

111,44 

    35 24,0 8,0 163,71 9281,05 530,11 7,53 14682,73 9,47 3879,37 366,13 4,87 5401,68 7,53 
  

128,51 
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Швеллеры стальные горячекатаные 

с уклоном внутренних граней полок (по ГОСТ 8240–97) 

h   – высота швеллера; J   – момент инерции; 

b  – ширина полки; W  – момент сопротивления; 

s  – толщина стенки; i   – радиус инерции; 

t  – толщина полки; 
xS 

 

 – статический момент площади  

    полусечения; 

R  – радиус внутреннего  

    закругления; 

X0  – расстояние от оси Y–Y  

    до наружной грани стенки 

r  – радиус закругления полки;   

А  – площадь сечения;  

 

  Таблица В.3  – Геометрические характеристики швеллеров   

Н
о
м

е
р
 

ш
в
е
л
л
е
р
а
 

с
е
р
и
и
 
У

 

 

h 

 

b 

 

s 

 

t 

R r 

А,  

см
2

 

М
а
с
с
а
 
 

1
 
м
,
 
к
г
 

Справочные значения для осей 

X0,  

см 

не более X–X Y–Y 

мм 

Jx, 
 

см
4 

Wx, 

см
3

 

ix,  

см 

Sx, 

см
3

 

Jy, 

см
4

 

Wy,  

см
3

 

iy,  

см 

5У 50 32 4,4 7,0 6,0 2,5 6,16 4,84 22,8 9,1 1,92 5,59 5,61 2,75 0,95 1,16 

6,5У 65 36 4,4 7,2 6,0 2,5 7,51 5,90 48,6 15,0 2,54 9,00 8,70 3,68 1,08 1,24 

8У 80 40 4,5 7,4 6,5 2,5 8,98 7,05 89,4 22,4 3,16 13,30 12,80 4,75 1,19 1,31 

10У 100 46 4,5 7,6 7,0 3,0 10,90 8,59 174,0 34,8 3,99 20,40 20,40 6,46 1,37 1,44 



    Окончание таблицы B.3 

Н
о
м

е
р
 

ш
в
е
л
л
е
р
а
 

с
е
р
и
и
 
У

 

 

h 

 

b 

 

s 

 

t 

R r 

А,  

см
2

 

М
а
с
с
а
 
 

1
 
м
,
 
к
г
 

Справочные значения для осей 

X0,  

см 

не более X–X Y–Y 

мм 

Jx, 
 

см
4 

Wx, 

см
3

 

ix,  

см 

Sx, 

см
3

 

Jy, 

см
4

 

Wy,  

см
3

 

iy,  

см 

12У 120 52 4,8 7,8 7,5 3,0 13,30 10,40 304,0 50,6 4,78 29,60 31,20 8,52 1,53 1,54 

14У 140 58 4,9 8,1 8,0 3,0 15,60 12,30 491,0 70,2 5,60 40,80 45,40 11,00 1,70 1,67 

16У 160 64 5,0 8,4 8,5 3,5 18,10 14,20 747,0 93,4 6,42 54,10 63,30 13,80 1,87 1,80 

16аУ 160 68 5,0 9,0 8,5 3,5 19,50 15,30 823,0 103,0 6,49 59,40 78,80 16,40 2,01 2,00 

18У 180 70 5,1 8,7 9,0 3,5 20,70 16,30 1090,0 121,0 7,24 69,80 86,00 17,00 2,04 1,94 

18аУ 180 74 5,1 9,3 9,0 3,5 22,20 17,40 1190,0 132,0 7,32 76,10 105,00 20,00 2,18 2,13 

20У 200 76 5,2 9,0 9,5 4,0 23,40 18,40 1520,0 152,0 8,07 87,80 113,00 20,50 2,20 2,07 

22У 220 82 5,4 9,5 10,0 4,0 26,70 21,00 2110,0 192,0 8,89 110,00 151,00 25,10 2,37 2,21 

24У 240 90 5,6 10,0 10,5 4,0 30,60 24,00 2900,0 242,0 9,73 139,00 208,00 31,60 2,60 2,42 

27У 270 95 6,0 10,5 11,0 4,5 35,20 27,70 4160,0 308,0 10,90 178,00 262,00 37,30 2,73 2,47 

30У 300 100 6,5 11,0 12,0 5,0 40,50 31,80 5810,0 387,0 12,00 224,00 327,00 43,60 2,84 2,52 

33У 330 105 7,0 11,7 13,0 5,0 46,50 36,50 7980,0 484,0 13,10 281,00 410,00 51,80 2,97 2,59 

36У 360 110 7,5 12,6 14,0 6,0 53,40 41,90 10820,0 601,0 14,20 350,00 513,00 61,70 3,10 2,68 

40У 400 115 8,0 13,5 15,0 6,0 61,50 48,30 15220,0 761,0 15,70 444,00 642,00 73,40 3,23 2,75 
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4

h

b
  

Двутавры стальные горячекатаные (по ГОСТ 8239–89) 

h   – высота балки; r  – радиус закругления полки; 

b  – ширина полки; J  – момент инерции; 

s  – толщина стенки; W  – момент сопротивления; 

t  – средняя толщина полки; i  – радиус инерции; 

R  – радиус внутреннего  

    закругления; 
xS 

 

 – статический момент площади  

    полусечения 

  Таблица В.4  – Геометрические характеристики двутавров   

Номер 

дву- 

тавра 

h b s t R r 
А,  

см
2

 

Масса 

1 м, 

кг 

Справочные значения для осей 

не более X–X Y–Y 

мм Jx , см
4 

Wx, см
3

 ix , см Sx, см
3

 Jy , см
4

 Wy , см
3

 iy , см 

10 100 55 4,5 7,2 7,0 2,5 12,0 9,46 198 39,7 4,06 23,0 17,9 6,49 1,22 

12 120 64 4,8 7,3 7,5 3,0 14,7 11,50 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38 

14 140 73 4,9 7,5 8,0 3,0 17,4 13,70 572 81,7 5,73 46,8 41,9 11,50 1,55 

16 160 81 5,0 7,8 8,5 3,5 20,2 15,90 873 109,0 6,57 62,3 58,6 14,50 1,70 

18 180 90 5,1 8,1 9,0 3,5 23,4 18,40 1290 143,0 7,42 81,4 82,6 18,40 1,88 

20 200 100 5,2 8,4 9,5 4,0 26,8 21,00 1840 184,0 8,28 104,0 115,0 23,10 2,07 

22 220 110 5,4 8,7 10,0 4,0 30,6 24,00 2550 232,0 9,13 131,0 157,0 28,60 2,27 

24 240 115 5,6 9,5 10,5 4,0 34,8 27,30 3460 289,0 9,97 163,0 198,0 34,50 2,37 

27 270 125 6,0 9,8 11,0 4,5 40,2 31,50 5010 371,0 11,20 210,0 260,0 41,50 2,54 

30 300 135 6,5 10,2 12,0 5,0 46,5 36,50 7080 472,0 12,30 268,0 337,0 49,90 2,69 

33 330 140 7,0 11.2 13,0 5,0 53,8 42,20 9840 597,0 13,50 339,0 419,0 59,90 2,79 

36 360 145 7,5 12,3 14,0 6,0 61,9 48,60 13380 743,0 14,70 423,0 516,0 71,10 2,89 

40 400 155 8,3 13,0 15,0 6,0 72,6 57,00 19062 953,0 16,20 545,0 667,0 86,10 3,03 

45 450 160 9,0 14,2 16,0 7,0 84,7 66,50 27696 1231,0 18,10 708,0 808,0 101,00 3,09 

50 500 170 10,0 15,2 17,0 7,0 100,0 78,50 39727 1589,0 19,90 919,0 1043,0 123,00 3,23 

55 550 180 11,0 16,5 18,0 7,0 118,0 92,60 55962 2035,0 21,80 1181 1356,0 151,00 3,39 

60 600 190 12,0 17,8 20,0 8,0 138,0 108,0 76806 2560,0 23,60 1491 1725,0 182,00 3,54 

 



ПРИЛОЖЕНИЕ  В  
(справочное) 

СОРТАМЕНТ  ПРОКАТНОЙ  СТАЛИ 

x

y

t

r

b

x0

b

x
0

x

y

0

0

R

r
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x
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Уголки стальные горячекатаные равнополочные 

(по ГОСТ 8509–93) 
b  

t 

R 

  

r  

A 

 – ширина полки; 

 – толщина полки; 

 – радиус внутреннего 

    закругления; 

 – радиус закругления полок; 

 – площадь сечения; 

J  

Jxy  

W 

i  

x0 

  

 – момент инерции; 

 – центробежный момент инерции; 

 – момент сопротивления; 

 – радиус инерции; 

 – расстояние от центра 

    тяжести до наружной 

    грани полки. 

  Таблица В.1 – Геометрические характеристики равнополочных уголков   

Н
о
м

е
р
 

у
г
о
л
к
а
 b t R r 

A,  

см
2

 

Справочные значения величин для осей 

Масса  

1 м, кг мм 

x–х хо –хо yo –yo   

Jх, 
см

4

 

Wx,  
см

3 
iх, 
 см 

Jхо max, 
 см4 

ixo max, 
см 

Jyo min, 
см

4

 

Wyo, 
см

3 
iyo min, 

см 
Jxy, 
см

4 

хо, 
см 

2 20 3 3,5 1,2 1,13 0,40 0,28 0,59 0,63 0,75 0,17 0,20 0,39 0,23 0,60 0,89 

   4 3,5 1,2 1,46 0,50 0,37 0,58 0,78 0,73 0,22 0,24 0,38 0,28 0,64 1,15 

2,5 25 3 3,5 1,2 1,43 0,81 0,46 0,75 1,29 0,95 0,34 0,33 0,49 0,47 0,73 1,12 

   4 3,5 1,2 1,86 1,03 0,59 0,74 1,62 0,93 0,44 0,44 0,48 0,59 0,76 1,46 

2,8 28 3 4,0 1,3 1,62 1,16 0,58 0,85 1,84 1,07 0,48 0,42 0,55 0,68 0,80 1,27 

3 30 3 4,0 1,3 1,74 1,45 0,67 0,91 2,30 1,15 0,60 0,53 0,59 0,85 0,85 1,36 

   4 4,0 1,3 2,27 1,84 0,87 0,90 2,92 1,13 0,77 0,61 0,58 1,08 0,89 1,78 

3,2 32 3 4,5 1,5 1,86 1,77 0,77 0,97 2,80 1,23 0,74 0,59 0,63 1,03 0,89 1,46 

   4 4,5 1,5 2,43 2,26 1,00 0,96 3,58 1,21 0,94 0,71 0,62 1,32 0,94 1,91 

3,5  35 3 4,5 1,5 2,04 2,35 0,93 1,07 3,72 1,35 0,97 0,71 0,69 1,37 0,97 1,60 



  Окончание таблицы В.1 

Н
о
м

е
р
 

у
г
о
л
к
а
 b t R r 

A,  

см
2

 

Справочные значения величин для осей 

Масса  

1 м, кг мм 

x–х хо –хо yo –yo   

Jх, 
см

4

 

Wx,  
см

3 
iх, 
 см 

Jхо max, 
 см4 

ixo max, 
см 

Jyo min, 
см

4

 

Wyo, 
см

3 
iyo min, 

см 
Jxy, 
см

4 

хо, 
см 

3,5  35 4 4,5 1,5 2,67 3,01 1,21 1,06 4,76 1,33 1,25 0,88 0,68 1,75 1,01 2,10 

  5 4,5 1,5 3,28 3,61 1,47 1,05 5,71 1,32 1,52 1,02 0,68 2,10 1,05 2,58 

4 40 3 5,0 1,7 2,35 3,55 1,22 1,23 5,63 1,55 1,47 0,95 0,79 2,08 1,09 1,85 

   4 5,0 1,7 3,08 4,58 1,60 1,22 7,26 1,53 1,90 1,19 0,78 2,68 1,13 2,42 

   5 5,0 1,7 3,79 5,53 1,95 1,21 8,75 1,52 2,30 1,39 0,78 3,22 1,17 2,98 

4,5 45 3 5,0 1,7 2,65 5,13 1,56 1,39 8,13 1,75 2,12 1,24 0,89 3,00 1,21 2,08 

   4 5,0 1,7 3,48 6,63 2,04 1,38 
  

10,52 1,74 2,74 1,54 0,89 3,89 1,26 2,73 

   5 5,0 1,7 4,29 8,03 2,51 1,37 
  

12,74 1,72 3,33 1,81 0,88 4,71 1,30 3,37 

5 50 3 5,5 1,8 2,96 7,11 1,94 1,55 
  

11,27 1,95 2,95 1,57 1,00 4,16 1,33 2,32 

   4 5,5 1,8 3,89 9,21 2,54 1,54 
  

14,63 1,94 3,80 1,95 0,99 5,42 1,38 3,05 

   5 5,5 1,8 4,80 
  

11,20 3,13 1,53 
  

17,77 1,92 4,63 2,30 0,98 6,57 1,42 3,77 

   6 5,5 1,8 5,69 
  

13,07 3,69 1,52 
  

20,72 1,91 5,43 2,63 0,98 7,65 1,46 4,47 

5,6 56 4 6,0 2,0 4,38 
  

13,10 3,21 1,73 
  

20,79 2,18 5,41 2,52 1,11 7,69 1,52 3,44 

   5 6,0 2,0 5,41 
  

15,97 3,96 1,72 
  

25,36 2,16 6,59 2,97 1,10 9,41 1,57 4,25 

6,3 63 4 7,0 2,3 4,96 
  

18,86 4,09 1,95 
  

29,90 2,45 7,81 3,26 1,25  11,00 1,69 3,90 

   5 7,0 2,3 6,13 
  

23,10 5,05 1,94 
  

36,80 2,44 9,52 3,87 1,25  13,70 1,74 4,81 

   6 7,0 2,3 7,28 
  

27,06 5,98 1,93 
  

42,91 2,43 
  

11,18 4,44 1,24  15,90 1,78 5,72 

7 70 
   

4,5 8,0 2,7 6,20 
  

29,04 5,67 2,16 
  

46,03 2,72 
  

12,04 4,53 1,39  17,00 1,88 4,87 

   5 8,0 2,7 6,86 
  

31,94 6,27 2,16 
  

50,67 2,72 
  

13,22 4,92 1,39  18,70 1,90 5,38 

   6 8,0 2,7 8,15 
  

37,58 7,43 2,15 
  

59,64 2,71 
  

15,52 5,66 1,38  22,10 1,94 6,39 

   7 8,0 2,7 9,42 
  

42,98 8,57 2,14 
  

68,19 2,69 
  

17,77 6,31 1,37  25,20 1,99 7,39 

   8 8,0 2,7 
 

10,67 
  

48,16 9,68 2,12 
  

76,35 2,68 
  

19,97 6,99 1,37  28,20 2,02 8,37 

7,5 75 5 9,0 3,0 7,39 
  

39,53 7,21 2,31 
  

62,65 2,91 
  

16,41 5,74 1,49  23,10 2,02 5,80 

   6 9,0 3,0 8,78 
  

46,57 8,57 2,30 
  

73,87 2,90 
  

19,28 6,62 1,48  27,30 2,06 6,89 

   7 9,0 3,0 10,15 
  

53,34 9,89 2,29 
  

84,61 2,89 
  

22,07 7,43 1,47  31,20 2,10 7,96 

   8 9,0 3,0 11,50 
  

59,84 
 

11,18 2,28 
  

94,89 2,87 
  

24,80 8,16 1,47  35,00 2,15 9,02 

  9 9,0 3,0 12,83 
  

66,10 
 

12,43 2,27 104,72 2,86 
  

27,48 8,91 1,46  38,60 2,18 
 

 10,07 



  Окончание таблицы В.1 

Н
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 b t R r 

A,  

см
2

 

Справочные значения величин для осей 

Масса  

1 м, кг мм 

x–х хо –хо yo –yo   

Jх, 
см

4

 

Wx,  
см

3 
iх, 
 см 

Jхо max, 
 см4 

ixo max, 
см 

Jyo min, 
см

4

 

Wyo, 
см

3 
iyo min, 

см 
Jxy, 
см

4 

хо, 
см 

  8 80   5,5 9,0 3,0 8,63 52,68 9,03 2,47 83,56 3,11 21,80 7,10 1,59 30,90 2,17 6,78 

   6 9,0 3,0 9,38 56,97 9,80 2,47 90,40 3,11 23,54 7,60 1,58 33,40 2,19 7,36 

   7 9,0 3,0 10,85 65,31 
 

11,32 2,45 
 

103,60 3,09 26,97 8,55 1,58 38,30 2,23 8,51 

  8 9,0 3,0 12,30 73,36 
 

12,80 2,44 
 

116,39 3,08 30,32 9,44 1,57 43,00 2,27 9,65 

  9 90 6 10,0 3,3 10,61 82,10 
 

12,49 2,78 
 

130,00 3,50 33,97 9,88 1,79 48,10 2,43 8,33 

    7 10,0 3,3 12,28 94,30 
 

14,45 2,77 
 

149,67 3,49 38,94 11,15 1,78 55,40 2,47 9,64 

  8 10,0 3,3 13,93 106,11 
 

16,35 2,76 
 

168,42 3,48 43,80 12,34 1,77 62,30 2,51 
  

10,93 

    9 10,0 3,3 15,60 118,00 
 

18,29 2,75 
 

186,00 3,46 48,60 13,48 1,77 68,00 2,55 
  

12,20 

10 
 

100   6,5 12,0 4,0 12,82 122,10 
 

16,69 3,09 
 

193,46 3,89 50,73 13,38 1,99 71,40 2,68 
  

10,06 

    7 12,0 4,0 13,75 130,59 
 

17,90 3,08 
 

207,01 3,88 54,16 14,13 1,98 76,40 2,71 
  

10,79 

    8 12,0 4,0 16,60 147,19 
 

20,30 3,07 
 

233,46 3,87 60,92 15,66 1,98 86,30 2,75 
  

12,25 

     10 12,0 4,0 19,24 178,95 
 

24,97 3,05 
 

283,83 3,84 74,08 18,51 1,96 110,00 2,83 
  

15,10 

     12 12,0 4,0 22,80 208,90 
 

29,47 3,03 
 

330,95 3,81 86,84 21,10 1,95 122,00 2,91 
  

17,90 

     14 12,0 4,0 26,28 237,15 
 

33,83 3,00 
 

374,98 3,78 99,32 23,49 1,94 138,00 2,99 
  

20,63 

     16 12,0 4,0 29,68 263,82 
 

38,04 2,98 
 

416,04 3,74 111,61 25,79 1,94 152,00 3,06 
  

23,30 

11 
 

110 7 12,0 4,0 15,15 175,61 
 

21,83 3,40 
 

278,54 4,29 72,68 17,36 2,19 106,00 2,96 
  

11,89 

    8 12,0 4,0 17,20 198,17 
 

24,77 3,39 
 

314,51 4,28 81,83 19,29 2,18 116,00 3,00 
  

13,50 

12,5 
 

125 8 14,0 4,6 19,69 294,36 
 

32,20 3,87 
 

466,76 4,87 121,98 25,67 2,49 172,00 3,36 
  

15,6 

    9 14,0 4,6 22,00 327,48 
 

36,00 3,86 
 

520,00 4,86 135,88 28,26 2,48 192,00 3,40 
  

17,30 

     10 14,0 4,6 24,33 359,82 
 

39,74 3,85 
 

571,04 4,84 148,59 30,45 2,47 211,00 3,45 
  

19,10 

     12 14,0 4,6 28,89 422,23 
 

47,06 3,82 
 

670,02 4,82 174,43 34,94 2,46 248,00 3,53 
  

22,68 

     14 14,0 4,6 33,37 481,76 
 

54,17 3,80 
 

763,90 4,78 199,62 39,10 2,45 282,00 3,61 
  

26,20 

     16 14,0 4,6 37,77 538,56 
 

61,09 3,78 
 

852,84 4,75 224,29 43,10 2,44 315,00 3,68 
  

29,65 

14 
 

140 9 14,0 4,6 24,72 465,72 
 

45,55 4,34 
 

739,42 5,47 192,03 35,92 2,79 274,00 3,76 
  

19,41 

     10 14,0 4,6 27,33 512,29 
 

50,32 4,33 
 

813,62 5,46 210,96 39,05 2,78 301,00 3,82 
  

21,45 

   12 14,0 4,6 32,49 602,49 
 

59,66 4,31 
 

956,98 5,43 248,01 44,97 2,76 354,00 3,90 
  

25,50 



  Окончание таблицы В.1 
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Масса  

1 м, кг мм 

x–х хо –хо yo –yo   
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см
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 см 

Jхо max, 
 см4 
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см 
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Wyo, 
см

3 
iyo min, 

см 
Jxy, 
см

4 

хо, 
см 

16 160 10 16,0 5,3 31,43 774,24 66,19 4,96 1229,10 6,25 319,33 52,52 3,19 455,00 4,30 24,67 

  11 16,0 5,3 34,42 844,21 72,44 4,95 1340,06 6,24 347,77 56,53 3,18 496,00 4,35 27,02 

  12 16,0 5,3 37,39 912,89 78,62 4,94 1450,00 6,23 375,78 60,53 3,17 537,00 4,39 29,35 

  14 16,0 5,3 43,57 1046,47 90,77 4,92 1662,13 6,20 430,81 68,15 3,16 615,00 4,47 34,20 

  16 16,0 5,3 49,07 1175,19 102,64 4,89 1865,73 6,17 484,64 75,92 3,14 690,00 4,55 38,52 

  18 16,0 5,3 54,79 1290,24 114,24 4,87 2061,03 6,13 537,46 82,08 3,13 771,00 4,63 43,01 

  20 16,0 5,3 60,40 1418,85 125,60 4,85 2248,26 6,10 589,43 90,02 3,12 830,00 4,70 47,41 

18 180 11 16,0 5,3 38,80 1216,44 92,47 5,60 1933,10 7,06 499,78 72,86 3,59 716,00 4,85 30,47 

  12 16,0 5,3 42,19 1316,62 100,41 5,59 2092,78 7,04 540,45 78,15 3,58 776,00 4,89 33,12 

20 200 12 18,0 6,0 47,10 1822,78 124,61 6,22 2896,16 7,84 749,40 98,68 3,99 1073,00 5,37 36,97 

  13 18,0 6,0 50,85 1960,77 134,44 6,21 3116,18 7,83 805,35 105,07 3,98 1156,00 5,42 39,92 

  14 18,0 6,0 54,60 2097,00 144,17 6,20 3333,00 7,81 861,00 111,50 3,97 1236,00 5,46 42,80 

  16 18,0 6,0 61,98 2362,57 163,37 6,17 3755,39 7,78 969,74 123,77 3,96 1393,00 5,54 48,65 

  20 18,0 6,0 76,54 2871,47 200,37 6,12 4860,42 7,72 1181,92 146,62 3,93 1689,00 5,70 60,08 

  25 18,0 6,0 94,29 3466,21 245,59 6,06 5494,04 7,63 1438,38 172,68 3,91 2028,00 5,89 74,02 

  30 18,0 6,0 111,54 4019,60 288,57 6,00 6351,05 7,55 1698,16 193,06 3,89 2332,00 6,07 87,56 

22 220 14 21,0 7,0 60,38 2814,36 175,18 6,83 4470,15 8,60 1158,56 138,62 4,38 1655,00 5,91 47,40 

  16 21,0 7,0 68,58 3175,44 198,71 6,80 5045,37 8,58 1305,52 153,34 4,36 1869,00 6,02 53,83 

25 250 16 24,0 8,0 78,40 4717,10 258,43 7,76 7492,10 9,78 1942,09 203,45 4,98 2775,00 6,75 61,55 

    18 24,0 8,0 87,72 5247,24 288,82 7,73 8336,69 9,75 2157,78 22,039 4,96 3089,00 6,83 68,86 

    20 24,0 8,0 96,96 5764,87 318,76 7,71 9159,73 9,72 2370,01 242,52 4,94 3395,00 6,91 76,11 

    22 24,0 8,0 106,12 6270,32 348,26 7,69 9961,30 9,69 2579,04 260,52 4,93 3691,00 7,00 83,31 

    25 24,0 8,0 119,71 7006,39 391,72 7,65 11125,52 9,64 2887,26 287,14 4,91 4119,00 7,11 93,97 

    28 24,0 8,0 133,12 7716,86 434,25 7,61 12243,84 9,59 3189,89 311,98 4,90 4527,00 7,23 
  

104,50 

    30 24,0 8,0 141,96 8176,82 462,11 7,59 12964,66 9,56 3388,98 327,82 4,89 4788,00 7,31 
  

111,44 

    35 24,0 8,0 163,71 9281,05 530,11 7,53 14682,73 9,47 3879,37 366,13 4,87 5401,68 7,53 
  

128,51 
 
 



 

x

y

t

r

b

x0

B

y
0

r

x

t

y



R

u

u

 

Уголки стальные горячекатаные неравнополочные 

(по ГОСТ 8510–86) 

B  

b 

t 

R 

 

r 

W 

А 

 – ширина большой полки; 

 – ширина малой полки; 

 – толщина полки; 

 – радиус внутреннего  

    закругления; 

 – радиус закругления полки; 

 – момент сопротивления; 

 – площадь поперечного сечения; 

J   – момент инерции; 

i  – радиус инерции; 

x0, y0  – расстояния от центра 

    тяжести до наружных 

    граней полок; 

α  – угол наклона главной 

    центральной оси 

 

 

  Таблица В.2  – Геометрические характеристики неравнополочных уголков   

Н
о
м

е
р
 
 

 
 
у
г
о
л
к
а

 

В  b  t  R  r 

А,  

см
2 

Справочные величины для осей 

x0, 
см 

y0, 

см  

Jxy, 

см
4

 
 tg  

М
а
с
с
а
 
1
м

 

у
г
о
л
к
а
, 
к
г
 

мм 

x-x у-у и-и 

Jx, 
 см

4

 

Wx, 
см

3

 

ix, 
см 

Jу,  
см

4

 

Wу, 
см

3

 

iу, 
см 

Ju min,  

см
4

 

Wu, 
см

3

 

iu min, 

см 
2,5/1,6 25 16 3 3,5 1,2 1,16 0,70 0,43 0,78 0,22 0,19 0,44 0,13 0,16 0,34 0,42 0,86 0,22 0,392 0,91 

3/2* 30 20 3 3,5 1,2 1,43 1,27 0,62 0,94 0,45 0,30 0,56 0,26 0,25 0,43 0,51 1,0 0,43 0,427 1,12 

   4   1,86 1,61 0,82 0,93 0,56 0,39 0,55 0,34 0,32 0,43 0,54 1,04 0,54 3,421 1,46 

3,2/2 32 20 3 3,5 1,2 1,49 1,52 0,72 1,01 0,46 0,30 0,55 0,28 0,25 0,43 0,49 1,08 0,47 0,382 1,17 

   4   1,94 1,93 0,93 1,00 0,57 0,39 0,54 0,35 0,33 0,43 0,53 1,12 0,59 0,374 1,52 

4/2,5 40 25 3 4,0 1,3 1,89 3,06 1,14 1,27 0,93 0,49 0,70 0,56 0,41 0,54 0,59 1,32 0,96 0,385 1,48 

   4   2,47 3,93 1,49 1,26 1,18 0,68 0,69 0,71 0,52 0,54 0,63 1,37 1,22 0,281 1,94 

   5   3,03 4,73 1,82 1,25 1,41 0,77 0,68 0,86 0,64 0,53 0,66 1,41 1,44 0,374 2,37 

4/3* 40 30 4 4,0 1,3 2,67 4,18 1,54 1,25 2,01 0,91 0,87 1,09 0,75 0,64 0,78 1,28 1,68 0,544 2,26 

   5   3,28 5,04 1,88 1,24 2,41 1,11 0,86 1,33 0,91 0,64 0,82 1,32 2,00 0,539 2,46 
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см 

Jу,  
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Wу, 
см

3

 

iу, 
см 

Ju min,  

см
4

 

Wu, 
см

3

 

iu min, 

см 
4,5/2,8 45 28 3 5,0 1,7 2,14 4,41 1,45 1,48 1,32 0,61 0,79 0,79 0,52 0,61 0,64 1,47 1,38 0,382 1,68 

   4   2,80 5,68 1,90 1,42 1,69 0,80 0,78 1,02 0,67 0,60 0,68 1,51 1,77 0,379 2,20 

5/3,2 50 32  3 5,5 1,8 2,42 6,18 1,82 1,60 1,99 0,81 0,91 1,18 0,68 0,70 0,72 1,60 2,01 0,403 1,90 

   4   3,17 7,98 2,38 1,59 2,56 1,05 0,90 1,52 0,88 0,69 0,76 1,65 2,59 0,401 2,40 

5,6/3,6 56 36 4 6,0 2,0 3,58 11,37 3,01 1,78 3,70 1,34 1,02 2,19 1,13 0,78 0,84 1,82 3,74 0,406 2,81 

   5   4,41 13,82 3,70 1,77 4,48 1,65 1,01 2,65 1,37 0,78 0,88 1,87 4,50 0,404 3,46 

6,3/4,0 63 40 4 7,0 2,3 4,04 16,33 3,83 2,01 5,16 1,67 1,13 3,07 1,41 0,87 0,91 2,03 5,25 0,307 3,17 

   5   4,98 19,91 4,72 2,00 6,26 2,05 1,12 3,73 1,72 0,86 0,95 2,08 6,41 0,396 3,91 

   6   5,90 23,31 5,58 1,99 7,29 2,42 1,11 4,36 2,02 0,86 0,99 2,12 7,44 0,393 4,63 

   8   7,68 29,60 7,22 1,96 9,15 3,12 1,09 5,58 2,60 0,85 1,07 2,20 9,27 0,386 6,03 

6,5/5* 65 50 5 6,0 2,0 5,56 23,41 5,20 2,05 12,08 3,23 1,47 6,41 2,68 1,07 1,26 2,00 9,77 0,576 4,36 

   6   6,60 27,46 6,16 2,04 14,12 3,82 l,46 7,52 3,15 1,07 1,30 2,04 11,46 0,575 5,18 

   7   7,62 31,32 7,08 2,03 16,05 4,38 1,45 8,60 3,59 1,06 1,34 2,08 12,94 0,571 5,98 

   8   8,62 35,00 7,99 2,02 18,88 4,93 1,44 9,65 4,02 1,06 1,37 2,12 13,61 0,570 6,77 

7/4,5 70 45 5 7,5 2,5 5,59 27,76 5,88 2,23 9,05 2,62 1,27 5,34 2,20 0,98 1,05 2,28 9,12 0,406 4,39 

7,5/5 75 50 5 8,0 2,7 6,11 34,81 6,81 2,39 12,47 3,25 1,43 7,24 2,73 1,09 1,17 2,39 12,00 0,436 4,79 

   6   7,25 40,92 8,08 2,38 14,60 3,85 1,42 8,48 3,21 1,08 1,21 2,44 14,10 0,435 5,69 

   7*   8,37 46,77 9,31 2,36 16,61 4,43 1,41 9,69 3,69 1,08 1,25 2,48 16,18 0,435 6,57 

   8   9,47 52,38 10,52 2,35 18,52 4,88 1,40 10,87 4,14 1,07 1,29 2,52 17,80 0,430 7,43 

8/5 80 50 5 8,0 2,7 6,36 41,64 7,71 2,56 12,68 328 1,41 7,57 2,75 1,00 1,13 2,60 13,20 0,387 4,49 

   6   7,55 46,98 9,15 2,55 14,85 3,88 1,40 8,88 3,24 1,08 1,17 2,65 15,50 0,386 5,92 

8/6* 80 60 6 8,0 2,7 8,15 52,06 9,42 2,53 25,18 5,58 1,76 13,61 4,66 1,29 1,49 2,47 20,98 0,547 6,39 

   7   9,42 59,61 10,87 2,52 28,74 6,43 1,75 15,58 5,34 1,29 1,53 2,52 24,01 0,546 7,39 

   8   10,67 66,88 12,38 2,50 32,15 7,26 1,74 17,49 5,99 1,28 1,57 2,56 26,83 0,544 8,37 

9/5,6 90 56 5,5 9,0 3,0 7,86 65,28 10,74 2,88 19,67 4,53 1,58 11,77 3,81 1,22 1,26 2,92 20,54 0,384 6,17 

   6   8,54 70,58 11,66 2,88 21,22 4,91 1,58 12,70 4,12 1,22 1,28 2,95 22,23 0,384 6,70 

   8   11,18 90,87 15,24 2,85 27,08 6,39 1,56 16,29 5,32 1,21 1,36 3,04 28,33 0,380 8,77 

10/6,3 100 63 6 10 3,3 9,58 98,29 14,52 3,20 30,58 6,27 1,79 18,20 5,27 1,38 1,42 3,23 31,50 0,393 7,53 

   7   11,09 112,86 16,78 3,19 34,99 7,23 1,78 20,83 6,06 1,37 1,46 3,28 36,10 0,392 8,70 
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4

 

Wu, 
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3

 

iu min, 

см 
10/6,3 100 63 8 10 3,3 12,57 126,96 19,01 3,18 39,21 8,17 1,77 23,38 6,82 1,36 1,50 3,32 40,50 0,391 9,87 

   10   15,47 l53,95 23,32 3,15 47,18 9,99 1,75 28,34 8,31 1,35 1,58 3,40 48,60 0,387 12,14 

10/6,5* 100 65 7 10 3,3 11,23 114,05 16,87 3,19 38,32 7,70 1,85 22,77 6,43 1,41 1,52 3,24 38,00 0,415 8,81 

   8   12,73 128,31 19,11 3,18 42,96 8,70 1,84 25,24 7,26 1,41 1,56 3,28 42,64 0,414 9,99 

   10   15,67 155,52 23,45 3,15 51,68 10,64 1,82 30,60 8,83 1,40 1,64 3,37 51,18 0,410 12,30 

11/7 110 70 6,5 10 3,3 11,45 142,42 19,11 3,53 45,61 8,42 2,00 26,94 7,05 1,53 1,58 3,55 46,80 0,402 8,98 

   8   13,93 171,54 23,22 3,51 54,64 10,20 1,98 32,31 8,50 1,52 1,64 3,61 55,90 0,400 10,93 

12,5/8 125 80 7 11 3,7 14,06 226,53 26,67 4,01 73,73 11,89 2,29 43,40 9,96 1,76 1,80 4,01 74,70 0,407 11,04 

   8   15,98 225,62 30,26 4,00 80,95 13,47 2,28 48,82 11,25 1,75 1,84 4,05 84,10 0,406 12,53 

   10   19,70 311,61 37,27 3,98 100,47 16,52 2,26 59,33 13,74 1,74 1,92 4,14 102,0 0,404 15,47 

   12   23,36 364,79 44,07 3,95 116,84 19,46 2,24 69,47 16,11 1,72 2,00 4,22 118,0 0,400 18,34 

14/9 140 90 8 12 4,0 18,00 363,68 38,25 4,49 119,79 17,19 2,58 70,27 14,39 1,58 2,03 4,49 121,0 0,411 4,13 

   10   22,24 444,45 47,19 4,47 145,54 21,14 2,58 85,51 17,58 1,96 2,12 4,58 147,0 0,400 17,46 

16/10 160 100 9 13 4,3 22,87 605,97 56,04 5,15 186,03 23,96 2,85 110,40 20,01 2,20 2,24 5,19 194,0 0,391 17,96 

   10   25,28 666,59 61,91 5,13 204,09 26,42 2,84 121,16 22,02 2,19 2,28 5,23 213,0 0,390 19,85 

   12   30,04 784,22 73,42 5,11 238,75 31,23 2,82 142,14 25,93 2,18 2,36 5,32 249,0 0,388 23,58 

   14   34,72 897,19 84,65 5,08 271,60 35,89 2,80 162,49 29,75 2,16 2,43 5,40 282,0 0,385 27,26 

18/11 180 110 10 14 4,7 28,33 952,28 78,59 5,80 276,37 32,27 3,12 165,44 26,96 2,42 2,44 5,83 295,0 0,376 22,20 

   12   33,69 1122,5 93,33 5,77 324,09 38,20 3,10 194,28 31,83 2,40 2,52 5,97 348,0 0,374 26,40 

20/12,5 200 125 11 14 4,7 34,87 1449,0 107,31 6,45 446,36 45,98 3,58 263,84 38,27 2,75 2,79 6,50 465,0 0,392 27,37 

   12   37,89 1568,2 116,51 6,43 481,93 49,85 3,57 285,04 41,45 2,74 2,83 6,54 503,0 0,392 29,74 

   14   43,87 1800,8 134,64 6,41 550,77 57,43 3,54 326,54 47,57 2,73 2,91 6,62 575,0 0,390 34,43 

   16   49,77 2026,1 152,41 6,38 616,66 64,83 3,52 366,99 53,56 2,72 2,99 6,71 643,0 0,388 39,07 

Примечание – Звездочкой обозначены номера уголков, которых не было в старом ГОСТ 8510–72. 
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Швеллеры стальные горячекатаные 

с уклоном внутренних граней полок (по ГОСТ 8240–97) 

h   – высота швеллера; J   – момент инерции; 

b  – ширина полки; W  – момент сопротивления; 

s  – толщина стенки; i   – радиус инерции; 

t  – толщина полки; Sx  – статический момент площади  

    полусечения; 

R  – радиус внутреннего  

    закругления; 

X0  – расстояние от оси Y–Y  

    до наружной грани стенки 

r  – радиус закругления полки;   

А  – площадь сечения;  

 

  Таблица В.3  – Геометрические характеристики швеллеров   

Н
о
м

е
р
 

ш
в
е
л
л
е
р
а
 

с
е
р
и
и
 
У

 

 

h 

 

b 

 

s 

 

t 

R r 

А,  

см
2

 

М
а
с
с
а
 
 

1
 
м
,
 
к
г
 

Справочные значения для осей 

X0,  

см 
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Jx ,
 

см
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Wx, 

см
3

 

ix , 

см 

Sx, 

см
3

 

Jy , 

см
4

 

Wy , 

см
3

 

iy , 

см 

5У 50 32 4,4 7,0 6,0 2,5 6,16 4,84 22,8 9,1 1,92 5,59 5,61 2,75 0,95 1,16 

6,5У 65 36 4,4 7,2 6,0 2,5 7,51 5,90 48,6 15,0 2,54 9,00 8,70 3,68 1,08 1,24 

8У 80 40 4,5 7,4 6,5 2,5 8,98 7,05 89,4 22,4 3,16 13,30 12,80 4,75 1,19 1,31 



  Окончание таблицы В.3 
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3
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4

 

Wy , 
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3

 

iy , 

см 

10У 100 46 4,5 7,6 7,0 3,0 10,90 8,59 174,0 34,8 3,99 20,40 20,40 6,46 1,37 1,44 

12У 120 52 4,8 7,8 7,5 3,0 13,30 10,40 304,0 50,6 4,78 29,60 31,20 8,52 1,53 1,54 

14У 140 58 4,9 8,1 8,0 3,0 15,60 12,30 491,0 70,2 5,60 40,80 45,40 11,00 1,70 1,67 

16У 160 64 5,0 8,4 8,5 3,5 18,10 14,20 747,0 93,4 6,42 54,10 63,30 13,80 1,87 1,80 

16аУ 160 68 5,0 9,0 8,5 3,5 19,50 15,30 823,0 103,0 6,49 59,40 78,80 16,40 2,01 2,00 

18У 180 70 5,1 8,7 9,0 3,5 20,70 16,30 1090,0 121,0 7,24 69,80 86,00 17,00 2,04 1,94 

18аУ 180 74 5,1 9,3 9,0 3,5 22,20 17,40 1190,0 132,0 7,32 76,10 105,00 20,00 2,18 2,13 

20У 200 76 5,2 9,0 9,5 4,0 23,40 18,40 1520,0 152,0 8,07 87,80 113,00 20,50 2,20 2,07 

22У 220 82 5,4 9,5 10,0 4,0 26,70 21,00 2110,0 192,0 8,89 110,00 151,00 25,10 2,37 2,21 

24У 240 90 5,6 10,0 10,5 4,0 30,60 24,00 2900,0 242,0 9,73 139,00 208,00 31,60 2,60 2,42 

27У 270 95 6,0 10,5 11,0 4,5 35,20 27,70 4160,0 308,0 10,90 178,00 262,00 37,30 2,73 2,47 

30У 300 100 6,5 11,0 12,0 5,0 40,50 31,80 5810,0 387,0 12,00 224,00 327,00 43,60 2,84 2,52 

33У 330 105 7,0 11,7 13,0 5,0 46,50 36,50 7980,0 484,0 13,10 281,00 410,00 51,80 2,97 2,59 

36У 360 110 7,5 12,6 14,0 6,0 53,40 41,90 10820,0 601,0 14,20 350,00 513,00 61,70 3,10 2,68 

40У 400 115 8,0 13,5 15,0 6,0 61,50 48,30 15220,0 761,0 15,70 444,00 642,00 73,40 3,23 2,75 
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Двутавры стальные горячекатаные (по ГОСТ 8239–89) 

h   – высота балки; r  – радиус закругления полки; 

b  – ширина полки; J  – момент инерции; 

s  – толщина стенки; W  – момент сопротивления; 

t  – средняя толщина полки; i  – радиус инерции; 

R  – радиус внутреннего  

    закругления; 

S 
 – статический момент площади  

    полусечения 

  Таблица В.4  – Геометрические характеристики двутавров   

Номер 

дву- 

тавра 

h b s t R r 
А,  

см
2

 

Масса 

1 м, 

кг 

Справочные значения для осей 

не более X–X Y–Y 

мм Jx , см
4 

Wx, см
3

 ix , см Sx, см
3

 Jy , см
4

 Wy , см
3

 iy , см 

10 100 55 4,5 7,2 7,0 2,5 12,0 9,46 198 39,7 4,06 23,0 17,9 6,49 1,22 

12 120 64 4,8 7,3 7,5 3,0 14,7 11,50 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38 

14 140 73 4,9 7,5 8,0 3,0 17,4 13,70 572 81,7 5,73 46,8 41,9 11,50 1,55 

16 160 81 5,0 7,8 8,5 3,5 20,2 15,90 873 109,0 6,57 62,3 58,6 14,50 1,70 

18 180 90 5,1 8,1 9,0 3,5 23,4 18,40 1290 143,0 7,42 81,4 82,6 18,40 1,88 

20 200 100 5,2 8,4 9,5 4,0 26,8 21,00 1840 184,0 8,28 104,0 115,0 23,10 2,07 

22 220 110 5,4 8,7 10,0 4,0 30,6 24,00 2550 232,0 9,13 131,0 157,0 28,60 2,27 

24 240 115 5,6 9,5 10,5 4,0 34,8 27,30 3460 289,0 9,97 163,0 198,0 34,50 2,37 

27 270 125 6,0 9,8 11,0 4,5 40,2 31,50 5010 371,0 11,20 210,0 260,0 41,50 2,54 

30 300 135 6,5 10,2 12,0 5,0 46,5 36,50 7080 472,0 12,30 268,0 337,0 49,90 2,69 

33 330 140 7,0 11.2 13,0 5,0 53,8 42,20 9840 597,0 13,50 339,0 419,0 59,90 2,79 

36 360 145 7,5 12,3 14,0 6,0 61,9 48,60 13380 743,0 14,70 423,0 516,0 71,10 2,89 

40 400 155 8,3 13,0 15,0 6,0 72,6 57,00 19062 953,0 16,20 545,0 667,0 86,10 3,03 

45 450 160 9,0 14,2 16,0 7,0 84,7 66,50 27696 1231,0 18,10 708,0 808,0 101,00 3,09 

50 500 170 10,0 15,2 17,0 7,0 100,0 78,50 39727 1589,0 19,90 919,0 1043,0 123,00 3,23 

55 550 180 11,0 16,5 18,0 7,0 118,0 92,60 55962 2035,0 21,80 1181 1356,0 151,00 3,39 

60 600 190 12,0 17,8 20,0 8,0 138,0 108,0 76806 2560,0 23,60 1491 1725,0 182,00 3,54 
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STAROVOITOV E. I. 

STRENGTH OF MATERIAL’S 

The textbook covers to the traditional program on mechanics 

(strength) of materials in technical colleges. The following sec-

tions are discussed: rod tension and compression, torsion, geo-

metrical characteristics of plane section rods, bending, combined 

resistance, foundation of the strain-stress theory, plasticity and 

destruction criteria, compressed rod stability, dynamic loading, 

strength at cyclic strains, contact strains, displacements in 

framed structures, test tasks. Methods and examples of solutions 

are set up.  
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