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ВВЕДЕНИЕ 
Потребности практики в наилучшем управлении сложными целенаправ-

ленными процессами вызвали к жизни специальные научные методы, кото-
рые принято объединять под названием – исследование операций (ИСО). 
Инженеру-транспортнику необходимы глубокие знания не только организа-
ции и экономики перевозочного процесса, но и математики. Основное на-
значение данного пособия – помочь будущим инженерам и управленцам 
овладеть современными математическими методами, выработать навыки 
математического исследования прикладных вопросов организации, управле-
ния и планирования перевозочного процесса, повышения его эффективно-
сти. Пособие предназначено в первую очередь для студентов специальности 
«Организация движения на транспорте» специализаций «Организация пере-
возок и управление (управление на железнодорожном транспорте)» и «Орга-
низация перевозок и управление (на автомобильном транспорте)» безотрыв-
ной формы обучения. 

Пособие содержит краткие теоретические сведения по основным разде-
лам курса «Исследование операций», вопросы программы изучаемой дисци-
плины (приложение А), указания, задания и примеры по выполнению кон-
трольных работ. В каждом разделе излагаются наиболее важные положения 
теории, приводятся примеры с подробным описанием схем их решения и 
доведением этих решений до числовых результатов. 

Несмотря на то, что в пособии приведено много содержательных приме-
ров, иллюстрирующих методику применения теоретических результатов, 
для закрепления практических навыков самостоятельного решения конкрет-
ных задач ИСО и самоконтроля рекомендуются в качестве базовых учебные 
пособия [7], [8], [12]. Кроме того, возможно использование дополнительной 
литературы, приведенной в конце пособия, и других доступных учебников и 
пособий по разделам данного курса. 

 

УКАЗАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ 
КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 
При выполнении контрольных работ необходимо придерживаться на-

стоящих указаний. Варианты заданий контрольных работ определяются по 
следующим ниже таблицам в зависимости от двух последних цифр шифра 
личной карточки студента. В первом столбце таблиц расположены цифры от 
0 до 9, каждая из которых – предпоследняя цифра шифра личной карточки 
студента. В верхней строке таблиц размещены также цифры от 0 до 9, каж-
дая из которых – последняя цифра шифра личной карточки студента. 

Варианты заданий для контрольной работы № 1 приведены в таблице: 
 

Последняя цифра шифра Предпоследняя 
цифра шифра 

Номер 
задачи 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
2 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
3 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 
4 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
5 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 

0 

6 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
2 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 
3 30 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
4 25 26 27 28 29 30 1 2 3 4 
5 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 

1 

6 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
1 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
2 30 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
3 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
5 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

2 

6 23 24 25 26 27 28 29 30 1 2 
1 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 
2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
4 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
5 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 

3 

6 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 
1 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 
2 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
3 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
4 28 29 30 1 2 3 4 5 6 7 
5 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 

4 

6 24 25 26 27 28 29 30 1 2 3 
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Продолжение таблицы 
Последняя цифра шифра Предпоследняя 

цифра шифра 
Номер 
задачи 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 
2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
3 25 26 27 28 29 30 1 2 3 4 
4 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

5 

6 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
1 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
2 22 23 24 25 26 27 28 29 30 5 
3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
4 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
5 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

6 

6 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 23 24 25 26 27 28 29 30 1 2 
2 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
3 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 
4 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

7 

6 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
2 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
3 30 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
4 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
5 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

8 

6 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
1 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 
2 26 27 28 29 30 1 2 3 4 5 
3 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
4 22 23 24 25 26 27 28 29 30 1 
5 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

9 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
 

Варианты заданий для контрольной работы № 2 приведены в таблице: 
 

Последняя цифра шифра Предпоследняя 
цифра шифра 

Номер 
задачи 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
2 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
3 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 
4 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

0 

5 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 

Продолжение таблицы 
Последняя цифра шифра Предпоследняя 

цифра шифра 
Номер 
задачи 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
2 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 
3 30 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
4 25 26 27 28 29 30 1 2 3 4 

1 

5 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 
1 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
2 30 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
3 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

2 

5 23 24 25 26 27 28 29 30 1 2 
1 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 
2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
3 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
4 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 

3 

5 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 
1 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 
2 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
3 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
4 28 29 30 1 2 3 4 5 6 7 

4 

5 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 
1 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 
2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
3 25 26 27 28 29 30 1 2 3 4 
4 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

5 

5 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
1 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
2 22 23 24 25 26 27 28 29 30 5 
3 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
4 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

6 

5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 23 24 25 26 27 28 29 30 1 2 
2 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
3 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 
4 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

7 

5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
2 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
3 30 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
4 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

8 

5 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
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Продолжение таблицы 
Последняя цифра шифра Предпоследняя 

цифра шифра 
Номер 
задачи 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 
2 26 27 28 29 30 1 2 3 4 5 
3 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
4 22 23 24 25 26 27 28 29 30 1 

9 

5 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
 

Правило выбора вариантов заданий рассмотрим на следующем примере. 
Пусть две последние цифры личной карточки – 27. В предшествующих таб-
лицах выбирается строка, в которой находится цифра «2», и столбец, в кото-
ром находится цифра «7», пересечение строк и столбцов определяет номера 
вариантов для каждого задания контрольных работ: 

 

Номер задания 1 2 3 4 5 6 Контрольная 
работа № 1 Вариант 28 7 17 12 3 30 

Номер задания 1 2 3 4 5  Контрольная 
работа № 2 Вариант 28 7 17 12 30  
 

Как видно из приведенных таблиц контрольная работа № 1 включает 
шесть заданий, контрольная работа № 2 включает пять заданий. Пункты, в 
которых приведены постановки задач и примеры их выполнения, а также 
номера приложений с исходными данными для заданий контрольных работ 
приведены в следующих таблицах: 

 

Номер задания 1 2 3 4 5 6 
Постановка задачи 
и пример решения п. 1.2 п. 2.2 п. 2.3 п. 3.2 п. 4.2 п. 4.3 Контрольная 

работа № 1 
Исходные данные Приложение Б 
Номер задания 1 2 3 4 5  
Постановка задачи 
и пример решения п. 5.2 п. 5.3 п. 6.2 п. 7.2 п. 8.2  Контрольная 

работа № 2 
Исходные данные Приложение В  

 

Работа, выполненная не по своему варианту, считается незачтённой и 
возвращается студенту для переработки. 

 

1 ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ. 
ГРАФИЧЕСКИЙ И ТАБЛИЧНЫЙ 
СИМПЛЕКС-МЕТОДЫ 

1.1 Основные теоретические сведения 

1.1.1 Общая постановка задачи линейного программирования 
Основные понятия ИСО: операция, модель операции, решение, опти-

мальное решение, критерий. Под операцией в ИСО понимается любое меро-
приятие (или система мероприятий), направленное к достижению опреде-
лённой цели. Операция – всегда управляемое мероприятие, т. е. от нас зави-
сит, каким образом выбрать некоторые элементы или параметры, характери-
зующие способ её организации. Исследовать можно как саму операцию – 
оригинал, так и её модель. Основным в ИСО является метод исследования 
моделей операций, и чем удачнее подобрана модель, тем лучше она отража-
ет характерные черты явления, тем успешнее будет исследование. Методом 
исследования операций является так называемый операционный метод, 
сущность которого: постановка задачи; построение математической модели 
операции; нахождение оптимального решения с её помощью; проверка мо-
дели и оценка решения. Чтобы построить математическую модель операции, 
необходимо сформулировать основные законы, управляющие объектом ис-
следования, а затем представить эти законы в математической форме. Цель, 
которую преследуют в процессе исследования операций, заключается в том, 
чтобы выявить наилучший (оптимальный) способ действия при решении той 
или иной задачи организационного управления в условиях, когда имеют ме-
сто ограничения технико-экономического или иного характера. Когда ис-
пользуют термин исследование операций, то почти всегда имеют в виду 
применение математических методов для моделирования систем и анализа 
их характеристик. Математические модели и методы занимают в исследова-
нии операций центральное место. 

Для построения математической модели необходимо иметь строгое пред-
ставление о цели функционирования исследуемой системы и располагать 
информацией об ограничениях, которые определяют область допустимых 
значений управляемых переменных. Как цель (критерий качества, целевая 
функция), так и ограничения должны быть представлены в виде функций от 
управляемых переменных. Анализ модели должен привести к определению 
наилучшего управляющего воздействия на объект управления при выполне-
нии всех установленных ограничений. 

В общем виде задача оптимизации может быть представлена следующей 
математической моделью. Пусть процесс работы или структура системы 
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зависит от групп переменных величин xi, yj, zk, на каждую из которых нало-
жены ограничения в виде функций 
 

 

,,...,2,1,0)(

;,...,2,1,0)(
;,...,2,1,0)(

3

2

1

nkzR

mjyR
lixR

k

j

i

=≤

=≤
=≤

 (1.1) 

 

где R1, R2, R3 – некоторые функции. 
Ставится задача определения значений переменных xi, yj, zk, при которых 

некоторая крайне важная для нас функция – критерий качества функцио-
нирования системы 

 ),,( kji zyxfz =  (1.2) 
имеет оптимальное значение. 

В том случае, когда функции R1, R2, R3 и f являются линейными, речь 
идёт о задаче линейного программирования (ЛП). Задачи ИСО, требующие 
оптимизации критерия качества, т.е. задачи (1.1)–(1.2), решаются методами 
математического программирования. Слово программирование означает, что 
эти методы применяются для планирования, т.е. составления плана (про-
граммы), который обеспечивал бы оптимальное использование материаль-
ных, трудовых и других ресурсов. Если среди функций R1, R2, R3 и f встреча-
ется хотя бы одна нелинейная функция, то речь идёт о задаче нелинейного 
программирования. Любое решение системы неравенств (равенств) называ-
ется допустимым. Допустимое решение, обеспечивающее минимум (мак-
симум) целевой функции, называется оптимальным. 

1.1.2 Формы записи задачи ЛП 
Общая или произвольная форма записи задачи ЛП: 
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 (1.3) 

 

где xj – произвольные, j = n1 + 1,…, n. 

Выделяют также симметричную или стандартную форму записи задач 
ЛП, которая имеет вид 
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или следующий вид 
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Канонической формой записи задачи ЛП называют задачу 
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Указанные выше три формы записи задач ЛП эквивалентны в том смыс-
ле, что каждая из них с помощью несложных преобразований может быть 
сведена к другой. 

1.1.3 Геометрическая интерпретация и графическое решение 
задачи линейного программирования 

Задачу ЛП с двумя переменными всегда можно решать графически. 
Пусть дана задача: 

max z = с1x1 + с2x2 ; 
a11x1 + a12x2 ≤ b1; 
a21x1 + a22x2 ≤ b2; 

.  .  . 

am1x1 + am2x2 ≤ bm; 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

 

Каждое ограничение задачи задаёт на плоскости x1Ox2 некоторую полу-
плоскость. Полуплоскость – выпуклое множество, а пересечение любого 
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числа выпуклых множеств также выпукло. Следовательно, область допус-
тимых решений (планов) есть выпуклое множество (например, много-
угольник). 

Выберем произвольное значение целевой функции z=z0 и построим пря-
мую линию c1x1+c2x2=z0. В точках прямой c1x1+c2x2=zk, где zk – конкретное 
число, целевая функция сохраняет одно и то же постоянное значение zk. За-
давая различные значения zk, мы построим семейство параллельных прямых, 
называемых линиями уровня целевой функции (линиями постоянного 
значения). Направление возрастания целевой функции указывает градиент 

),(),( 2121
сcc x

z
x

z == ∂
∂

∂
∂r

, убывания – антиградиент c
r

− . Вектор-градиент 
перпендикулярен линиям уровня целевой функции. 

Из геометрической интерпретации задачи ЛП вытекает следующий поря-
док её графического решения: 

1 С учётом системы ограничений строим область допустимых решений. 
2 Строим вектор градиентного направления. 
3 Проводим произвольную линию уровня z = z0 (проще всего провести 

линию z = 0), перпендикулярную вектору-градиенту. 
4 При решении задачи на максимум перемещаем линию уровня z=z0 в 

направлении вектора-градиента так, чтобы в крайней точке она касалась об-
ласти допустимых решений. В случае решения задачи на минимум линию 
уровня перемещают в антиградиентном направлении вдоль области допус-
тимых решений. 

5 Определяем оптимальный план ),( *
2

*
1

* xxx =
r

и экстремальное значение 

целевой функции ),( *
2

*
1

* xxzz = . 
Графическим методом можно решать задачи ЛП с n>2 переменными, ес-

ли в её канонической записи число неизвестных n и число линейно незави-
симых уравнений m связано соотношением: 2≤−mn . В этом случае кано-
ническую форму записи задачи преобразуют в симметричную, которая будет 
содержать не более двух переменных. Решая эту задачу графически, находят 
два компонента оптимального плана. Подставляя их в ограничения задачи, 
определяют и остальные компоненты. 

1.1.4 Решение задачи линейного программирования 
табличным симплекс-методом 

Пусть математическая модель задачи линейного программирования 
представлена канонической формой записи в матричном виде 

 

 }0,|{max >== XBXAXCW  (1.7) 
 

с m уравнениями, n неизвестными и неотрицательным вектором B, разре-
шённая относительно m переменных, имеющая единичный базис. 

Условие такой задачи удобно задавать в виде симплекс-таблицы: 
 

XQ CQ a1 a2 . . . аn B 
∆ 1 ∆1 ∆2 . . . ∆n z0 
x1 c1 a11 a12 . . . а1n b1 
x2 c2 a21 a22 . . . а2n b2 
. . . 

. . . 
. . . 

. . . 
. . . 

. . . 
. . . 

xm cm am1 am2 . . . аmn bm 
 

В процессе решения в столбце XQ находится список базисных перемен-
ных, а в столбце CQ содержатся соответствующие им коэффициенты целевой 
функции. В столбце B находятся значения базисных переменных (решение 
задачи), а в столбцах a1, a2, ..., an – коэффициенты aij матрицы условий. В 
оценочной строке ∆ содержатся значение целевой функции и приведённые 
коэффициенты ∆j при неизвестных линейной формы. При заполнении эле-

ментов ∆-строки исходной таблицы используются формулы ∑
=

=
m

i
ii bcz

1
0 , 

;
1
∑
=

=
m

i
ijij acz  и ;jjj cz −=∆  где nj ,...,1= , при помощи которых целевая 

функция приводится к базису, в котором представлена система ограничений. 
Если целевая функция выражена только через свободные переменные (уже 
приведена к единичному базису), а коэффициенты при базисных перемен-
ных равны нулю, то коэффициенты ∆-строки определяются по формуле 
∆j = – cj (поскольку z0 = 0, ∆j = 0 для базисных переменных). 

Алгоритм симплекс-метода 
Шаг 1. Проверим выполнение условия оптимальности. Просмотрим зна-

ки коэффициентов ∆j оценочной строки. Если все ∆j ≥ 0, то задача решена: 
допустимое базисное решение оптимально и max W = z0. Если не все ∆j ≥ 0, то 
переходим к шагу 2. 

Шаг 2. Проверим выполнение условия допустимости. Среди значений 
∆j < 0 находим наибольшее по абсолютной величине и соответствующий ему 
столбец выбираем в качестве ведущего. Пусть это будет столбец с номером 
s. Если в ведущем столбце все элементы ais ≤ 0 для всех ni ,...,1= , то имеем 
случай, когда целевая функция неограничена (max W = ∞), и решение на этом 
завершается. Если же не все ais ≤ 0, то переходим к шагу 3. 

Шаг 3. Для каждого элемента ais > 0 ведущего столбца находим отноше-
ние bi / ais, выбираем из них наименьшее и называем соответствующую 
строку ведущей. Пусть это будет строка с номером r. Элемент ars (на пере-
сечении ведущего столбца и ведущей строки) будет ведущим элементом. 

Шаг 4. Выполняем преобразования Жордана-Гаусса таблицы с ведущим 
элементом ars по формулам (1.8), где элементы «новой» таблицы определя-
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ются по элементам «старой» таблицы, и переходим к шагу 1. 
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 (1.8) 

Последовательность операций на шагах 1 – 4 называется итерацией 
симплекс-метода. 

1.2 Решение задачи выгрузки маршрута 
однородного груза на станции 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу требу-
ется: 

1) записать постановку задачи; 
2) построить математическую модель задачи; 
3) представить математическую модель в каноническом виде; 
4) решить задачу табличным симплекс-методом; 
5) проанализировать решение, сделать вывод. 
1 Постановка задачи. На станции необходимо выгрузить маршрут одно-

родного груза из 80 вагонов. Каждый из трёх грузовых фронтов может вме-
стить определённое количество вагонов (таблица 1.1). 

 

Таблица 1.1 – Характеристики грузовых фронтов 

Грузовой фронт Вместимость фронтов, 
ваг. 

Затраты локомотиво-часов 
на один вагон Доход, ден. ед./ваг. 

1 35 0,2 3 
2 40 0,4 5 
3 25 0,3 4 

 

Подаёт, расставляет, собирает и убирает их один локомотив, который ра-
ботает 23 часа в сутки. Затраты локомотиво-часов маневровой работы, отне-
сённые на один вагон, различны для каждого грузового фронта. За выгрузку 
вагонов станция взимает с клиентов определённую плату. Но из-за различ-
ной технической оснащённости грузовых фронтов доход от выгрузки одного 
вагона не одинаков. Необходимо распределить вагоны по грузовым фронтам 
так, чтобы обеспечить максимальную выгрузку за сутки и максимальный 
доход. 

2 Построим математическую модель задачи. Обозначим число вагонов, 
предназначенных для выгрузки на первом грузовом фронте, через x1, на вто-
ром – x2, на третьем – x3. Тогда целевая функция, выражающая общий доход 

станции от выгрузки вагонов 
 

 max z = 3x1 + 5x2 + 4x3 
при ограничениях: 

x1 + x2 + x3 ≤ 80 (сумма поданных вагонов не должна превышать их нали-
чия); 

0,2x1 + 0,4x2 + 0,3x3 ≤ 23 (общее время на обработку грузовых фронтов не 
должно превышать ресурсов локомотиво-часов); 

x1 ≤ 35; x2 ≤ 40, x3 ≤ 25 (вместимость грузовых фронтов); 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 (условия неотрицательности). 
3 Представим математическую модель в канонической форме: 
 

z – 3x1 – 5x2 – 4x3 + 0y1 + 0y2 + 0y3 + 0y4 + 0y5 = 0; 
x1 + x2 + x3 + y1 = 80; 
0,2x1 + 0,4x2 + 0,3x3 + y2 = 23; 
x1 + y3 = 35; x2 + y4 = 40; x3 + y5 = 25; 

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0; x3 ≥ 0; y1 ≥ 0; y2 ≥ 0; y3 ≥ 0; y4 ≥ 0; y5 ≥ 0, 
 

где дополнительные (остаточные) переменные: 
y1 – число не поданных под выгрузку вагонов; 
y2 – количество неиспользованных локомотиво-часов; 
y3, y4, y5 – неиспользованные вместимости грузовых фронтов; 
y1, y2, y3, y4, y5 – базисные (опорные) переменные; 
x1, x2, x3 – небазисные (свободные, нулевые) переменные. 
Точку (0, 0, 0) используем как начальное допустимое решение, x1=0, x2=0, 

x3=0. Тогда y1=80, y2=23, y3=35, y4=40, y5=25. Целевая функция приведена к 
единичному базису. 

4 Решим задачу табличным симплекс-методом, выполняя для каждой 
итерации шаги 1 – 4 алгоритма симплекс-метода. 

I итерация. Построим начальную симплекс-таблицу (таблица 1.2). 
Таблица 1.2 – Симплекс-таблица начального допустимого решения 

Базисные 
переменные z x1 x2 x3 y1 y2 y3 y4 y5 

Реше-
ние θ 

z 1 -3 -5↓ -4 0 0 0 0 0 0  
y1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 80 80/1=80 
y2 0 0,2 0,4 0,3 0 1 0 0 0 23 23/0,4=57,5 
y3 0 1 0 0 0 0 1 0 0 35  
y4 0 0 1 0 0 0 0 1 0 40 40/1=40 ← 
y5 0 0 0 1 0 0 0 0 1 25  

 

Проверяем условие оптимальности: в z-строке среди коэффициентов при 
xi max |xi| = |x2| = 5. Следовательно, столбец x2 – ведущий, а x2 – вводимая в 
базис переменная. Проверяем условие допустимости: 80/1=80; 23/0,4=57,5; 
40/1=40, min(θ) = min(80; 57,5; 40) = 40, следовательно, y4 – ведущая строка, а 
y4 – исключаемая из базиса переменная. На пересечении ведущих строки и 
столбца 1 – ведущий элемент. 
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II итерация. Строим новую симплекс-таблицу (таблица 1.3) для опреде-
ления улучшенного базисного решения, используя преобразования Жордана-
Гаусса по формулам (1.8). 
Таблица 1.3 – Симплекс-таблица улучшенного решения II итерации 

Базисные 
переменные z x1 x2 x3 y1 y2 y3 y4 y5 

Реше-
ние θ 

z 1 -3 0 -4↓ 0 0 0 5 0 200  
y1 0 1 0 1 1 0 0 -1 0 40 40/1=40 
y2 0 0,2 0 0,3 0 1 0 -0,4 0 7 7/0,3=23,3 ← 
y3 0 1 0 0 0 0 1 0 0 35  
x2 0 0 1 0 0 0 0 1 0 40  
y5 0 0 0 1 0 0 0 0 1 25 25/1=25 

 

III итерация. Строим новую симплекс-таблицу (таблица 1.4) для опреде-
ления улучшенного базисного решения. 
Таблица 1.4 – Симплекс-таблица улучшенного решения III итерации 

Базисные 
переменные z x1 x2 x3 y1 y2 y3 y4 y5 

Реше-
ние θ 

z 1 -1/3↓ 0 0 0 40/3 0 -1/3 0 293.3  
y1 0 1/3 0 0 1 -10/3 0 1/3 0 50/3 (50/3)⋅3=50 
x3 0 2/3 0 1 0 10/3 0 -4/3 0 70/3 (70/3)/(2/3)=35 
y3 0 1 0 0 0 0 1 0 0 35 35/1=35 ← 
x2 0 0 1 0 0 0 0 1 0 40  
y5 0 -2/3 0 0 0 -10/3 0 4/3 1 5/3  

 

IV итерация. Строим новую симплекс-таблицу (таблица 1.5) для опреде-
ления улучшенного базисного решения. 
Таблица 1.5 – Симплекс-таблица улучшенного решения IV итерации 

Базисные 
переменные z x1 x2 x3 y1 y2 y3 y4 y5 

Реше-
ние θ 

z 1 0 0 0 0 40/3 1/3 -1/3↓ 0 305  
y1 0 0 0 0 1 -10/3 -1/3 1/3 0 5 5/(1/3)=15 ← 
x3 0 0 0 1 0 10/3 -2/3 -4/3 0 0  
x1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 35  
x2 0 0 1 0 0 0 0 1 0 40 40/1=40 
y5 0 0 0 0 0 -10/3 2/3 4/3 1 25 25/(4/3)=18,75 

 

V итерация. Строим новую симплекс-таблицу (таблица 1.6) для опреде-
ления улучшенного базисного решения. 
Таблица 1.6 – Симплекс-таблица улучшенного решения V итерации 

Базисные 
переменные z x1 x2 x3 y1 y2 y3 y4 y5 

Реше-
ние θ 

z 1 0 0 0 1 10 0 0 0 310  
y4 0 0 0 0 3 -10 -1 1 0 15  
x3 0 0 0 1    0 0 20  
x1 0 1 0 0    0 0 35  
x2 0 0 1 0    0 0 25  
y5 0 0 0 0    0 1 5  

Коэффициенты в z–строке таблицы 1.6 неотрицательны. Следовательно, 
y4, x3, x1, x2, y5 – оптимальный базисный план. Оптимальные значения опре-
деляем из столбца «Решение»: 

 

z*
max=310,  x*

1=35,  x*
2=25,  x*

3=20. 
 

5 Вывод. На I грузовой фронт необходимо подать 35, на II – 25, на III – 20 
вагонов, при этом будут обеспечены максимальная выгрузка 80 вагонов и 
максимальный доход, который составит 310 ден. ед. 

2 ТРАНСПОРТНЫЕ ЗАДАЧИ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

2.1 Основные теоретические сведения 

2.1.1 Постановка транспортной задачи по критерию стоимости 
в матричной форме 

В m пунктах отправления (у m поставщиков) А1,…,Аm сосредоточен од-
нородный груз в количествах соответственно a1,…,am единиц. Имеющийся 
груз необходимо доставить потребителям В1,…,Вn, спрос которых выража-
ется величинами b1,…,bn единиц. Известна стоимость cij перевозки единицы 
груза из i-го (i=1,…,m) пункта отправления в j-й (j = 1,…,n) пункт назначе-
ния. Требуется составить план перевозок (т. е. указать, сколько единиц груза 
должно быть отправлено от i-го поставщика j-му потребителю), который 
полностью удовлетворяет спрос потребителей в грузе, и при этом суммар-
ные транспортные издержки минимизируются. 

Рассмотрим матрицу: 
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где xij (i=1,…,m; j=1,…,n) обозначает количество единиц груза, которое не-
обходимо доставить из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения. 

Матрицу X будем называть матрицей перевозок. Предполагается, что 
xij ≥ 0 (i = 1,...,m; j = 1,...,n). Удельные транспортные издержки (расходы) за-
пишем в форме матрицы C = || cij || (i = 1,...,m; j = 1,...,n) и назовём её матри-
цей тарифов или матрицей стоимости. 

Для наглядности условия транспортной задачи (ТЗ) можно представить 
таблицей 2.1, которую будем называть распределительной. Распредели-
тельную таблицу называют иногда табличной или матричной моделью ТЗ. 
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Таблица 2.1 – Матричная модель ТЗ 
Потребители 

B1 B2 … Bn Поставщики 
Затраты на перевозку 1 ед. груза, доставка 

Запас 
груза ai 

 c11  c12   c1n A1 x11  x12  … x1n  a1 

 c21  c22   c2n A2 x21  x22  … x2n  a2 

…   …  … 
 cm1  cm2   cmn Am xm1  xm2  … xmn  am 

Потребность 
в грузе bj 

b1 b2 … bn  
 

Задачи, где суммарные запасы грузов поставщиков равны суммарным 
потребностям потребителей 

 ∑∑
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11
, (2.2) 

 

называются закрытыми, а задачи с отсутствием баланса между ресурсами и 
потребностями 
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, (2.3) 

 

называются открытыми. Равенство (2.2) называют условием общего ба-
ланса. 

2.1.2 Экономико-математическая модель транспортной задачи 
в матричной форме 

Экономико-математическая модель ТЗ должна отражать все условия и 
цель задачи в математической форме: 

транспортные затраты на перевозки 
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ограничения по потребностям 
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условия неотрицательности 
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Переменные xij должны удовлетворять ограничениям по запасам (мощно-
стям) поставщиков (2.5), потребностям (спросу) потребителей (2.6) и усло-
виям неотрицательности (2.7). Цель ТЗ – минимизировать общие затраты на 
реализацию плана перевозок, которые представлены целевой функцией (2.4). 

Итак, математически ТЗ ставится так. Даны система ограничений и усло-
вий (2.5) - (2.7) и линейная функция (2.4). Требуется среди множества реше-
ний системы (2.5) - (2.6) найти такое неотрицательное решение, при котором 
линейная функция (2.4) принимает минимальное значение (минимизирует-
ся). 

Будем план перевозок X называть допустимым планом, если он удовле-
творяет ограничениям (2.5) - (2.7). Допустимый план перевозок называется 
оптимальным планом, если он доставляет минимум целевой функции (2.4). 
Необходимым и достаточным условием решения ТЗ в области допустимых 
решений является соблюдение условия общего баланса (2.2). 

Решение транспортной задачи сводится к построению начального базис-
ного плана, используя любой известный метод, например, метод северо-
западного угла (диагональной метод), метод наименьшей стоимости, метод 
двойного предпочтения и др., и доведению его с помощью метода потенциа-
лов до оптимального. Алгоритм решения транспортной задачи в матричной 
форме рассмотрим подробнее на конкретном примере в подразделе 2.2. 

2.1.3 Постановка транспортной задачи в сетевой форме 
Если задано множество точек плоскости (пространства) и указаны связи 

между ними, то говорят, что задан граф. Если условия транспортной задачи 
заданы в форме графа, вершины которого моделируют поставщиков и по-
требителей, а ребра – связывающие их дороги, и одновременно с этим указа-
ны запасы ai груза и потребности bj в нём, а также числа cij, являющиеся по-
казателями принятого в задаче критерия оптимальности (тарифы, расстояния 
и т. п.), то говорят, что транспортная задача представлена в сетевой 
форме. 

Запасы груза в вершинах (кружках) будем записывать положительными, 
а потребности – отрицательными числами. На графе могут быть изображены 
вершины, в которых нет ни поставщиков, ни потребителей. Наличие таких 
вершин не влияет на способ решения, если считать, что запасы (потребно-
сти) груза в них равны нулю. Такие вершины называют нулевыми. Алгоритм 
решения транспортной задачи в сетевой форме рассмотрим на конкретном 
примере в подразделе 2.3. 
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2.2 Решение задачи распределения порожних вагонов 
на полигоне сети 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу требу-
ется: 

1) записать постановку задачи; 
2) установить тип модели транспортной задачи; 
3) записать математическую модель; 
4) построить начальный план перевозок методом северо-западного угла и 

определить его общую стоимость; 
5) методом потенциалов найти оптимальный план распределения порож-

них вагонов на полигоне сети и определить его общую стоимость; 
6) проанализировать решение, сделать вывод. 
1 Постановка задачи. На трёх станциях отделения железной дороги име-

ется избыток однотипных порожних вагонов, запасы которых составляют 
соответственно a1, a2, a3, а на четырёх станциях – их не хватает. Требуется 
так распределить порожние вагоны на станциях с недостатком вагонов, ко-
торый равен соответственно b1, b2, b3, b4, чтобы пробеги были минимальны. 
Расстояния от станций избытка до станций недостатка порожних вагонов 
приведены в таблице 2.1. 

Таблица 2.1 – Расстояния между станциями избытка и недостатка порожних вагонов 

Потребители 
Поставщики 

1 2 3 4 
Мощности постав-

щиков, ваг. 

1 65 40 35 30 a1 = 35 
2 60 35 90 25 a2 = 50 
3 90 65 120 55 a3 = 410 

Спросы потреби-
телей, ваг. b1 = 240 b2 = 75 b3 = 70 b4 = 110  

 

2 Суммарный избыток вагонов равен суммарному недостатку, что со-
ставляет 495 вагонов (т. е. выполняется условие общего баланса). Следова-
тельно, рассматриваемая задача является задачей закрытого типа или замк-
нутой транспортной моделью (а значит, имеет решение) с матрицей размер-
ности 3×4. 

3 Математическая модель данной транспортной задачи: 
 

найти план перевозок 

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=x=X ij  

при условиях неотрицательности переменных xij ≥ 0, i = 1,...,3, j = 1,...,4 и ог-
раничениях на избыток: 

 x11 + x12 + x13 + x14 = 35, 

 x21 + x22 + x23 + x24 = 50, 
 x31 + x32 + x33 + x34 = 410, 

и на недостаток вагонов: 
 

 x11 + x21 + x31 = 240, x12 + x22 + x32 = 75, 
 x13 + x23 + x33 = 70, x14 + x24 + x34 = 110 

 

такой, чтобы стоимость перевозок была минимальной: 
 

 min z = 65x11 + 40x12 + 35x13 + 30x14 + 60x21 + 
 + 35x22 + 90x23 + 25x24 + 90x31 + 65x32 + 120x33 + 55x34. 

 

4 Построение начального базисного (опорного) плана методом северо-
западного угла (диагональным методом). 

Примечание. Базисный план предполагает, что количество перевозок xij в нём равно 
m+n–1 (т. е. план является невырожденным). Если план является вырожденным, т. е. количе-
ство перевозок xij в нём меньше m+n–1, то его необходимо дополнить клеткой с нулевой пере-
возкой и продолжать вычислительный процесс согласно алгоритму. Начальным планом мо-
жет быть любой план, но чем лучше он выбран, тем меньшее число итераций необходимо вы-
полнить для получения решения задачи. 

Назначение корреспонденций начинают с верхней левой клетки (северо-
западного угла) расчётной матрицы. 

В верхнюю левую клетку записывается наименьшее из значений a1 и b1 
(min(a1, b1)=min(35, 240)). В нашем примере это 35. Остальные клетки этой 
строки будут с нулевыми перевозками, так как у первого поставщика ваго-
нов больше нет. Далее перемещаемся в клетку (2,1). У второго поставщика 
имеется 50 вагонов, а первому потребителю необходимо 205 вагонов. Для 
клетки (2,1) корреспонденция – 50 вагонов. Процедура построения началь-
ного плана продолжается по аналогичной схеме до тех пор, пока все запасы 
поставщиков не будут израсходованы, а потребности потребителей удовле-
творены. Построенный начальный план перевозок приведен в таблице 2.2. 
Таблица 2.2 – Построение начального плана перевозок 

Потребители 
Поставщики 

1 2 3 4 
ai 

 65  40  35  30 1 
35        35К 

 60  35  90  25 2 
50        50К 

 90  65  120  55 3 
155  75  70  110  

410 – 255 –
180 – 110 – К 

bj 240, 205, 155К 75К 70К 110К  
 

Затраты при данном плане перевозок 
 

z0 = 65⋅35 + 60⋅50 + 90⋅155 + 65⋅75 + 120⋅70 + 55⋅110 = 38500 ваг.⋅км. 
 

Число назначенных перевозок равно 6, это соответствует базисности на-
чального плана. 
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Примечание. На практике часто встречаются задачи, когда надо исключать из рассмот-
рения и строку, и столбец до назначения последней перевозки (случай вырождения). Для со-
хранения базисности плана назначают нулевые перевозки. Исключают строку или столбец, в 
которых находятся клетки с большими стоимостями, и в которые может попасть нулевая пе-
ревозка. 

5 Построение оптимального плана методом потенциалов.  
Полученный начальный план перевозок путём постепенного его улучше-

ния доводится до оптимального. 
Для уменьшения общей стоимости перевозок z0 по первоначальному пла-

ну необходимо переместить часть перевозок в клетки с меньшей стоимо-
стью. 

Потенциалами называется система чисел, приписанных по определён-
ному правилу каждому поставщику и потребителю (соответственно каждой 
строке i (ui) и каждому столбцу j (vj) расчётной матрицы). 

Шаг 1. Значения потенциалов определяются по стоимости перевозок в 
базисных (занятых, загруженных) клетках из условия оптимальности 
Канторовича 
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Если известен ui, то vj=cij+uj, если известен vj, то ui=vj – cij. Для строки с 
наибольшей стоимостью перевозок c33=120 положим u3=0. Пользуясь выпи-
санными формулами, вычислим остальные потенциалы (таблица 2.3). 

Шаг 2. После того как потенциалы определены, выполняется проверка 
условия оптимальности (vj – ui ≤ cij, для xij=0) для всех незагруженных (сво-
бодных, небазисных) клеток. Клетки, в которых условие оптимальности не 
выполняется, называются потенциальными. Для потенциальных клеток 
вычисляется величина превышения стоимости, равная ∆ij = vj – ui – cij > 0. 

Для клетки (1,3) условие оптимальности не выполняется, так как 
v3 – u1 > c13 ( v3 =120, u1=25, c13=35). Клетка (1,3) является единственной по-
тенциальной. Величина превышения стоимости в потенциальной клетке рав-
на 

 ∆1,3 = v3 – u1 – c13 = 120 – 25 – 35 = 60 > 0. 
 

Шаг 3. Из потенциальных клеток выбирается клетка с максимальным 
превышением (таблица 2.3). Строим замкнутый контур, начиная переме-
щаться в горизонтальном направлении и делая повороты в загруженных 
клетках (1, 1), (3, 1), (3, 3) с таким расчётом, чтобы вернуться в исходную 
клетку. Пронумеруем клетки, начиная с клетки (1, 3). В вершинах контура с 
чётными номерами выбираем минимальную корреспонденцию, равную 35 в 
клетке (1, 1). На 35 увеличим корреспонденции в нечётных вершинах и 
уменьшим в чётных. 

Новый улучшенный план представлен в таблицe 2.4. 

Таблица 2.3 – Таблица потенциалов  Таблица 2.4 – Оптимальное решение задачи 
 v1=90 v2=65 v3=120 v4=55   1 2 3 4 

 65  40  35  30   65  40  35  30 u1=25 35         1     35    
 60  35  90  25   60  35  90  25 u2=30 50         2 50        

 90  65  120  55   90  65  120  55 u3=0 155  75  70  110   3 190  75  35  110  
 

Затраты при данном плане перевозок уменьшились и составляют: 
 

 z1 = 35⋅35+60⋅50+90⋅190+65⋅75+120⋅35+55⋅110 = 36400 ваг.⋅км. 
 

Для плана, приведенного в таблице 2.4, определяем потенциалы и прове-
ряем условие оптимальности для незагруженных клеток. Проверка показала, 
что потенциальных клеток план больше не содержит и, следовательно, явля-
ется оптимальным. 

6 Вывод. Для того чтобы затраты на перевозки порожних вагонов между 
станциями были минимальными, рекомендуется придерживаться получен-
ного оптимального плана (см. таблицу 2.4). В этом случае транспортные из-
держки составят 36400 ваг.⋅км. 

2.3 Решение задачи построения оптимального плана 
перевозок однородного груза в сетевой форме 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу требу-
ется: 

1) записать постановку задачи; 
2) установить тип модели транспортной задачи; 
3) построить начальный план перевозок и определить его общую стои-

мость; 
4) методом потенциалов найти оптимальный план перевозки груза по се-

ти и определить его общую стоимость; 
5) проанализировать решение, сделать вывод. 
1 Постановка задачи. Задана сеть путей сообщения (рисунок 2.1, а); ко-

личественное распределение отправления ai и прибытия bj однородного гру-
за по транспортным пунктам; значения критерия оптимальности – тарифы 
перевозок cij по всем звеньям (участкам) сети. Построить план перевозок 
однородного груза, при котором минимизируются транспортные затраты. 

2 Установим тип модели транспортной задачи. У поставщиков I и II со-
средоточено 30 + 70 = 100 ед. груза. Получателям требуется 20 + 40 + 40 = 
= 100 ед. В данном случае запас совпадает со спросом, следовательно, рас-
сматриваемая задача является задачей закрытого типа. Тарифы перевозок 
известны, это числа, которыми нагружены соответствующие рёбра сети. 

3 Построим исходный опорный (начальный базисный) план. Поставки 
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груза из вершины в вершину будем обозначать стрелками с указанием объе-
мов поставок. 
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Рисунок 2.1 – Построение оптимального плана перевозок 

на сети путей сообщения 

Опорный план должен удовлетворять следующим требованиям: 
1) все запасы должны быть распределены, а потребности удовлетворены; 
2) к каждой вершине должна подходить или выходить из нее хотя бы одна 
стрелка; 3) общее количество стрелок должно быть на единицу меньше чис-
ла вершин; 4) стрелки не должны образовывать замкнутый контур. План 
распределения груза на рисунке 2.1, б отвечает этим требованиям. 

4 Далее следует проверить план на оптимальность. Для этого вычислим 
специальные показатели, называемые потенциалами. Делается это так. Од-
ной из вершин (например, вершине I) присвоим некоторое определенное 
значение потенциала (например, равное 0). Для большей наглядности потен-
циалы будем заключать в рамки. После этого, двигаясь по стрелкам, опреде-
ляем потенциалы остальных вершин, руководствуясь правилом: если стрел-
ка выходит из вершины, то к потенциалу этой вершины прибавляем показа-
тель cij критерия оптимальности, если же направление стрелки противопо-
ложно, то cij вычитаем. 

В нашем примере потенциал вершины III – 0 +2 = 2 (стрелка выходит из 
вершины I), потенциал вершины V – 0 + 6 = 6 (стрелка выходит из вершины 
I), потенциал вершины II – 6 – 5 = 1 (стрелка входит в вершину V), потенциал 

вершины IV – 1 + 3 = 4 (стрелка выходит из вершины II). 
После вычисления потенциалов находят так называемые оценки (харак-

теристики) ребер без стрелок по следующему правилу: из большего потен-
циала вычитается меньший, а разность вычитается из показателя cij, отве-
чающего данному ребру. Если все ребра без стрелок имеют неотрицательные 
характеристики, то составленный план является оптимальным. 

Вычислим оценки sij ребер без стрелок в нашем примере: s34 = 4 – (4 – 
– 2) = 2, s45 =1 – (6 – 4) = – 1. Итак, ребро (IV, V) обладает отрицательной оцен-
кой. Значит, план не является оптимальным. 

Для улучшения плана надо «загрузить» то ребро без стрелки, которому 
соответствует отрицательная оценка. Если таких ребер несколько, то выби-
рается ребро с наибольшей по абсолютной величине отрицательной оценкой 
и к нему подрисовывается новая стрелка. При этом образуется замкнутый 
контур из стрелок. Новая стрелка направляется от вершины с меньшим по-
тенциалом к вершине с большим потенциалом. 

В нашем примере новая стрелка направлена от вершины IV к вершине V 
(на рисунке 2.1, б она показана штриховой линией). 

Для определения объема поставки для «загружаемого» ребра рассматри-
ваются все стрелки образовавшегося контура (если на сети – опорный план, 
то такой контур всегда существует, и притом только один!), имеющие на-
правление, противоположное направлению новой стрелки, и среди них на-
ходится стрелка с наименьшей поставкой λ. Выбранная таким образом вели-
чина прибавляется ко всем поставкам у стрелок, имеющих то же направле-
ние, что и новая стрелка, и вычитается из поставок у стрелок, имеющих про-
тивоположное направление. Поставки у стрелок, не входящих в контур, со-
храняются неизменными. Стрелка, по которой выбрано число λ, ликвидиру-
ется, и общее число стрелок остается прежним. 

Преобразованный описанным способом опорный план приведен на ри-
сунке 2.1, в. Новый опорный план исследуется на оптимальность подобно 
предыдущему. Пусть потенциал вершины IV равен, например, 10, тогда по-
сле вычисления остальных потенциалов для ребер без стрелок получим та-
кие оценки: s34 = 4 – (10 – 7) = 1, s25 = 5 – (11 – 7) = 1. Они положительны, зна-
чит, опорный план на рисунке 2.1, в оптимален. Остается вычислить значе-
ния транспортных расходов: 20 ⋅ 2 + 10 ⋅ 6 + 30 ⋅ 1 + 70 ⋅ 3 = 340. 

5 Вывод. Построен оптимальный план перевозок груза (см. рисунок 
2.1, в), при котором затраты на перевозки будут минимальны и составят 
340 ден. ед. 

Замечание. Если при построении или при преобразовании плана количе-
ство стрелок окажется недостаточным, то надо дорисовать недостающее 
число стрелок, снабдив их нулевыми поставками. Направления стрелок вы-
бираются произвольно, однако они не должны образовывать замкнутый кон-
тур совместно с ранее построенными стрелками. 
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3 ЗАДАЧИ 
ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

3.1 Основные теоретические сведения 

3.1.1 Общая постановка задачи динамического программирования 
Динамическое программирование представляет собой математический 

аппарат, позволяющий осуществлять оптимальное планирование управляе-
мых процессов, т. е. процессов, на ход которых можно целенаправленно 
влиять. Этот метод оптимизации приспособлен к операциям, когда процесс 
принятия решений может быть разбит на отдельные шаги. Такие операции 
называются многошаговыми. 

Общая постановка задачи. Имеется некоторая управляемая система S, 
характеризующаяся определённым набором параметров. В этой системе 
происходят какие-то процессы (экономические, физические, производствен-
ные, технологические и т. п.), которые можно представить как многошаго-
вые. На каждом шаге процессам в системе соответствуют определённые зна-
чения параметров, описывающих состояние системы. Заданы условия, по-
зволяющие определить начальное или (и) конечное состояние системы. Ука-
зан показатель эффективности управления, называемый целевой функци-
ей, который численно выражает «выигрыш», получаемый при том или ином 
управлении из множества допустимых управлений. Целевая функция может 
определять прибыль, затраты, объём производства и т. п. Задача динамиче-
ского программирования состоит в выборе из множества допустимых управ-
лений такого, которое переводит систему из начального состояния в конеч-
ное, обеспечивая при этом целевой функции экстремум (минимум или мак-
симум в зависимости от постановки задачи). Такое управление называют 
оптимальным. 

3.1.2 Принцип оптимальности Беллмана 
В основе вычислительных алгоритмов динамического программирования 

лежит принцип оптимальности Беллмана: каково бы ни было состояние 
системы S в результате i-1 шагов, управление на i-м шаге должно выбирать-
ся так, чтобы оно в совокупности с управлениями на всех последующих ша-
гах с (i+1)-го до N-го включительно доставляло экстремум целевой функции. 
Запишем принцип оптимальности в математической форме: 
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Уравнение (3.1) называется основным функциональным уравнением ди-
намического программирования, в котором xi – множество состояний в 

конце i-го шага, ui – множество управлений, которые могут быть выбраны на 
i-м шаге и под воздействием каждого из которых система S переходит в одно 
из состояний множества xi, Fi(xi-1,ui) – условно-оптимальное значение целе-
вой функции на интервале от i-го до N-го шага включительно при условии, 
что перед i-м шагом система S находилась в одном из состояний множества 
xi-1, а на i-м шаге было выбрано такое управление из множества ui, которое 
обеспечило целевой функции условно-оптимальное значение, ),( 1 iii uxz −  – 
значение целевой функции на i-м шаге для всех управлений из множества ui 
при условии, что перед i-м шагом система S находилась в одном из состоя-
ний множества xi-1. Для последнего шага N 
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Будем рассматривать системы без последействия, т. е. состояние системы 
в конце i-го шага будет отвечать одному из элементов множества xi и зави-
сит как от состояния системы S на начало шага, которое характеризовалось 
соответствующим элементом множества xi-1, так и от управления, выбранно-
го из множества ui: 

 ),( 1 iii uxfx −= . (3.3) 

3.1.3 Вычислительная процедура метода динамического программирования 
Вычислительная процедура метода динамического программирования 

распадается на два этапа: условную и безусловную оптимизацию. Условная 
оптимизация осуществляется путём «попятного» движения от последнего 
шага к первому. В результате получается последовательность множеств ус-
ловно-оптимальных управлений системой S, которая в приведенном ниже 
примере представлена последовательностью таблиц. Этап безусловной оп-
тимизации осуществляется для определения безусловно-оптимального 
управления системой S. С этой целью анализируем выполненные на этапе 
условной оптимизации расчёты, перемещаясь от первого шага к последнему. 
Безусловно-оптимальное значение целевой функции для всего N-шагового 
процесса ),( *

111extr uxFz = . Применение математического аппарата динами-
ческого программирования рассмотрим на конкретном числовом примере. 

3.2 Решение задачи построения 
наиболее экономного маршрута перевозки грузов по сети 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу требу-
ется: 

1) записать постановку задачи; 
2) разбить пункты сети на группы; 
3) методами динамического программирования найти наиболее эконом-
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ный маршрут доставки груза; 
4) проанализировать решение, сделать вывод. 
1 Постановка задачи. На данной сети дорог (рисунок 3.1) указаны стои-

мости доставки единицы груза 
из пункта в пункт. Найти наи-
более экономный маршрут пе-
ревозки груза из пункта 1 в 
пункт 10. 

2 Разобьём все пункты сети 
на группы (таблица 3.1). К i-й 
группе отнесём пункты, в кото-
рые можно попасть из любого 
пункта (i – 1)-й группы. 

Таблица 3.1 – Группировка пунктов сети 
I II III IV V 
1 2 4 7 10 
 3 5 8  
  6 9  

 

Формирование наиболее экономного маршрута может быть реализовано 
за четыре шага. 

Если затраты минимальны при перевозке единицы груза, то они будут 
минимальны и при перевозке любого количества груза. 

Физическая система – транспорт с грузом, перемещающийся из началь-
ного состояния C1 (из пункта 1) в конечное C10 (пункт 10) и сеть дорог, – 
состояние системы перед i-м шагом. Естественно принять местонахождение 
транспорта с грузом в пункте, в котором он пребывает перед этим шагом. 
Управление ui на i-м шаге состоит в выборе маршрута (i, j), по которому сле-
дует направлять груз из данного пункта в общем направлении к пункту 10. 
Состояние в конце шага определяется номером пункта, в который будет дос-
тавлен груз в результате сделанного выбора (принятого управления). Значе-
ние целевой функции на i-м шаге zi – это затраты на перевозку единицы гру-
за из данного пункта в выбранный соседний пункт. Fi определяется из фор-
мулы (3.1). 

3 Используя вычислительную процедуру динамического программирова-
ния, найдём наиболее экономный маршрут доставки груза (таблицы 3.2–3.5). 

Условная оптимизация. 
Первый шаг: i = N = 4. 
 

Таблица 3.2 – Результаты вычислений для 4-го шага 
x3 u4 x4 F4 
C7 (7, 10) C10 3* 
C8 (8, 10) C10 9 
C9 (9, 10) C10 6 

Второй шаг: i = 3. 
 

Таблица 3.3 – Результаты вычислений для 3-го шага 

x2 u3 x3 z3 F4 z3+F4 F3 
C4 (4, 7) C7 7 3 10 10 
 (4, 8) C8 5 9 14 - 

C5 (5, 7) C7 2 3 5 5* 
 (5, 8) C8 4 9 13 - 
 (5, 9) C9 8 6 14 - 

C6 (6, 8) C8 2 9 11 11 
 

Третий шаг: i = 2. 
 

Таблица 3.4 – Результаты вычислений для 2-го шага 

x1 u2 x2 z2 F3 z2+F3 F2 
C2 (2, 4) C4 4 10 14 - 
 (2, 5) C5 7 5 12 12 

C3 (3, 4) C4 3 10 13 - 
 (3, 5) C5 1 5 6 6* 
 (3, 6) C6 7 11 18 - 

 

Четвёртый шаг: i = 1. 
 

Таблица 3.5 – Результаты вычислений для 1-го шага 
x0 u1 x1 z1 F2 z1+F2 F1 
C1 (1, 2) C2 2 12 14 - 
 (1, 3) C3 5 6 11 11* 

 

Из последней таблицы видно, что условно-оптимальным управлением 
для этого шага является выбор маршрута (1,3), обеспечивающий минималь-
ные суммарные затраты F1(x0, u1) = F1(C1, (1, 3)) = 11 на всём пути от пункта 1 
до пункта 10. Наиболее экономный маршрут определяется в процессе безус-
ловной оптимизации. 

Безусловная оптимизация. 
На этапе безусловной оптимизации необходимо проанализировать после-

довательно таблицы 3.5, 3.4, 3.3, 3.2. Искомое оптимальное управление 
(наиболее экономный маршрут) будет составлено из найденных при услов-
ной оптимизации шаговых условно-оптимальных управлений (дорог между 
отдельными пунктами сети). 

Таблица 3.5. Из пункта 1 (состояние C1) груз следует направить по дороге 
(1, 3), так как этому шаговому управлению соответствуют минимальные за-
траты F1, в пункт 3 (состояние C3). 

Таблица 3.4. Из пункта 3 – по дороге (3, 5) в пункт 5. 
Таблица 3.3. Из пункта 5 – по дороге (5, 7) в пункт 7. 
Таблица 3.2. Из пункта 7 – по дороге (7, 10) в пункт 10. 
4 Вывод. Наиболее экономный маршрут пролегает через пункты 1, 3, 5, 7, 

10, при этом транспортные расходы минимизируются и составляют 11 де-
нежных единиц на единицу груза. 
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Рисунок 3.1 – Граф сети дорог 
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4 ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

4.1 Основные теоретические сведения 

4.1.1 Численное моделирование. Типы погрешностей 
При решении многих практических задач могут быть использованы чис-

ленные методы или методы вычислений. Под численным методом понима-
ется такая интерпретация математической модели («дискретная модель»), 
которая доступна для реализации на ЭВМ. Результатом реализации числен-
ного метода является число или таблица чисел. Для специалиста, занимаю-
щегося практическими приложениями необходимо иметь представление о 
том, как качественно решение ведёт себя, найти его количественные харак-
теристики, определить погрешность, с которой решение найдено. 

Построение математической модели связано с упрощением исходного 
явления, недостаточно точным заданием коэффициентов уравнения и других 
входных данных, при этом возникают погрешности называемые погрешно-
стями модели. По отношению к численному методу, реализующему дан-
ную математическую модель, указанные погрешности являются неустрани-
мыми, поскольку они неизбежны в рамках данной модели. Затем, при пере-
ходе от математической модели к численному методу возникают погрешно-
сти, называемые погрешностями метода. Они связаны с тем, что всякий 
численный метод воспроизводит исходную математическую модель при-
ближённо. Наиболее типичными погрешностями метода являются погреш-
ность дискретизации и погрешность округления. Обычно построение чис-
ленного метода для заданной математической модели разбивается на два 
этапа: 

– формулировка дискретной задачи; 
– разработка вычислительного алгоритма, позволяющего отыскать реше-

ние этой дискретной задачи. 
Решение дискретизированной задачи отличается от решения исходной 

математической модели. Разность этих решений и называется погрешно-
стью дискретизации. В дискретной модели коэффициенты обычно задают-
ся не точно, а с округлениями. В процессе работы вычислительного алго-
ритма погрешности округления накапливаются. Результирующая погреш-
ность называется погрешностью округления (иногда её называют вычис-
лительной погрешностью). Вычислительный алгоритм называется устой-
чивым, если в процессе его работы вычислительные погрешности возраста-
ют незначительно, и неустойчивым – в противном случае. Итак, следует 
различать погрешности: модели; метода; вычислений (округлений). 

4.1.2 Постановка задачи о приближении функций. 
Численное интерполирование 

Пусть на некотором множестве задана система функций ϕ0(x), ϕ1(x),…, 
ϕm(x),…, которые в дальнейшем будем считать достаточно гладкими (на-
пример, непрерывно дифференцируемыми) функциями. Назовём эту систему 
основной.  

Функции вида 
 

 Qm(x) = c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) +…+ cmϕm(x), (4.1) 
 

где с1, c2,…, cm – постоянные коэффициенты, называются обобщёнными 
полиномами (обобщёнными многочленами) порядка m. В частности, если 
основная система состоит из целых неотрицательных степеней переменной 
x, т.е. ϕ0(x) = 1, ϕ0(x) = x,…, ϕm(x) = xm,…, то 

 

 Qm(x) = c0 + c1x +…+ cmxm, (4.2) 
 

есть обычный (алгебраический) полином степени m. 
Задача о приближении функции ставится следующим образом: данную 

функцию f(x) требуется заменить обобщённым полиномом Q(x) заданного 
порядка m так, чтобы отклонение от обобщённого полинома Q(x) на указан-
ном множестве X={x} было наименьшим. При этом полином Q(x) в общем 
случае называется аппроксимирующим. Если множество X состоит из от-
дельных точек x0,x1,…,xn, то приближение называется точечным. Если же X 
есть отрезок a ≤ x ≤ b, то приближение называется интегральным. 

Одним из способов приближения функций является интерполирование 
функций. Будем считать данную функцию f(x) и полином 
Qm(x) = a0 + a1x +…+ amxm близкими, если они совпадают на заданной системе 
точек x0,x1,…,xn. Эти точки называются узлами интерполирования или уз-
лами интерполяции. 

Задача интерполирования ставится следующим образом: для данной 
функции f(x) найти полином Qm(x) возможно низшей степени m, принимаю-
щий в заданных точках xi (i = 0, 1, 2, …, n; xi ≠ xj при i ≠ j) те же значения, что 
и f(x), т. е. такой, что Qm(x) = f(x), i = 0, 1, 2, …, n. Такой полином называется 
интерполяционным. Из теории известно, что существует единственный 
полином степени не выше n, принимающий в точках x0, x1,…, xn заданные 
значения. Поэтому можно положить m = n. Для построения интерполяцион-
ного полинома можно пользоваться интерполяционным полиномом Лагран-
жа для функции f(x): 
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Для равноотстоящих узлов xi = x0 + ih, i = 0, 1, 2, …, n полином Лагранжа 
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Ln(x) может быть записан в виде 
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где h = (xn – x0)/n, y0 = f(x0), а 
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являются конечными разностями разных порядков. 

4.1.3 Численное интегрирование. 
Квадратурные формулы с равноотстоящими узлами 

Квадратурные формулы с равноотстоящими узлами будем применять для 
вычисления интеграла 

 ∫
b

a

dxxf )(  (4.6) 

 

с постоянной весовой функцией и конечным отрезком интегрирования. Для 
этого случая интерполяционная формула может быть записана в виде 
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где коэффициенты 
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Квадратурные формулы (4.7) – (4.8) называются формулами Ньютона-
Котесса. Формулы (4.7) – (4.8) непригодны для вычислений, когда число 
узлов в них будет большим. 

При n = 1 приближённое равенство (4.7) преобразуется в формулу тра-
пеций 
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Разбивая отрезок [a, b] на n равных частей длиной h и применяя к час-
тичному отрезку [a + kh; a + (k + 1)h] формулу (4.9), после суммирования по 

всем частичным отрезкам получим составную формулу трапеций  
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Если f"(x) непрерывна на [a; b], то по остаточному члену формулы трапе-
ций можно получить оценку погрешности: 
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При n = 2 квадратурная формула (4.7) принимает вид 
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Эту формулу называют квадратурной формулой Симпсона или форму-
лой парабол. Пусть n – чётное число. Возьмём удвоенный частичный отре-
зок [a + (k – 1)h; a + (k + 1)h] и, применив к нему формулу Симпсона (4.12), в 
результате после суммирования по всем удвоенным частичным отрезкам 
найдём 
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Приближённую формулу (4.12) называют составной формулой Симпсона 
или составной формулой парабол. Для оценки погрешности используется 
неравенство 

 ε≤
−

≤ 4
4

5

180
)(|)(|
n

MabfRn , (4.14) 

где |)(|max4 xfM IV

bta ≤≤
= . 

В случае, когда вычисление значения производной и её максимального 
значения на рассматриваемом отрезке затруднено, для оценки точности вы-
числений можно пользоваться правилом двойного пересчёта. Которое за-
ключается в следующем: интеграл по выбранной квадратурной формуле вы-
числяют дважды: сначала для n узлов, затем – для 2n узлов (т.е. удваивают 
число узлов, уменьшая вдвое шаг разбиения), после чего сравнивают  
|Jn – J2n| < ε, где ε – допустимая погрешность. Если неравенство выполняется, 
то J ≈ J2n. Если не выполняется, то число разбиений удваивают и продолжа-
ют процедуру до достижения требуемой точности. 
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4.2 Использование методов численного интерполирования 
при математической обработке результатов наблюдений 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу необ-
ходимо использовать интерполяционный полином Лагранжа (п. 4.2.1) и ин-
терполяционный полином Ньютона (п. 4.2.2). 

4.2.1. Постановка задачи. Данные об изменении грузопотока Г, млн т, на 
одном направлении по годам t, лет, эксплуатации линии заданы таблицей: 

 

t, лет 4 12 20 
Г, млн т 8 18 32 

 

Построить интерполяционный многочлен второй степени, описывающий 
функцию этого грузопотока. Решить задачу, пользуясь интерполяционной 
формулой Лагранжа. 

Решение. Для построения интерполяционного многочлена, описывающе-
го заданный в таблице грузопоток, воспользуемся интерполяционным мно-
гочленом Лагранжа (4.3). Получим 
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Проверим результаты вычислений: 
 

Г(4) = 0,03125 ⋅ 42
 + 0,75 ⋅ 4 + 4,5 = 8; 

Г(12) = 0,03125 ⋅ 122
 + 0,75 ⋅ 12 + 4,5 = 18; 

Г(20) = 0,03125 ⋅ 202
 + 0,75 ⋅ 20 + 4,5 = 32. 

 

Вывод. Интерполяционный полином, описывающий функцию заданного 
грузопотока, имеет вид .5,475,003125,0)( 2 ++=Γ ttt  

4.2.2. Постановка задачи. Данные об изменении пассажиропотока П, 
тыс. чел., на одном направлении по годам t, лет, эксплуатации линии заданы 
таблицей: 

t, лет 4 12 20 
П, тыс. чел. 8 18 32 

 

Построить интерполяционный многочлен, аналитически описывающий 
функцию этого пассажиропотока. При решении задачи использовать интер-
поляционный полином Ньютона. 

Решение. Для построения интерполяционного многочлена, описывающе-
го заданный пассажиропоток, воспользуемся формулой Ньютона. Используя 
формулы (4.5), составим таблицу конечных разностей: 

 

N t П ∆П ∆2П 

0 4 8 10 4 
1 12 18 14  
2 20 32   

 

Затем воспользуемся интерполяционным полиномом Ньютона (4.4). По-

лучим 8
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=h , 
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Проверим результаты вычислений: 
 

П(4) = 0,03125 ⋅ 42
 + 0,75 ⋅ 4 + 4,5 = 8; 

П(12) = 0,03125 ⋅ 122
 + 0,75 ⋅ 12 + 4,5 = 18; 

П(20) = 0,03125 ⋅ 202
 + 0,75 ⋅ 20 + 4,5 = 32. 

 

Вывод. Интерполяционный полином, описывающий функцию заданного 
пассажиропотока, имеет вид .5,475,003125,0)( 2 ++=Π ttt  

4.3 Решение задачи нахождения капитала 
по чистым инвестициям 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу требу-
ется: 

1) записать постановку задачи; 
2) приращение капитала определить, пользуясь составной формулой 

Симпсона; 
3) оценить погрешность вычислений одним из известных Вам способов; 
4) проанализировать решение, сделать вывод. 
1 Постановка задачи. Чистые инвестиции (капиталовложения) – это об-

щие инвестиции, производимые в экономике в течение определённого про-
межутка времени (чаще всего – года), за вычетом инвестиций на возмещение 
выходящих из строя основных фондов (капитала). Таким образом, за едини-
цу времени капитал увеличивается на величину чистых инвестиций. 

Если капитал обозначить как функцию времени K(t), а чистые инвести-
ции – I(t), то сказанное выше можно записать в виде 

 

 )()( tK
dt
dtI = , 

 

т.е. это – производная капитала по времени t. 
Требуется найти приращение капитала за период с момента времени t1 до 
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t2, т.е. величину 
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1

0
2 1t
dtK . 

Примем количество узлов интегрирования равным n = 8 (n – всегда чёт-
ное). При выполнении контрольного задания взять n не менее 8. 

Находим 125,08/)01(/)( =−=−= nabh . 

Составим таблицу значений 
1

1)( 2 +
==

k
kk t

tIy : 
 

K tk 12 +kt  y0, y8 yk (k – нечётное) yk (k –чётное) 

0 0 1 1   
1 0,125 1,01563  0,98461  
2 0,250 1,06250   0,94118 
3 0,375 1,14063  0,87670  
4 0,500 1,25000   0,80000 
5 0,625 1,39063  0,71910  
6 0,750 1,56250   0,64000 
7 0,875 1,76563  0,56600  
8 1,000 2 0,50000   
Σ   1,50000 3,14678 2,38118 
 

По составной формуле Симпсона (4.13) получим: 
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3 Оценить погрешность можно одним из следующих способов: 
воспользоваться неравенством (4.14): 
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воспользоваться правилом двойного пересчёта (при выполнении задания 
найти интеграл, например, при n = 8, затем – при n = 16, оценить точность). 

4 Вывод. Приращение капитала за период [0; 1] составит 0,7854 ден. ед. 
Точность определения ∆К ε = 0,0001. 

5 НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ 

5.1 Основные теоретические сведения 

5.1.1 Понятие о нелинейных моделях 
В общем виде задача нелинейного программирования формулируется 

следующим образом: 
минимизировать ),...,,( 21 nxxxf  при ограничениях 

 
.,1,0),...,,(

;,1,0),...,,(

21

21

kjxxxh

mjxxxg

nj

nj

==

=≤
 (5.1) 

Задачи такого рода возникают как в теории управления, так и в естест-
венных науках, их систематическое исследование привело к возникновению 
самостоятельной научной дисциплины – нелинейного программирования 
(НП). 

Совокупность неизвестных (x1, x2,…, xn) обозначим через X и будем счи-
тать X точкой в пространстве Rn. Тогда соотношение (5.1) можно записать в 
более компактном виде: 

минимизировать f(X) при ограничениях 
 g(X) ≤ 0, h(X) = 0. (5.1') 
Точка X*в Rn, удовлетворяющая условиям g(X*) ≤ 0 и h(X*) = 0, называется 

решением или глобальным решением задачи (5.1), если f(X*) ≤ f(X) для всех 
X, удовлетворяющих условиям g(X) ≤ 0 и h(X) = 0. 

Рассмотрим частный случай общей задачи нелинейного программирова-
ния, предполагая, что система ограничений содержит только ограничения-
равенства, отсутствуют условия неотрицательности переменных и f и hj – 
функции, непрерывные вместе со своими частными производными по край-
ней мере второго порядка. Тогда задача нелинейного программирования 
формулируется следующим образом: минимизировать (максимизировать) 
f(X) при ограничениях в виде равенств 
 mjbXh jj ,1,)( == , (5.2) 

 X = (x1, x2, ..., xn). 
В общем случае функции f и hj, mj ,1=  являются нелинейными, nm < . 

Задача (5.2) называется задачей на условный экстремум или классической 
задачей оптимизации. Если ограничения в задаче НП отсутствуют, то име-
ем дело с задачей на безусловный экстремум или задачей безусловной оп-
тимизации. Подробнее с теорией нелинейного программирования можно 
ознакомиться, обратившись к литературе, указанной в конце пособия [11], 
[12]. 
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5.1.2 Использование геометрической интерпретации 
и метода множителей Лагранжа для решения задач 
нелинейного программирования 

Задачи (5.1) и (5.2) можно решить, используя их геометрическую интер-
претацию, если f и hj являются функциями двух переменных. Для решения 
задачи (5.2) можно использовать метод множителей Лагранжа. 

Выпуклая (вогнутая) функция f(X), определённая на выпуклом множестве 
X, достигает своего глобального максимума (минимума) в каждой точке x, в 
которой градиент функции обращается в нуль. Локальный минимум (макси-
мум) выпуклой (вогнутой) функции f(X), определённой на выпуклом множе-
стве X, совпадает с её глобальным минимумом (максимумом) на этом мно-
жестве. Функция f(X) будет выпуклой, если её вторые частные производные 
образуют матрицу, в которой все главные миноры неотрицательны. 

Процесс нахождения решения задачи нелинейного программирования 
(5.1), (5.1') с использованием её геометрической интерпретации включа-
ет следующие этапы: 

1 Находят область допустимых решений задачи, определяемую соотно-
шениями g (X) ≤ 0, h (X) = 0 (если она пуста, то задача не имеет решения). 

2 Строят гиперповерхность f (X)=c (в двумерном случае, например, гра-
фик нелинейной функции). 

3 Определяют гиперповерхность наивысшего (наинизшего) уровня, 
имеющую хотя бы одну общую точку с множеством допустимых решений, 
или устанавливают неразрешимость задачи из-за неограниченности функции 
f (X) сверху (снизу) на множестве допустимых решений. 

4 Находят точку области допустимых решений, через которую проходит 
гиперповерхность наивысшего (наинизшего) уровня, и определяют в ней 
значение функции f (X). 

Рассмотрим алгоритм определения экстремальных точек задачи НП (5.2) 
методом множителей Лагранжа: 

1) вводим набор неотрицательных переменных mλλλ ,...,, 21 , называемых 
множителями Лагранжа, и составляем функцию Лагранжа: 
 

 [ ]∑
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j
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21212121 ),...,,(),...,,(),...,,,,...,,( λλλλ , (5.3) 

 

в области допустимых решений функцию f можно заменить функцией Ла-
гранжа; 

2) находим частные производные функции Лагранжа (5.3) по перемен-
ным xi, ni ,1=  и jλ , mj ,1=  и приравниваем их нулю; необходимое условие 
экстремума сводится к существованию решения следующей системы урав-
нений:
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3) решая последнюю систему уравнений любым известным нам спосо-
бом, находим стационарные точки ),...,,,,...,,( 2121 mnxxx λλλ  функции Ла-
гранжа; 

4) среди стационарных точек функции Лагранжа выбираем такие, в кото-
рых функция f имеет условные экстремумы при наличии ограничений задачи 
(5.2). Этот выбор осуществляют, например, с помощью достаточных усло-
вий, применение которых связано с изучением знака второго дифференциала 
функции (5.3) [11, 12]. Исследование упрощается, если использовать кон-
кретные условия задачи. Затем вычисляются значения целевой функции в 
экстремальных точках. 

5.1.3 Использование градиентных методов 
при решении задач нелинейного программирования 

Алгоритм решения задачи нелинейного программирования градиент-
ным методом 

1 Выберем начальную точку X0, принадлежащую области определения 
функции (надо отметить, что это непростая задача, не имеющая формальных 
методов решения). 

2 Найдём направление градиента функции в точке X0: 
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3 Выполним перемещение из точки X0 на величину, равную некоторому 
шагу λ, в точку X1. Известно, что параметрическое уравнение прямой, про-
ходящей через заданную точку X0в заданном направлении grad f(X0), имеет 
вид 

 .,1,)( 0
01 nj

x
Xfxx

j
jj =

∂
∂

λ+=  (5.4) 
 

Если мы ищем минимум функции, то должны перемещаться в направле-
нии антиградиента, и в этом случае мы принимаем λ < 0; если ищется макси-
мум функции, то надо перемещаться в направлении градиента, т. е. берётся 
λ > 0. 

4 Затем осуществляется переход из точки X1 в точку X2 по такому же пра-
вилу и так далее. 

5 Выполнение итерационной процедуры прекращается, если выполняется 
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один из критериев достижения max (min) целевой функции. 
Критерии достижения экстремума целевой функции. При нахожде-

нии решения задач нелинейного программирования градиентными методами 
итерационный процесс осуществляется до того момента, пока градиент 
функции f(X) в очередной точке X(k+1) не станет равным нулю или же пока 
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1

2)1( )( , где ε – достаточно ма-

лое положительное число, характеризующее точность полученного решения. 
Разновидности градиентных методов отличаются лишь выбором шага λ 

вдоль градиентного направления. Выбор длины шага λ – достаточно слож-
ная и важная задача. Если длина шага большая, то можно перескочить экс-
тремум и появляется опасность зацикливания. Если длина шага малая, то 
процесс поиска экстремума может оказаться очень медленным. Эти трудно-
сти с выбором длины шага преодолеваются в методе наискорейшего спуска, 
когда в каждой итерации вычисляется оптимальное значение λ. 

Градиентные методы можно применять при нахождении экстремумов не-
линейной целевой функции без ограничений и с ограничениями. 

5.2 Решение задачи минимизации издержек производства 
с применением графического способа 
и метода множителей Лагранжа 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу требу-
ется: 

1) записать постановку задачи; 
2) записать математическую модель задачи; 
3) решить задачу графическим способом; 
4) решить задачу методом множителей Лагранжа; 
5) проанализировать решение, сделать вывод. 
1 Постановка задачи. По плану производства продукции предприятию 

необходимо изготовить 180 изделий. Эти изделия могут быть изготовлены 
двумя технологическими способами. При производстве x1 изделий первым 
способом затраты равны 2

114 xx +  (денежных единиц), а при изготовлении x2 

изделий вторым способом они составляют 2
228 xx +  (ден. ед.). Определить, 

сколько изделий каждым из способов следует изготовить, чтобы общие за-
траты на производство продукции были минимальными. 

2 Математическая постановка задачи состоит в определении минималь-
ного значения функции 
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3 Найдем решение задачи, исполь-
зуя её графическую интерпретацию. 
Преобразуем минимизируемую функ-
цию: 

 

2020)4()2( 1
2

2
2

1 −=−+++= fxxf . 
 

Функция f1 достигает своего миниму-
ма при тех же x1 и x2, что и функция f. 

Областью допустимых решений 
исходной задачи является отрезок AB 
(рисунок 5.1), а линиями уровня – 

окружности с центром в точке E(–2; –4). Проводя окружности разных радиу-
сов с центром в точке Е (линии уровня целевой функции), видим, что мини-
мальное значение на допустимом множестве целевая функция принимает в 
точке D. Чтобы найти координаты этой точки, воспользуемся тем, что угло-
вой коэффициент касательной к окружности cxxxx =+++ 2

22
2

11 84  в точке 

D совпадает с угловым коэффициентом прямой 18021 =+ xx  и, следова-
тельно, равен –1. Рассматривая x2 как неявную функцию от x1 и дифферен-
цируя уравнение окружности, имеем ,02824 2221 =′+′++=′ xxxxf  или 

).4/()2( 212 xxx ++−=′  
Приравнивая полученное выражение числу –1, получаем одно из уравне-

ний для определения координат точки D. Присоединяя к нему уравнение 
прямой, на которой лежит точка D, получаем систему: 
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откуда x1
* =91 и x2

* =89. 
4 Решим задачу, используя метод множителей Лагранжа. Будем предпо-

лагать, что условия неотрицательности не налагаются.  
Составим функцию Лагранжа 
 

 )180(84),,( 21
2
22

2
1121 xxxxxxxxF −−++++= λλ , 

 

вычислим её частные производные по x1, x2, λ , приравняем их нулю и ре-
шим полученную систему уравнений: 

x1 + x2 = 180

x1

x2

A

B

D

(–2; –4)  
Рисунок 5.1 – Графическое решение 

задачи 
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Перенося в правые части первых двух уравнений λ и приравнивая их ле-
вые части, получим 4 + 2x1 = 8 + 2x2, или x1 – x2 = 2. Решая последнее уравне-
ние совместно с уравнением x1 + x2 = 180, находим x1

*
 = 91; x2

*
 = 89; λ = 196, 

т. е. получили координаты точки D, удовлетворяющие условиям x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 
Эта точка является подозрительной на экстремум. Используя вторые част-
ные производные, можно показать, что в точке D функция имеет условный 
минимум. Этот результат и был получен ранее. 

5 Вывод. Если предприятие изготовит 91 изделие первым технологиче-
ским способом и 89 изделий вторым способом, то общие затраты будут ми-
нимальными и составят f(91; 89) = 4 ⋅ 91 + 912

 + 8 ⋅ 89 + 892
 = 17278 ден. ед. 

5.3 Решение задачи минимизации издержек производства 
методом наискорейшего спуска 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу требу-
ется: 

1) записать постановку задачи; 
2) решить задачу методом наискорейшего спуска; 
3) проанализировать решение, сделать вывод. 
1 Постановка задачи. Предприятие выпускает два вида продукции в объ-

емах x1 и x2 (x1 и x2 могут быть усредненными значениями). Функция 
f(x1, x2) = x1

2
 + 2x2

2
 – 2x1 (ден. ед.) определяет себестоимость производства 

продукции. Требуется улучшить начальный план 







=

1
20X  производства 

продукции с целью минимизации издержек производства. Решить задачу, 
используя метод наискорейшего спуска, выполнив две итерации вычисли-
тельного процесса. 

2 Решение. Первая итерация: 

1) вычислим градиент функции f в точке 



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Градиент не равен нулю, следовательно, текущее приближение не явля-
ется точкой минимума; 

2) вычислим шаг λ, исходя из следующего соотношения для вводимой 
функции ϕ(λ): 
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3) переходим к точке X1 = (x1
1, x2

1): 
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4) проверим условие оптимальности для точки X1: 
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Градиент не равен нулю, следовательно, текущее приближение не явля-
ется точкой минимума. 

Разность 9
701 2)()( =− XfXf , следовательно, выполняем вторую ите-

рацию и переходим к точке X2 = (x1
2, x2

2), повторяя шаги первой итерации. 
Определив значение целевой функции в точках X0, X1, X2, увидим, что 

)()()( 210 XfXfXf >> . 

6 ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

6.1 Основные теоретические сведения 
Особый класс вероятностных моделей образуют модели массового об-

служивания, отражающие особенности поведения сложных технических 
систем (СТС), подвергающихся воздействию потока тех или иных событий. 
Предполагается, что СТС состоит из однотипных элементов, каждый из ко-
торых выполняет простейшие действия, сводящиеся в модели к одной опе-
рации по обслуживанию требований. Необходимо исследовать взаимодейст-
вие компонент СТС, найти узкие места в структуре СТС. В таких случаях в 
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качестве аппарата исследования используются методы теории систем массо-
вого обслуживания (СМО). Под системой обслуживания можно понимать 
разнообразные производственные процессы. Прибывающие на станцию по-
езда можно рассматривать как некоторые требования или заявки, которые 
на станции обрабатываются по заранее установленной технологии. Обслу-
живающие устройства или бригады называются каналами или приборами 
обслуживания. Для изучения процессов, протекающих в СМО, необходимо 
установить тип СМО и иметь данные: 1) о входящем потоке требований 
(средняя интенсивность и распределение времени поступления требований), 
2) о механизме обслуживания (средняя длительность обслуживания одного 
требования, статистическое распределение длительности обслуживания, 
число каналов обслуживания), 3) о дисциплине обслуживания (способ, по 
которому для обслуживания выбирается некоторое требование из всех ожи-
дающих. Требования поступают в систему одно за другим (в общем случае в 
случайные моменты времени). Обслуживание начинается сразу, если канал 
(или каналы) свободен, и продолжается некоторое время. После этого канал 
освобождается и готов к обслуживанию следующего требования. Если тре-
бование застаёт канал занятым, то оно или ожидает своей очереди или ухо-
дит из системы необслуженным. Теория массового обслуживания даёт воз-
можность: 1) определить необходимое число каналов обслуживания; 2) оп-
ределить необходимую интенсивность работы отдельного канала; 3) опреде-
лить вероятность различных, в том числе и нежелательных, состояний сис-
темы и т.д.  

СМО может быть представлена в виде логической системы, состоящей из 
пяти типов описателей: ВХП – входящего потока требований на обслужива-
ние; ПР – обслуживающего прибора с параметром «Время обслуживания» 
(tобс); DISC – дисциплины обслуживания требований приборами; ОЧ – оче-
реди на обслуживание; ВЫХ – выходящего потока требований. 

На рисунке 6.1 представлена структура простейшей СМО. В простейшем 
случае СМО может состоять из одного обслуживающего прибора ПР, на 
вход которого поступает единственный поток требований ВХП. Различают 
три вида DISC: с потерями требований; с ожиданием требований в очереди; 
смешанные. При ожидании необходимо указать порядок выбора требований 
DISC из очереди ОЧ. 

 

ОЧ ПР
ВХП ВЫХ

DISC

 
Рисунок 6.1 – Структура простейшей СМО 

 

Входящий поток. Задаётся время между двумя соседними моментами 
времени поступления требований в систему τ. Поток требований в систему 
считается ординарным, если они поступают поодиночке. Если число требо-

ваний зависит только от длительности периода τ и не зависит от его положе-
ния на интервале (0, t), то поток является стационарным. Если распределе-
ние величины τ не зависит от времени наблюдения (положения на времен-
ной оси), то говорят, что отсутствует последействие. В теории СМО часто 
предполагают, что поток требований является простейшим. По определению 
это такой поток требований, когда он ординарен, стационарен и без послед-
ствия. Установлено, что для простейшего потока количество требований n, 
поступающих в систему на интервале времени (0, t), имеет распределение 
Пуассона: 
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где λ(t) – среднее значение интенсивности потока требований. 
Для пуассоновского потока среднее время между интервалами поступле-

ния требований в систему λ=τ 1 , где λ = const. 
Обслуживающие приборы. Основной характеристикой ПР будет время, 

затрачиваемое на обслуживание одного требования tобс, являющееся чаще 
всего случайной величиной. Время обслуживания требований ПР определя-
ется видом требований, интенсивностью λ их поступления в очередь ОЧ и 
порядком DISC их поступления из ОЧ на прибор. В теории СМО обычно 
полагают, что tобс распределено по экспоненциальному закону. Для опреде-
ления характеристик ПР к заданию функции распределения F(tобс) необхо-
димо также указать число каналов обслуживания (число требований, кото-
рые одновременно могут обслуживаться в СМО). В этом случае говорят об 
одноканальной или многоканальной СМО. В многоканальной СМО пред-
полагается, что несколько требований обслуживаются одновременно, каж-
дое своим ПР. В многоканальных СМО обслуживание может быть парал-
лельного, последовательного и гибридного типов. Требования могут обслу-
живаться последовательно на нескольких ПР до момента выхода из системы 
в виде выходящего потока ВЫХ и затем поглощаться. В этом случае счита-
ют, что имеет место многофазная СМО. Для каждого требования последо-
вательность фаз обслуживания называется путём обслуживания требова-
ний в СМО. Если для обслуживания требований используется несколько ПР, 
то СМО считается многоузловым ПР, через который проходят требования, 
находящиеся на различных фазах обслуживания. Такой прибор называют 
многовходовым. 

Цель моделирования СМО – выбор оптимального количества каналов об-
служивания у многоканального узла и установление наиболее рациональной 
дисциплины обслуживания DISC в СМО. В многофазной СМО в процессе 
обслуживания перед каждой фазой обслуживания могут образовываться 
очереди требований. 
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Дисциплины обслуживания. Различают следующие DISC : 
– FIFO (первым пришёл, первым обслуживается); 
– LIFO (последним пришёл, первым обслуживается); 
– RANDOM (случайный выбор требований из очереди); 
– RR (кругового обслуживания); 
– PRIOR (приоритетные, с абсолютным, относительным и смешанным 

приоритетами). 
Очереди. Служат для согласования скоростей поступления требований 

на ПР и скоростей обслуживания требований в системах с ожиданием. 
Предполагается, что у ПР имеется бесконечный по размерам буфер, исполь-
зуемый для хранения требований. В ряде случаев налагается ряд ограниче-
ний на пребывание требований в очереди. Наиболее часто используются 
следующие ограничения: 

– по максимальному времени нахождения в очереди tнах; 
– по длине очереди lочер; 
– по вероятности Pот того, что требование покинет систему необслужен-

ным. 
Рассмотрим примеры СМО. Для билетных касс требованиями являются 

пассажиры, каналами обслуживания – кассиры. При обслуживании телефон-
ных вызовов требованиями являются вызовы, прибором обслуживания – 
телефонная линия. В этой СМО требование, поступившее в момент, когда 
обслуживающий канал занят, покидает систему, оставаясь необслуженным 
(система без очередей). Для системы это требование считается потерянным. 
Такие СМО называют системами с потерями (отказами). СМО бывают 
замкнутые и разомкнутые (открытые). К замкнутым системам приписано 
постоянное число требований (через некоторое время те же требования по-
ступают в систему). Например, локомотивное депо, в которое на ремонт 
прибывают только приписанные локомотивы. В разомкнутых СМО число 
требований, которые могут поступать в систему, неограничено. Система 
«перегон-станция» является разомкнутой, так как можно считать, что каж-
дый прибывший поезд на станцию вновь не поступает. 

6.2 Пример расчёта потребной складской площади 
методами теории массового обслуживания 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу 
требуется: 

1) записать постановку задачи; 
2) решить задачу с применением математического аппарата теории мас-

сового обслуживания; 
3) проанализировать решение, сделать вывод. 
1 Постановка задачи. Необходимо рассчитать потребную складскую 

площадь для размещения грузов, поступающих на склад краткосрочного 
хранения. Содержательное описание процесса размещения грузов на складе 
формулируется следующим образом. На склад краткосрочного хранения 
(СКХ) в течение года поступает v = 130000 т грузов. СКХ работает круглосу-
точно весь год. Средняя масса груза в одной поступающей партии g = 400 т. 
Расчётная нагрузка на 1 м2 площади склада ρ = 1 т/м2. Грузы поступают на 
хранение в склад неравномерно, т. е. моменты их прибытия имеют вероятно-
стный характер. Входящий поток партий грузов является простейшим в тер-
минах теории случайных процессов. Математическое ожидание длительно-
сти хранения различных партий грузов на складе M tобс = 10 сут. при показа-
тельном законе распределения длительности хранения tобс. Требуется опре-
делить потребную полезную площадь склада F, обеспечивающую пропуск 
заданного грузооборота v при вероятности отказа 0,04-0,05. Формализацию 
процесса размещения грузов выполнить на основе использования аппарата 
теории массового обслуживания. 

2 Предположим, что склад представляет собой систему, состоящую из n 
обслуживающих «ячеек»-площадок. Каждая ячейка одновременно обслужи-
вает, т.е. принимает на хранение одну партию груза. Если в момент прибы-
тия очередной партии груза свободна хотя бы одна ячейка, то склад прини-
мает груз на хранение. Если же все ячейки заняты, то склад отказывает в 
приёме поступивших грузов. При этих условиях склад, как система обслу-
живания проходящих через него грузов, может быть отнесён к системе с по-
терями. Одним из основных критериев надёжности функционирования такой 
системы является вероятность отказа, т. е. вероятность того, что в момент 
поступления очередной партии груза все обслуживающие ячейки заняты. 
Дальнейший ход решения задачи следующий. 

I этап. Среднесуточное поступление на склад отдельных партий грузов 

(интенсивность входящего потока) 9,0
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II этап. Интенсивность обслуживания требований (партий грузов) равна 

обратному значению среднего срока обслуживания: 1,0
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III этап. Вероятность отказа при заданном грузообороте и имеющемся 
числе ячеек (приборов обслуживания) n 
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где n – расчётное число условных ячеек-площадок хранения на складе; m – 
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число одновременно занятых ячеек склада. 
Расчётное число ячеек определяется из условия 1)/( <µλ n , откуда 

µλ> /n . Таким образом, минимальное расчётное число ячеек равно целой 
части отношения µλ / . В данном случае [ ] [ ] 91,0/9,0/min ==µλ=n . Тогда 
вероятность отказа при 9 ячейках на СКХ определится из формулы 

 224,0
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IV этап. Поскольку значение вероятности отказа не может превышать 1, 
то фактическая пропускная способность склада при данном числе ячеек 

 

 Nскл = v (1 – Pn) = 130000⋅(1 – 0,224) = 100000 т/год. 
 

V этап. Полезная площадь склада F при заданном размере ячейки-
площадки f, м2, определится из выражения F = n f. 

При нагрузке на 1 м2 площади склада в 1 т и средней массе груза в одной 
партии g = 400 т размер ячейки-площадки f = g/ρ = 400/1 = 400 м2. Тогда 
F = 9⋅400 = 3600 м2. 

Далее, увеличивая количество ячеек склада на 1, вычислим: вероятность 
отказа Pn, пропускную способностью склада Nскл, т/год, и требуемую полез-
ную площадь F, м2. Результаты расчётов для очередного значения n, выпол-
ненные путём повторения этапов 3 – 5, приведены в таблице 6.1. 

 

Таблица 6.1 – Результаты расчётов для различных значений n 
Число ячеек 

n 
Вероятность отказа 

Pn 
Пропускная способность 

Nскл, т/год 
Полезная площадь 

F, м2 
9 0,224 100000 3600 

10 0,179 106000 4000 
11 0,140 112000 4400 
12 0,078 120000 4800 
13 0,042 125000 5200 
14 0,030 126000 5600 

 

Как видно из таблицы 6.1, практически безотказная работа склада обес-
печивается при вероятности отказа Pn = 0,04 … 0,05. В данном случае только 
4 – 5 % поступающих на склад грузов могут получить отказ в приёме из-за 
занятости складской площади.  

3 Вывод. При 13 ячейках склад обеспечивает пропуск заданного грузо-
оборота с вероятностью отказа 0,042. За год склад может не принять около 
5 тыс. т грузов, т. е. практически он будет действовать безотказно. Полезная 
площадь склада в этом случае F = 5200 м2. 

7 ОСНОВЫ ТЕОРИИ НАДЁЖНОСТИ 

7.1 Основные теоретические сведения 

7.1.1 Критерии и количественные характеристики надёжности 
Надёжность – свойство объекта сохранять во времени в установленных 

пределах значения всех параметров, характеризующих способность выпол-
нять требуемые функции в заданных режимах и условиях применения, тех-
нического обслуживания, хранения и транспортирования. Надёжность явля-
ется комплексным свойством, которое в зависимости от назначения объекта 
и условий его применения может включать безотказность, долговечность, 
ремонтопригодность и сохраняемость или определённые сочетания этих 
свойств. Безотказность – свойство объекта непрерывно сохранять работо-
способное состояние в течение некоторого времени. Долговечность – свой-
ство объекта сохранять работоспособное состояние до наступления предель-
ного состояния при установленной системе технического обслуживания и 
ремонта. Под предельным состоянием понимают состояние объекта, при 
котором его дальнейшая эксплуатация недопустима или нецелесообразна, 
либо восстановление его работоспособного состояния невозможно или не-
целесообразно. Ремонтопригодность – свойство объекта, заключающееся в 
приспособленности к поддержанию и восстановлению работоспособного 
состояния путём технического обслуживания и ремонта. Сохраняемость – 
свойство объекта сохранять в заданных пределах значения параметров, ха-
рактеризующих способности объекта выполнять требуемые функции, в те-
чение и после хранения и (или) транспортирования. К показателям надёжно-
сти относят количественные характеристики надёжности. 

Критерием надёжности назовём признак, по которому оценивается на-
дёжность различных изделий. К числу наиболее широко применяемых кри-
териев надёжности относятся: 

– вероятность безотказной работы в течение определённого времени P(t); 
– средняя наработка до первого отказа Tср; 
– наработка на отказ tср; 
– частота отказов a(t); 
– интенсивность отказов h(t); 
– параметр потока отказов ω(t); 
– коэффициент готовности КГ. 
Характеристикой надёжности будем называть количественное значе-

ние критерия надёжности конкретного изделия. 
Выбор количественных характеристик надёжности зависит от вида изде-

лия. 
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Основные критерии надёжности можно разбить на две группы: 
– критерии, характеризующие надёжность невосстанавливаемых изде-

лий; 
– критерии, характеризующие надёжность восстанавливаемых изделий. 
Невосстанавливаемыми называются такие изделия, которые в процессе 

выполнения своих функций не допускают ремонта. Если происходит отказ 
такого изделия, то выполняемая операция будет сорвана и её необходимо 
начинать вновь в том случае, если возможно устранение отказа. К таким из-
делиям относятся как изделия однократного действия (ракеты, управляемые 
снаряды, искусственные спутники земли и т.п.), так и изделия многократно-
го действия (некоторые системы навигационного комплекса судового обо-
рудования, системы ПВО, системы управления воздушным движением, сис-
темы управления химическими, металлургическими и другими ответствен-
ными производственными процессами). 

Восстанавливаемыми называются такие изделия, которые в процессе 
выполнения своих функций допускают ремонт. Если произойдёт отказ тако-
го изделия, то он вызовет прекращение функционирования изделия только 
на период устранения отказа. К таким изделиям относится: телевизор, агре-
гат питания, станок, автомобиль и т.п. 

7.1.2 Критерии надёжности невосстанавливаемых изделий 
Вероятностью безотказной работы называется вероятность того, что 

при определённых условиях эксплуатации в заданном интервале времени 
или в пределах заданной наработки не произойдёт ни одного отказа 

 

 ),()( tTPtР >=  (7.1) 
 

где t – время, в течение которого определяется вероятность безотказной ра-
боты; T – время работы изделия от его включения до первого отказа. 

Вероятность безотказной работы по статистическим данным об отказах 
оценивается выражением 
 00 /))(()( NtnNtP −= , (7.2) 

 

где N0 – число изделий в начале испытания; n(t) – число отказавших изделий 
за время t. 

При большом числе испытаний P(t) и )(tP  практически совпадают. 
Вероятностью отказа называется вероятность того, что при опреде-

лённых условиях эксплуатации в заданном интервале времени возникает 
хотя бы один отказ. Отказ и безотказная работа являются событиями несо-
вместными и противоположными, поэтому 
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Частотой отказов называется отношение числа отказавших изделий в 
единицу времени к первоначальному числу испытываемых изделий при ус-
ловии, что все вышедшие из строя изделия не восстанавливаются. Согласно 
определению статистическая оценка частоты отказов определяется по фор-
муле: 
 )/()()( 0 tNtnta ∆∆= , (7.4) 

где n(∆t) – число отказавших образцов в интервале времени [ ]2;2
tttt ∆+∆− . 

Частота отказов есть плотность вероятности (или закон распределения) 
времени работы изделия до первого отказа. Поэтому 
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Интенсивностью отказов называется отношение числа отказавших из-
делий в единицу времени к среднему числу изделий, исправно работающих в 
данный отрезок времени. Согласно определению статистическая оценка ин-
тенсивности отказов определяется по формуле 

 

 )/()()( ср tNtnth ∆∆=  (7.6) 
где Nср = (Ni + Ni+1)/2 – среднее число исправно работающих изделий в интер-
вале ∆t; Ni, Ni+1 – число изделий, исправно работающих в начале и в конце 
интервала ∆t. Вероятностная оценка интенсивности отказов находится по 
формуле 
 )(/)()( tPtath = . (7.7) 

 

Интенсивность отказов и вероятность безотказной работы связаны между 
собой зависимостью 
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Плотность вероятности отказов связана с вероятностью безотказной ра-
боты и с интенсивностью отказов следующим соотношением: 

 

 )()()( thtPtf = . (7.9) 
 

Средней наработкой до первого отказа называется математическое 
ожидание времени работы изделия до отказа. Как математическое ожидание, 
Tср вычисляется через частоту отказов (плотность распределения времени 
безотказной работы) 
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Так как t положительно и P(0) = 1, а P(∞) = 0, то 
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Статистическая оценка 
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где ti – время безотказной работы i-го образца; N0 – число испытуемых об-
разцов. 

Имея данные о количестве вышедших из строя элементов ni в каждом i-м 
интервале времени, среднюю наработку до первого отказа лучше определять 
из уравнения 
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где tсрi = (ti–1 + ti) / 2;  m = tk / ∆t; где ti–1 – время начала i-го интервала; ti – время 
конца i-го интервала; tk – время, в течение которого вышли из строя все эле-
менты; ∆t = ti–1 – ti – интервал времени. 

При изучении надёжности технических устройств наиболее часто приме-
няются следующие законы распределения времени безотказной работы: экс-
поненциальный, нормальный, усечённый нормальный, Релея, Вейбулла, ло-
гарифмически-нормальный. В таблице 7.1 приведены выражения для оценки 
количественных характеристик надёжности изделий при некоторых законах 
распределения времени их безотказной работы. 

 

Таблица 7.1 – Основные соотношения для количественных характеристик 
надёжности при некоторых законах распределения времени до отказа 

Наименование 
закона 
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Частота отказов 
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Здесь a, b, λ, σ – параметры рассмотренных законов распределения; a > 0, 
b > 0, λ > 0, σ > 0. Γ, Φ, ϕ – табличные функции, приведенные в приложе-
нии Г. 

Рассмотренные критерии надёжности позволяют достаточно полно оце-
нить надёжность невосстанавливаемых изделий. Они также позволяют оце-
нить надёжность восстанавливаемых изделий до первого отказа, а также в 
случае, когда применяется резервирование с восстановлением отказавших 
резервных устройств в процессе работы системы, причём отказ всей резер-
вированной системы не допускается. Наличие нескольких критериев вовсе 
не означает, что всегда нужно оценивать надёжность изделий по всем крите-
риям. 

Наиболее полно надёжность изделий характеризуется частотой отказов 
a(t). Это объясняется тем, что частота отказов является плотностью распре-
деления, а поэтому несёт в себе информацию о случайном явлении – време-
ни безотказной работы. 

Средняя наработка до первого отказа является достаточно наглядной ха-
рактеристикой надёжности. Однако применение этого критерия для надёж-
ности сложной системы ограничено в тех случаях, когда: 

– время работы системы гораздо меньше среднего времени безотказной 
работы; 

– закон распределения времени безотказной работы не однопараметриче-
ский и для достаточно полной оценки требуются моменты высших поряд-
ков; 

– система резервированная; 
– интенсивность отказов непостоянная; 
– время работы отдельных частей сложной системы разное. 
Интенсивность отказов – наиболее удобная характеристика надёжности 

простейших элементов, так как она позволяет более просто вычислять коли-
чественные характеристики надёжности сложной системы. 

Наиболее целесообразным критерием надёжности сложной системы яв-
ляется вероятность безотказной работы. Это объясняется следующими осо-
бенностями вероятности безотказной работы: 

– она входит в качестве сомножителя в другие, более общие характери-
стики системы, например в эффективность и стоимость; 

– характеризует изменение надёжности во времени; 
– может быть получена сравнительно просто расчётным путём в процессе 

проектирования системы и оценена в процессе её испытания. 

7.1.3 Критерии надёжности восстанавливаемых изделий 
Рассмотрим следующую модель испытания. Пусть на испытании нахо-

дится N изделий и пусть отказавшие изделия немедленно заменяются ис-
правными (новыми или отремонтированными). Испытания считаются закон-
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ченными, если число отказов достигает величины, достаточной для оценки 
надёжности с определённой доверительной вероятностью. Если не учиты-
вать времени, необходимого на восстановление системы, то количественны-
ми характеристиками надёжности могут быть параметр потока отказов )(tω  
и наработка на отказ tср. 

Параметром потока отказов называется отношение числа отказавших 
изделий в единицу времени к числу испытываемых изделий при условии, 
что все вышедшие из строя изделия заменяются исправными (новыми или 
отремонтированными). Согласно определению 

 

 )/()()( tNtnt ∆∆=ω , (7.14) 
 

где n(∆t) – число отказавших образцов в интервале времени от ∆t – ∆t/2 до 
∆t + ∆t/2; N – число испытываемых образцов; ∆t – интервал времени. Выра-
жение (7.14) является статистическим определением параметра потока отка-
зов. Параметр потока отказов и частота отказов для ординарных потоков с 
ограниченным последействием связаны интегральным уравнением Вольтер-
ра второго рода 
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По известной a(t) можно найти все количественные характеристики на-
дёжности невосстанавливаемых изделий. Поэтому (7.15) является основным 
уравнением, связывающим количественные характеристики надёжности не-
восстанавливаемых и восстанавливаемых изделий при мгновенном восста-
новлении. В общем случае интенсивность и параметр потока отказов раз-
личные характеристики. Лишь при λ(t) = λ = const параметр потока отказов 
равен интенсивности отказов ω(t) = λ(t) = λ. Если имеется участок, где 
λi(t) = λi = const, то постоянное значение интенсивности отказов принимается 
для оценки вероятности безотказной работы. При этом считается справедли-
вым экспоненциальный закон надёжности. 

Наработкой на отказ называется среднее значение времени между со-
седними отказами. Эта характеристика определяется по статистическим 
данным об отказах по формуле 
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где ti – время исправной работы между (i – 1)-м и i-м отказами; n – число от-
казов за некоторое время t. 

Для характеристики готовности изделий к выполнению своих функций в 
нужное время вводятся такие критерии, как коэффициент готовности и ко-
эффициент вынужденного простоя. 

Коэффициентом готовности называется отношение времени исправ-
ной работы к сумме времён исправной работы и вынужденных простоев из-
делия, взятых за один и тот же календарный срок. Эта характеристика явля-
ется комплексным показателем надёжности, которая количественно характе-
ризует не менее двух свойств надёжности, например безотказность и ремон-
топригодность.  
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где tр – суммарное время исправной работы изделия; tп – суммарное время 
вынужденного простоя. 

Времена tр и tп вычисляются по формулам: 
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где tрi – время работы изделия между (i – 1)-м и i-м отказом; tпi – время вы-
нужденного простоя после i-го отказа; n – число отказов (ремонтов) изделия. 

Выражение для Kг (7.17) является статистическим определением коэффи-
циента готовности. Для перехода к вероятностной трактовке величины tр и tп 
заменяются математическими ожиданиями времени между соседними отка-
зами и времени восстановления соответственно. Тогда  
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где tср – наработка на отказ; tв – среднее время восстановления. 
Коэффициентом вынужденного простоя называется отношение време-

ни вынужденного простоя к сумме времён исправной работы и вынужден-
ных простоев изделия, взятых за один и тот же календарный срок. Согласно 
определению 
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или, переходя к средним величинам, 
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Коэффициент готовности и коэффициент вынужденного простоя связаны 
между собой зависимостью Kп = 1 – Kг. 

Часто коэффициент готовности системы отождествляют с вероятностью 
того, что в любой момент времени восстанавливаемая система исправна при 
установившемся режиме эксплуатации. Это допущение верно в том случае, 
когда интенсивность отказов и интенсивность восстановления есть величи-
ны постоянные и в предположении, что при t = 0 система находилась в ис-
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правном состоянии. 
Отметим, что для оценки надёжности элементов и систем могут быть ис-

пользованы другие критерии надёжности. 
Задачи, которые встречаются при определении количественных характе-

ристик надёжности, могут быть разбиты на следующие группы: 
1) определение количественных характеристик надёжности по статисти-

ческим данным об отказах изделия; 
2) определение количественных характеристик надёжности изделия при 

известном аналитическом выражении одной какой-либо характеристики. 
При решении задач первой группы используются статистические опреде-

ления количественных характеристик надёжности, при решении задач вто-
рой группы – вероятностные определения характеристик и аналитические 
зависимости между ними. 

Пример 1. Допустим, что на испытание поставлено 1000 однотипных 
приборов. За 3000 ч отказало 80 из них. Требуется определить вероятность 
безотказной работы и вероятность отказа приборов в течение 3000 ч. 

Решение .  По формулам (7.2) и (7.3) определяем: 
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Пример 2. На испытание было поставлено 1000 однотипных устройств. 
За первые 3000 ч отказало 80 из них, а за интервал времени 3000 – 4000 – ещё 
50 устройств. Требуется определить частоту и интенсивность отказов уст-
ройств в промежутке времени 3000 – 4000 ч. 

Решение .  По формулам (7.4) и (7.6) находим 
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Пример 3. Аппаратура имела среднюю наработку на отказ tср = 65 ч и 
среднее время восстановления tв = 1,25 ч. Требуется определить коэффици-
ент готовности. 

Решение .  По формуле (7.19) получаем: 
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7.2 Пример расчёта характеристик надёжности 
невосстанавливаемого изделия 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу требу-
ется: 

1) записать постановку задачи; 
2) определить вероятность безотказной работы, частоту отказов, интен-

сивность отказов, среднюю наработку на отказ и построить соответствую-
щие графики; 

3) проанализировать решение, сделать вывод. 
1 Постановка задачи. Зависимость наработки устройства до отказа от 

времени его эксплуатации подчиняется двухпараметрическому закону Вей-
булла с параметрами k = 2 и b = 500 ч. Требуется вычислить количественные 
характеристики надёжности устройства в интервале времени его работы 
t ∈ [0, 1000] ч с дискретностью ∆t = 100 ч и представить результаты в виде 
графических зависимостей характеристик надёжности от наработки. 

2 Решение. При выполнении задания будем использовать известные из 
курса математической статистики формулы для расчёта показателей надёж-
ности, так как распределение наработки изделия до отказа подчиняется за-
кону Вейбулла. Вычисления будем выполнять в табличной форме (таблица 
7.2), используемые при этом значения функции Г(x) приведены в приложе-
нии Г. 

Рассмотрим порядок вычисления показателей надёжности для наработки 
t = 100 ч (первая строка таблицы 7.2). Вычислим характеристику x = t/b: 
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Вероятность безотказной работы P(t) для закона Вейбулла определяется 
по формуле 
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Подставив численные значения t/b и k, получим .)(
22,0−= etP  Находим 

P(100) = 0,961. 
Интенсивность отказов для заданного закона определяется по формуле 
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откуда получаем h(100) = 2/5002
 ⋅ 1002–1

 = 0,0008 ч–1.  
Плотность вероятности отказов для закона Вейбулла находим по фор-

муле 
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Подставив численные значения параметров, f(100) = 0,961 ⋅ 0,0008 = 
= 7,69⋅10–4 (ч–1). Аналогично ведётся расчёт для других наработок (см. таб-
лицу 7.2). 

Средняя наработка изделия до отказа вычисляется по формуле 
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где Г – гамма-функция. 
В нашем случае Tср = 500 ⋅ Г(1 + 0,5) = 500 ⋅ 0,88623 = 443,12 ч, где значение 

функции Г(1,5) находим по таблице Г.1. 
3 На рисунках 7.1 – 7.3 изображены графики функций P(t), h(t) и f(t). Как 

видно из рисунков, функция P(t) является убывающей, а h(t) – возрастаю-
щей. Функция плотности распределения f(t) наработки до отказа имеет, как 
правило, куполообразный вид, и её максимуму соответствует мода наработ-
ки устройства до отказа Tо ≈ 350 ч. 

 

Таблица 7.2 – Вероятностная оценка количественных показателей надёжности 
устройства при распределении наработки по закону Вейбулла 

t, ч t/b P(t) h(t) ⋅ 10–4, ч–1 f(t) ⋅ 10–4 
100 0,2 0,961 8 7,69 
200 0,4 0,852 16 13,6 
300 0,6 0,698 24 16,8 
400 0,8 0,527 34 16,9 
500 1 0,368 40 14,7 
600 1,2 0,237 48 11,4 
700 1,4 0,141 56 7,9 
800 1,6 0,077 64 4,93 
900 1,8 0,039 72 2,81 

1000 2 0,018 80 1,44 
 

Рисунок 7.1 – Зависимость 
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Рисунок 7.2 – Зависимость 

интенсивности отказов работы 
изделия от наработки 

Рисунок 7.3 – Зависимость частоты 
отказов изделия от наработки 

 

Другим характерным параметром функции f(t) является средняя наработ-
ка до отказа Tср ≈ 443,12 ч: прямая t = Tср = const делит площадь, заключённую 
между кривой f(t) и осью (0; t), на две равные части. 

Варианты задания для контрольной работы приведены в приложении В. 
Нижняя граница интервала времени tmin, на котором определяются характе-
ристики надёжности, для всех вариантов одинакова и равна 0 часов. Верхняя 
граница tmax задаётся согласно номеру варианта. Дискретность времени ∆t 
для вычисления текущих значений показателей надёжности не регламенти-
руется. Её выбирают, исходя из обязательного условия построения графиков 
не менее чем по 10 точкам и удобства расчётов. 

8 ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 
В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЁННОСТИ И РИСКА 

8.1 Основные теоретические сведения 

8.1.1 Матрица решений 
Основная входная информация для подобного класса задач – матрица 

решений и результаты анализа ситуации принятия решения. Матрица имеет 
вид 

 F1 F2 … Fn 
E1 e11 e12 … e1n 
E2 e21 e22 … e2n 
… … … … … 
Em em1 em2 … emn 

 

Под результатом решения eij будем понимать оценку, соответствующую 
варианту решения Ei (i=1,2,…,m) и условию (внешнему состоянию) Fj 
(j=1,2,…,n) и характеризующую экономический эффект (прибыль, убыток), 
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полезность или надежность изделия. 

8.1.2 Критерии принятия решений в условиях неопределенности и риска. 
Анализ ситуации принятия решений. 

Минимаксный критерий (ММ-критерий). Этот критерий использует 
оценочную функцию, соответствующую позиции крайнего пессимизма: 

 

 ZMM = 
i

max eir, eir = 
j

min eij, (8.1) 
 

т. е. множество оптимальных решений E0 определяется соотношением 
 

 E0 = {Ei0 | Ei0 ∈ E ^ ei0 = 
i

max
j

min eij}. (8.2) 
 

Выбранные таким образом варианты полностью исключают риск. Однако 
это достоинство стоит некоторых потерь. Применение ММ-критерия бывает 
оправдано, если ситуация характеризуется обстоятельствами: 

– о возможности появления состояний Fj ничего неизвестно; 
– решение реализуется один или очень малое число раз; 
– необходимо исключить какой бы то ни было риск. 
Критерий Севиджа (S-критерий). Оценочная функция критерия Се-

виджа имеет вид 
 

 ZS = 
i

min eir = 
i

min
j

max {
i

max eij – eij} (8.3) 
 

и множество оптимальных вариантов решения строится следующим обра-
зом: 

 E0 = {Ei0 | Ei0 ∈ E ^ ei0 = 
i

min eir}. (8.4) 

Величины aij = 
i

max eij – eij нужно трактовать как дополнительный выиг-

рыш, если вместо варианта Ei в состоянии Fj выбрать другой, оптимальный 
для этого внешнего состояния результат. 

Условия для применения критерия Севиджа такие же как и для ММ-
критерия, с той лишь разницей, что допускается незначительный риск. 

Критерий Байеса-Лапласа (BL-критерий). Пусть qj – вероятность появ-
ления внешнего состояния Fj, тогда для критерия Байеса-Лапласа оценочная 
функция примет вид 
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Применение критерия рекомендуется, если ситуация характеризуется 
следующим образом: 

– вероятности появления состояний Fj известны и не зависят от времени; 
– решение реализуется (теоретически) бесконечно много раз; 
– для малого числа реализаций решения допускается некоторый риск. 
Подробнее с теорией принятия решений можно ознакомится, обратив-

шись к литературе, указанной в конце пособия [9]. 

8.2 Пример выбора технических решений 
в условиях неопределённости и риска 

При выполнении задания контрольной работы по данному разделу требу-
ется: 

1) записать постановку задачи; 
2) выбрать оптимальный вариант решения в различных ситуациях, ис-

пользуя: а) MM-критерий, б) BL-критерий с q1=q2=q3=0,33, в) BL-критерий 
при заданных вероятностях q1, q2, q3, г) S-критерий. Для каждой ситуации 
принятия решения сделать вывод. 

1 Постановка задачи. Пусть некоторую технологическую установку тре-
буется подвергнуть проверке с приостановкой ее эксплуатации. Из-за этого 
на некоторое время будет, естественно, приостановлен и выпуск продукции. 
Если же существующая неисправность не будет вовремя обнаружена, то это 
приведет к еще большим потерям, поскольку технологическая установка 
выйдет из строя. 

У руководства предприятия есть возможность выбора одного из следую-
щих альтернативных вариантов решения: 

E1 – осуществить полную проверку оборудования с привлечением спе-
циалистов-ремонтников со стороны; 

E2 – провести проверку и возможный ремонт своими силами; 
E3 – вообще отказаться от какой-либо проверки и не приостанавливать 

выпуск продукции. 
После длительного срока эксплуатации установка может находиться в 

одном из следующих состояний: 
F1 – неисправностей нет, и установка может продолжать работать без ка-

кого-либо ремонта; 
F2 – требуется незначительный ремонт отдельных узлов и механизмов; 
F3 – дальнейшая эксплуатация установки возможна лишь после капи-

тального ремонта. 
Накопленный на предприятии опыт позволил составить матрицу реше-

ний (таблица 8.1), элементы которой отрицательны, поскольку включают 
затраты на проверку и устранение неисправностей, а также затраты, связан-
ные с потерями в выпускаемой продукции и с поломкой установки: 
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Таблица 8.1 – Матрица принятия решений 

 F1 F2 F3 
E1 –20 –22 –25 
E2 –14 –23 –31 
E3 0 –24 –40 

 

2 Решение. 
 

Таблица 8.2 – Варианты решения и их оценки согласно ММ- и BL-критериям для qj=0,33 

ММ-критерий BL-критерий 

 F1 F2 F3 
ijjir ee min=  ir

i
emax  ∑=

j
jijir qee  

ir
i

emax  

E1 –20 –22 –25 –25 –25 –22,33  
E2 –14 –23 –31 –31  –22,67  
E3 0 –24 –40 –40  –21,33 –21,33 

 

Применяя MM-критерий, получаем, что следует проводить полную про-
верку: E0 = E1. Этого и следовало ожидать, так как данный критерий соответ-
ствует позиции крайнего пессимиста и исключает какой-либо риск, который 
в данной ситуации при отсутствии информации о вероятностях возможных 
состояний установки сопряжен, например, с ее поломкой в случае отказа от 
проверки и продолжения её эксплуатации при имеющихся серьезных неис-
правностях. 

Если предположить, что все возможные состояния установки равноверо-
ятны, то при применении BL-критерия будет рекомендовано решение E3 – 
отказ от проверки. Если применить S-критерий, то в качестве оптимального 
будет рекомендовано принять решение E2 – провести проверку оборудова-
ния без привлечения специалистов со стороны. 

 

Таблица 8.3 – Матрица остатков и их оценка согласно S-критерию 

S-критерий 
 F1 F2 F3 

ij
j

ir ee max=  iri
emin  

E1 20 0 0 20  
E2 14 1 6 14 14 
E3 0 2 15 15  

 

Итак, воспользовавшись теоретическими рекомендациями, мы мало что 
выиграли, поскольку ситуация осталась неопределенной: каждый из крите-
риев рекомендует свой вариант решения. Но следует помнить о том, что раз-
личные критерии связаны с различными аспектами ситуации, в которой ре-
шение принимается. Поэтому прежде чем воспользоваться тем или иным 
критерием, необходимо тщательно проанализировать ситуацию принятия 
решения и только потом выбрать подходящий критерий. Если принимаемое 
решение относится к сотням работающих установок с одинаковыми пара-
метрами, и если информация о вероятностях состояний Fj достаточно точна, 

то целесообразно воспользоваться BL-критерием. Если число реализаций 
решения на практике невелико, то больший вес приобретают более осторож-
ные рекомендации S- или MM-критериев. 

В приведенном примере, если рассмотреть ситуацию, когда состояние 
F3 – серьезная неисправность установки – наиболее вероятно, например 
q1 = q2 = 1/4, q3 = 1/2, то тогда и BL-критерий и MM-критерий рекомендуют 
провести полную проверку установки. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 
(обязательное) 

Основные вопросы программы 
1 Математическое моделирование. Математическая модель (ММ). По-

становка задачи оптимизации. 
2 Постановка задачи линейного программирования (ЛП). Допустимое и 

оптимальное решения задачи ЛП. Примеры производственных задач. 
3 Формы записи задачи ЛП. 
4 Геометрическая интерпретация и графическое решение задачи ЛП. 
5 Решение задачи ЛП табличным симплекс-методом. Алгоритм сим-

плекс-метода. 
6 Транспортная задача ЛП. Постановка транспортной задачи в матричной 

форме. Пример производственной задачи. Транспортные задачи закрытого и 
открытого типов. 

7 Экономико-математическая модель транспортной задачи. Допустимый 
и оптимальный планы транспортной задачи. 

8 Решение транспортной задачи в матричной форме. 
9 Постановка и решение транспортной задачи в сетевой форме. 
10 Динамическое программирование. Особенности задач динамического 

программирования. Общая постановка задачи динамического программиро-
вания. Пример производственной задачи. 

11 Решение задач динамического программирования. Основная вычис-
лительная процедура в динамическом программировании. Принцип опти-
мальности Беллмана. 

12 Методы вычислений. Понятие численного метода. Виды погрешно-
стей. 

13 Постановка задачи о приближении функций. Численное интерполиро-
вание. 

14 Численное интегрирование. Квадратурные формулы с равноотстоя-
щими узлами. 

15 Нелинейные модели оптимизации. Основные понятия нелинейного 
программирования (НП). Условный и безусловный экстремум. 

16 Особенности задач нелинейного программирования. 
17 Геометрическая интерпретация и графический метод решения задач 

НП. 
18 Метод множителей Лагранжа. 
19 Градиентные методы решения задач НП и их классификация. 
20 Идея градиентных методов. 
21 Предмет и основные понятия теории массового обслуживания. Схема 

простейшей системы массового обслуживания (СМО). 
22 Входящий поток. 
23 Обслуживающие приборы. 

24 Дисциплины обслуживания. 
25 Очереди. 
26 Классификация СМО. Примеры. 
27 Основные понятия теории надёжности. Восстанавливаемые и невос-

станавливаемые изделия. 
28 Критерии надёжности изделий, работающих до первого отказа. 
29 Критерии надёжности восстанавливаемых изделий. 
30 Имитационное моделирование (ИМ) и условия его применения. Дос-

тоинства и недостатки ИМ. 
31 Понятия имитационной модели, модельного времени, локального мо-

дельного времени. Способы организации модельного времени и квазипарал-
лелелизма. 

32 Этапы построения имитационной модели. 
33 Подготовка исходных данных для имитации. 
34 Верификация имитационной модели. 
35 Исследование свойств имитационной модели. 
36 Постановка задачи многокритериальной оптимизации. Методы реше-

ния. 
37 Принятие решений в условиях неопределённости и риска. Анализ си-

туации принятия решений. 
38 Критерии принятия решений в условиях неопределённости и риска. 
39 Методы экспертного оценивания: метод Саати. Использование метода 

анализа иерархий при решении конкретных задач. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 
(обязательное) 

Варианты заданий к контрольной работе № 1 

Исходные данные для задания № 1 
Таблица Б.1 – Количественные характеристики для задания № 1 

Грузовой фронт Вместимость фронтов, 
ваг. 

Затраты локомотиво-часов 
на один вагон Доход, ден. ед./ваг. 

1 n1 t1 d1 
2 n2 t2 d2 
3 n3 T3 d3 

Таблица Б.2 – Характеристика грузовых фронтов 
№ вари-
анта n1 n2 n3 t1 t2 t3 d1 d2 d3 

1  38 40 24 0,2 0,4 0,3 3 5 4 
2  33 40 27 0,2 0,4 0,3 3 5 4 
3  30 35 25 0,2 0,3 0,3 3 5 4 
4  34 37 22 0,2 0,4 0,3 3 5 4 
5  33 37 30 0,2 0,4 0,3 3 5 5 
6  34 39 25 0,3 0,2 0,5 4 4 3 
7  30 35 25 0,2 0,2 0,5 4 4 3 
8  30 40 40 0,2 0,4 0,3 3 5 4 
9  35 40 23 0,2 0,3 0,4 3 5 6 
10  35 40 24 0,2 0,4 0,3 4 5 5 
11  35 40 24 0,2 0,4 0,3 3 3 4 
12  35 40 24 0,2 0,4 0,3 4 4 5 
13  30 30 35 0,2 0,4 0,3 5 4 4 
14  30 40 40 0,2 0,3 0,3 3 4 4 
15  35 40 25 0,3 0,2 0,4 3 5 4 
16  35 40 25 0,3 0,3 0,2 2 4 5 
17  35 25 40 0,2 0,3 0,3 3 3 4 
18  35 25 40 0,3 0,2 0,4 4 4 5 
19  35 25 38 0,3 0,2 0,35 4 3 5 
20  35 28 40 0,3 0,3 0,2 4 3 6 
21  30 35 40 0,3 0,2 0,4 3 4 5 
22  25 30 35 0,4 0,3 0,2 3 5 4 
23  27 32 40 0,4 0,2 0,2 5 4 3 
24  28 30 40 0,2 0,3 0,3 4 5 3 
25  25 40 40 0,4 0,3 0,2 4 5 3 
26  20 40 25 0,3 0,2 0,4 3 2 3 
27  20 40 30 0,3 0,2 0,4 3 2 3 
28  20 30 40 0,3 0,25 0,2 2 2 3 
29  20 43 30 0,3 0,2 0,4 2 1 3 
30  20 43 30 0,3 0,2 0,4 4 1 3 

 

Исходные данные для задания № 2 
Таблица Б.3 – Избытки и недостатки вагонов на станциях 

Избыток вагонов Недостаток вагонов № вари-
анта a1 a2 a3 b1 b2 b3 b4 
1 37 49 409 245 70 65 115 
2 40 50 400 240 70 70 110 
3 35 48 420 245 80 73 105 
4 36 55 412 242 76 70 115 
5 40 45 400 240 75 70 100 
6 42 53 410 250 75 70 110 
7 40 55 395 240 70 65 115 
8 33 52 405 235 80 72 103 
9 35 55 410 240 75 72 113 

10 38 47 410 243 73 72 107 
11 30 55 410 244 72 67 112 
12 35 52 408 242 73 72 108 
13 33 50 412 244 76 70 105 
14 34 52 410 242 76 72 106 
15 33 51 409 241 75 71 106 
16 32 50 408 240 75 70 105 
17 31 49 407 239 76 69 103 
18 30 48 406 238 76 68 102 
19 33 49 410 239 78 68 107 
20 36 50 410 245 78 67 106 
21 35 50 412 240 77 70 110 
22 37 52 414 242 79 72 110 
23 38 53 412 240 79 74 110 
24 34 51 410 240 74 69 112 
25 36 49 411 242 74 70 110 
26 35 47 421 246 80 72 105 
27 37 55 416 245 80 72 111 
28 42 57 390 240 70 64 115 
29 43 50 400 235 75 73 110 
30 41 55 420 250 80 71 115 

Исходные данные для задания № 3 

1 32

54 76

8 109

50 20

28 32 27 30 25 25

15 42 30

15 17 20 28 17 35

28 23

 
Рисунок Б.1 

Постановка задачи. Имеется 
сеть (рисунок Б.1) с десятью вер-
шинами. Часть вершин (m) обозна-
чают поставщиков продукции, ос-
тальные (n = 10 – m) – потребителей. 
Рёбра, соединяющие вершины, оп-
ределяют возможные пути следо-
вания груза, а цифры на рёбрах – 
расстояния между станциями. 
Цифры  со знаком  «+» («плюс»)  у 
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вершин означают ресурсы поставщиков, а со знаком «–» («минус») – по-
требности получателей. Необходимо прикрепить поставщиков к потребите-
лям так, чтобы пробеги были наименьшими. 
Таблица Б.4 – Избытки и недостатки груза у поставщиков и потребителей 

Номер вершины сети № 
вари-
анта 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1  –85 200 –100 210 –90 –65 –100 –70 –90 190 
2  150 –30 100 –55 –70 –70 –45 –40 –40 100 
3  150 –50 –55 120 –45 –30 –50 –50 80 –70 
4  –90 210 –100 200 –85 –65 –100 –90 –70 190 
5  –45 –60 –50 70 –45 –45 130 –45 150 –60 
6  120 –50 –55 150 –45 –30 –50 –50 80 –70 
7  100 –10 –70 –25 70 –75 –50 –100 230 –70 
8  –50 –50 –20 –30 –90 –10 150 150 –20 –30 
9  100 –10 70 –20 –70 100 –100 –50 –10 –10 

10  –50 –20 –30 –10 50 –10 –30 70 130 –100 
11  200 –50 –10 –60 –40 –140 –50 –20 –30 200 
12  120 –145 –35 60 –10 –30 –60 –50 –50 200 
13  200 100 –30 –20 100 –80 –20 –150 –20 –80 
14  230 –30 –10 –40 120 –170 –20 –40 –20 –20 
15  –70 –20 –10 100 –25 –65 –40 100 –30 60 
16  100 –20 –80 100 –10 –10 –60 –50 70 –40 
17  25 –100 –20 –70 –10 –50 –15 275 –20 –15 
18  –50 200 –30 –30 –20 –70 –10 –90 150 –50 
19  100 –20 –60 –40 100 –50 –30 100 –10 –90 
20  –20 100 20 –50 –40 –30 200 –120 –20 –40 
21  –90 –100 –10 –30 250 –15 –55 –60 150 –40 
22  –10 –10 –20 –20 –100 –40 –100 70 330 –100 
23  250 –30 100 –60 50 –10 –50 –60 –100 –90 
24  –10 100 –15 –95 –10 50 –80 200 –40 –100 
25  25 –5 –10 –30 –50 170 100 –20 –60 –120 
26  –22 –10 –18 150 –50 –40 –10 200 –100 –100 
27  140 –60 –90 –40 –70 –10 120 –90 140 –40 
28  –75 150 –35 –80 –20 130 –50 –50 –80 110 
29  –50 –200 160 –10 140 –100 –30 120 –20 –10 
30  –10 –20 –180 150 –30 –40 –20 –30 250 –70 

Исходные данные для задания № 4 

Постановка задачи (для всех вариантов). На данной сети дорог (см. рису-
нок для соответствующих вариантов) имеется несколько маршрутов, по ко-
торым можно доставить груз из пункта A в пункт B. Известны стоимости cij 
перевозки единицы груза между пунктами сети. Требуется методом динами-
ческого программирования найти на сети наиболее экономный маршрут дос-
тавки груза из пункта A в пункт B и соответствующие ему затраты на дос-
тавку. 

Варианты 1 – 10 
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Рисунок Б.2 

Таблица Б.5 – Стоимости Cij перевозки единицы груза между пунктами сети 

Номер варианта 
Тариф 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

C1 2 6 6 6 5 5 5 5 6 5 6 
C1 3 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 
C2 4 1 1 2 2 2 1 1 3 2 2 
C2 5 5 6 5 6 4 6 4 5 5 4 
C2 6 9 9 9 8 10 8 10 10 8 8 
C3 4 3 2 3 3 2 2 3 3 4 4 
C3 5 8 8 8 7 8 7 8 8 9 8 
C3 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 
C4 7 9 9 9 8 8 9 10 10 8 9 
C4 8 4 4 3 3 4 3 3 4 4 3 
C5 7 2 2 1 1 1 2 3 2 1 1 
C5 8 8 8 8 7 7 8 7 7 7 8 
C5 9 6 5 6 5 6 6 6 5 5 6 
C5 10 3 3 4 4 4 3 3 3 2 2 
C6 8 9 9 9 9 10 10 10 9 9 9 
C6 10 4 4 4 4 5 5 4 4 4 5 
C7 11 6 5 6 6 6 5 5 4 4 5 
C8 11 2 2 2 1 1 1 2 2 2 3 
C8 12 7 8 8 7 7 7 8 8 9 9 
C9 11 5 4 4 4 5 5 5 4 4 4 
C9 12 9 10 9 10 9 10 9 10 10 9 
C10 12 8 7 8 8 8 7 7 7 9 7 
C11 13 4 4 3 4 4 3 3 4 4 5 
C12 13 3 3 3 2 2 4 4 4 5 5 
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Варианты 11 – 20 
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Таблица Б.6 – Стоимости Cij перевозки единицы груза между пунктами сети 

Номер варианта 
Тариф 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
C1 2 3 4 4 3 2 2 3 4 3 3 
C1 3 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 
C1 4 5 4 5 5 5 6 4 4 6 6 
C2 5 4 4 4 4 4 3 3 5 5 3 
C2 7 7 7 7 7 6 6 7 7 7 7 
C3 5 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 
C3 8 9 9 9 9 8 8 7 7 8 10 
C4 6 5 6 5 5 6 5 6 6 4 4 
C4 7 3 3 3 2 3 3 2 2 3 3 
C4 8 8 8 9 9 8 8 9 9 8 8 
C5 9 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 
C5 10 8 8 8 8 7 7 7 8 8 8 
C6 9 4 4 4 3 5 3 4 3 5 5 
C7 10 6 6 7 5 6 7 5 6 7 6 
C7 11 3 2 2 3 3 3 2 2 3 3 
C8 11 1 1 1 2 2 1 1 2 3 2 
C9 12 9 9 10 10 9 8 9 10 9 9 
C10 12 3 3 2 2 3 3 1 1 2 1 
C11 12 7 8 6 6 7 8 8 7 7 6 

 

Варианты 21 – 30 
 

Рисунок Б.4 
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Таблица Б.7 – Стоимости Cij перевозки единицы груза между пунктами сети 

Номер варианта 
Тариф 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

C1 2 5 6 6 3 4 4 5 4 5 5 
C1 3 2 1 2 1 3 2 2 1 3 3 
C2 4 8 7 8 8 8 7 7 9 9 9 
C2 5 4 4 5 4 5 3 4 4 5 4 
C3 4 7 7 7 7 7 8 8 8 6 6 
C3 6 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 
C3 7 9 8 8 8 9 9 8 9 9 9 
C4 8 5 5 6 6 6 5 5 6 6 6 
C4 9 2 1 1 2 2 1 1 2 2 2 
C5 9 8 7 7 9 7 8 8 9 7 7 
C5 11 4 3 3 4 4 3 3 4 4 4 
C6 8 7 8 7 7 6 7 7 8 7 7 
C6 10 9 8 9 9 8 9 9 8 8 9 
C7 10 3 2 2 3 3 4 4 2 2 2 
C7 11 5 4 5 5 5 6 6 4 5 5 
C8 12 6 6 6 5 5 7 7 6 6 5 
C9 12 2 2 2 2 1 1 2 1 1 1 
C10 12 4 3 4 3 4 3 4 4 4 4 
C11 12 7 7 7 7 6 6 8 8 6 7 

Исходные данные для задания № 5 
      

1 
∫

+

1

0
2

2

1t

dtt
 

2 
∫

+

+2

0
2 1

2 dt
t

t
 

3 
∫

+

+1

0
2

2

1

5,0 dt
t

t
 

      

4 
∫ +

2

0

2

1t
dtt

 
5 

∫
−

−3

2
2 1

5,0 dt
t

t
 

6 
∫

+

+2

1
2 2

1 dt
t

t
 

      

7 
∫ +

+1

0

2

2
1 dt

t
t

 
8 

∫
+

3

1
2 3t

tdt
 

9 
∫

+

+3

1
2 1

25,0 dt
t

t
 

      

10 
∫

+

+4

2
2 1

1 dt
t

t
 

11 
∫

+

2

0
2

2

4t

dtt
 

12 
∫

+

+1

0
2 5,1

5,0 dt
t

t
 

      

13 
∫

+

3

1
2 2t

tdt
 

14 
∫ +

1

0

2

2t
dtt

 
15 

∫
+

+3

2
2 1

5,0 dt
t

t
 

      



 71 72 

16 
∫

+

+3

1
2 4,1

2 dt
t

t
 

17 
∫ +

+2

1

2

2
2 dt

t
t

 
18 

∫
+

2

0
2 5,2t

tdt
 

      

19 
∫

+

3

2
2 1t

tdt
 

20 
∫

+

+3

1
2 1

3 dt
t

t
 

21 
∫

+

2

0
2 8,1t

tdt
 

      

22 
∫

+

+3

2
2

2

1

2 dt
t

t
 

23 
∫ +

2

0

2

4t
dtt

 
24 

∫ +

3

1

2

2.1t
dtt

 

      

25 
∫ +

+2

1

2

5,22
1 dt

t
t

 
26 

∫ +

3

1

2

7,1t
dtt

 
27 

∫
+

+1

0
2

2

2,0

4,1 dt
t

t
 

      

28 
∫

+

−3

1
2 1

4 dt
t

t
 

29 
∫

+

2

0
2 4,2t

tdt
 

30 
∫

+

+3

1
2 1

2,2 dt
t

t
 

Исходные данные для задания № 6 (см. п.4.2.1) 

Постановка задачи. Данные об изменении грузопотока Г, млн т, на одном 
направлении по годам t, лет, эксплуатации линии заданы таблицей (см. по 
номеру варианта). Построить интерполяционный многочлен второй степени, 
описывающий функцию этого грузопотока. Решить задачу, пользуясь интер-
поляционной формулой Лагранжа. 
 

t 4 11 17  t 4 11 17  t 4 11 17 1  Г 6,84 15,62 24,98  2  Г 6,66 14,71 22,39  3  Г 11,66 26,71 40,39 
 

t 4 11 17  t 3 10 16  t 3 11 20 4  Г 7,52 20,12 32,48  
5  Г 5,88 18,2 30,32  

6  Г 5,88 20,12 39,2 
 

t 10 16 20  t 2 14 20  t 4 10 20 7  Г 18,2 30,32 39,2  
8  Г 1,5 10,5 32  

9  Г 7,52 18,2 39,2 
 

t 1 5 15  t 3 10 16  t 3 7 15 10  Г 3,73 5,75 12,47  11  Г 5,59 13,5 21,06  12  Г 34 162 706 
 

t 4 10 20  t 3 10 16  t 3 11 20 13  Г 6,66 13,5 26,5  
14  Г 9,59 24,5 38,06  

15  Г 5,59 14,71 26,5 
 

t 3 11 20  t 3 10 22  t 4 10 20 16  Г 9,59 26,71 47,5  
17  Г 7,01 15,12 27,2  

18  Г 11,65 24,5 47,5 
 

t 10 16 20  t 10 16 20  t 3 6 10 19  Г 13,5 21,06 26,5  20  Г 24,5 38,06 47,5  20  Г 4,97 8 11,2 
 

t 3 10 16  t 3 11 20  t 10 16 20 22  Г 5,38 24,2 23,32  
23  Г 5,38 15,62 30,2  

24  Г 24,2 28,32 30,2 
 

t 4 10 20  t 3 8 19  t 4 17 25 25  Г 6,84 24,2 30,2  26  Г 7,02 14,83 40,26  27  Г 8,23 35,67 54,12 
 

t 5 12 23  t 3 7 16  t 5 11 20 28  Г 10,84 24,76 48,96  
29  Г 6,56 12,52 33,64  

30  Г 9,72 22,08 41,39 

Исходные данные для задания № 6 (см. п.4.2.2) 

Постановка задачи. Данные об изменении пассажиропотока (П, тыс. чел.) 
на одном направлении по годам (t, лет) эксплуатации линии заданы таблицей 
(см. по номеру варианта). Построить интерполяционный многочлен, анали-
тически описывающий функцию этого пассажиропотока. При решении зада-
чи использовать интерполяционный полином Ньютона. 
 

t 3 9 15  t 3 9 15  t 3 9 15 1  П 5,88 16,32 28,2  2  П 9,59 22,31 35,75  3  П 5,38 12,82 21,7 
 

t 4 12 20  t 5 11 17  t 4 12 20 4  П 6,66 15,94 26,5  
5  П 7,75 15,71 22,39  

6  П 11,66 28,94 47,5 
 

t 2 8 14  t 4 12 20  t 3 9 15 7  П 4,54 11,14 18,46  
8  П 7,52 22,08 39,2  

9  П 5,59 12,31 19,75 
 

t 5 11 17  t 4 12 20  t 4 10 16 10  П 9,2 20,12 32,48  11  П 7,6 50,4 130,2  12  П 11,66 24,5 38,06 
 

t 3 6 9  t 2 8 14  t 7 13 19 13  П 4,97 8 10,16  
14  П 4,28 11,48 20,12  

15  П 17,99 31,19 45,11 
 

t 4 10 16  t 4 10 16  t 7 13 19 16  П 6,84 24,2 28,32  
17  П 7,52 18,2 30,32  

18  П 10,18 18,58 28,42 
 

t 4 12 20  t 5 11 17  t 4 10 16 19  П 5,68 13,52 25,2  20  П 7,7 15,62 24,98  20  П 6,66 13,5 21,06 
 

t 2 8 14  t 2 7 12  t 7 13 19 22  П 4,28 14,48 26,12  
23  П 4,32 8,17 13,59  

24  П 9,99 17,19 25,11 
 

t 7 13 19  t 5 11 17  t 2 8 14 25  П 12,68 24,08 36,92  
26  П 13,75 26,71 40,39  

27  П 7,54 20,14 33,46 
 

t 9 16 23  t 8 14 20  t 10 17 24 28  П 18,76 32,48 47,59  29  П 14,46 26,31 40,93  30  П 20,32 35,42 54,56 
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 
(обязательное) 

Варианты заданий к контрольной работе № 2 

Варианты к заданию № 1 

1  

.0;0
;1202

min62

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 2  

.0;0
;150

min64

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

3  

.0;0
;170

min644

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 4  

.0;0
;130

min442

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

5  

.0;0
;150

min446

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 6  

.0;0
;160

min410

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

7  

.0;0
;170

min66

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 8  

.0;0
;180

min44

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

9  

.0;0
;200

min26

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 10  

.0;0
;2002

min444

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

11  

.0;0
;2002

min442

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 12  

.0;0
;200

min442

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

13  

.0;0
;200

min4484

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 14  

.0;0
;190

min444

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

15  

.0;0
;200

min694

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 16  

.0;0
;200

min12444

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

17  

.0;0
;150

min12444

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 
 18  

.0;0
;200

min64

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

19  

.0;0
;150

min644

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 20  

.0;0
;210

min644

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

21  

.0;0
;210

min44

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 22  

.0;0
;180

min6969

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

23  

.0;0
;280

min6969

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 24  

.0;0
;280

min4469

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

25  

.0;0
;200

min6944

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 26  

.0;0
;200

min4469

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

27  

.0;0
;220

min692

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 28  

.0;0
;25032

min269

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

     

29  

.0;0
;25032

min244

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

 30  

.0;0
;22032

min6944

21

21

2
2
21

2
1

≥≥
=+

→+++=

xx
xx

xxxxf
 

Варианты к заданию № 2 

№ вари-
анта Целевая функция Начальное 

приближение 

1  min1862032 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (10; 7) 

2  min3565035 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (11; 6) 

3  min4867037 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (8; 6) 

4  min2282042 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (10; 6) 
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№ вари-
анта Целевая функция Начальное 

приближение 

5  min4185045 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (12; 5) 

6  min57247047 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (12; 10) 

7  min50542092 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (10; 7) 

8  min67545095 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (10; 8) 

9  min74547097 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (10; 7) 

10  min2818832 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (8; 12) 

11  min38362035 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (8; 10) 

12  min41362837 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (9; 13) 

13  min4548842 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (8; 9) 

14  min47482045 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (9; 13) 

15  min52482847 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (10; 18) 

16  min5272892 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (7; 11) 

17  min62722095 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (8; 15) 

18  min61722897 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (10; 17) 

19  min36241232 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (7; 18) 

20  min34243035 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (10; 19) 

21  min3264237 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (7; 4) 

22  min2281242 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (9; 5) 

23  min2983045 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (12; 2) 

24  min3484247 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (10; 7) 

25  min27181292 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (12; 3) 

26  min37183095 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (9; 7) 

27  min991264297 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (4; 13) 

28  min57422832 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (9; 12) 

29  min74309035 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (18; 3) 

30  min1083015437 21
2
2

2
1 →+−−+ xxxx  (4; 17) 

 

Варианты к заданию № 3 
№ 

варианта v g ρ M(tобс)  № 
варианта v g ρ M(tобс) 

1  150000 400 1,2 12  16  160000 380 2 7 
2  200000 350 1,5 12  17  165000 400 1,5 10 
3  180000 350 1,7 11  18  175000 350 1,7 9 
4  180000 400 1,2 13  19  180000 400 1,4 12 
5  220000 380 1,7 12  20  180000 400 1,7 14 
6  160000 400 1,2 11  21  190000 350 1,2 12 
7  140000 350 1,1 10  22  210000 420 1,7 13 
8  120000 420 1,1 10  23  140000 450 1,2 15 
9  150000 400 1,4 11  24  130000 440 1,7 17 

10  170000 320 0,9 10  25  190000 380 1,4 11 
11  200000 450 1,3 12  26  140000 400 1,3 14 
12  200000 400 1,5 10  27  210000 450 2 15 
13  180000 350 1,5 10  28  130000 450 1,2 12 
14  170000 350 1,2 12  29  190000 420 1,1 12 
15  160000 450 2 8  30  175000 400 1,1 14 

Варианты к заданию № 4 
№ 

варианта tmax, ч b, ч k  № 
варианта tmax, ч b, ч k 

1  200 100 1,2  16  3680 1600 1,6 
2  420 200 1,2  17  4080 1700 1,6 
3  660 300 1,2  18  4500 1800 1,6 
4  920 400 1,2  19  3800 1900 1,6 
5  1200 500 1,2  20  4200 2000 1,8 
6  1600 600 1,2  21  4620 2100 1,8 
7  1400 700 1,4  22  4950 2200 1,8 
8  1680 800 1,4  23  5520 2300 1,8 
9  1980 900 1,4  24  6000 2400 1,8 

10  2300 1000 1,4  25  5000 2500 2,0 
11  2640 1100 1,4  26  5460 2600 2,0 
12  3000 1200 1,4  27  5940 2700 2,0 
13  2600 1300 1,6  28  6440 2800 2,0 
14  2940 1400 1,6  29  6960 2900 2,0 
15  3300 1500 1,6  30  7500 3000 2,0 

Варианты к заданию № 5 
-21 -21 -26  -20 -22 -25  -20 -24 -26  -19 -20 -25 
-15 -24 -31  -14 -23 -31  -17 -26 -35  -14 -25 -30 
0 -24 -35  0 -25 -40  0 -27 -41  0 -26 -42 

Вероятности  Вероятности  Вероятности  Вероятности 
0,5 0,25 0,25  0,5 0,3 0,2  1/3 1/3 1/3  0,25 0,5 0,25 

1  

1/3 1/3 1/3  

2  

1/3 1/3 1/3  

3  

0,25 0,5 0,25  

4  

1/3 1/3 1/3 
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-19 -19 -27  -20 -20 -25  -30 -33 -45  -19 -20 -27 
-14 -21 -30  -16 -22 -30  -22 -35 -51  -16 -24 -33 
0 -22 -35  0 -26 -37  0 -29 -58  0 -24 -36 

Вероятности  Вероятности  Вероятности  Вероятности 
0,5 0,25 0,25  0,16 0,4 0,44  0,25 0,5 0,25  0,5 0,2 0,3 

5  

1/3 1/3 1/3  

6  

1/3 1/3 1/3  

7  

1/3 1/3 1/3  

8  

1/3 1/3 1/3 
 

-22 -24 -27  -24 -23 -28  -20 -20 -27  -22 -22 -24 
-16 -24 -30  -17 -27 -32  -17 -25 -33  -17 -26 -38 
0 -28 -39  0 -30 -40  0 -26 -38  0 -29 -42 

Вероятности  Вероятности  Вероятности  Вероятности 
0,3 0,2 0,5  0,3 0,4 0,3  0,3 0,3 0,4  0,5 0,2 0,3 

9  

1/3 1/3 1/3  

10  

1/3 1/3 1/3  

11  

1/3 1/3 1/3  

12  

1/3 1/3 1/3 
 

-19 -22 -25  -20 -20 -23  -20 -20 -27  -23 -24 -26 
-15 -24 -30  -14 -24 -30  -14 -25 -30  -15 -20 -33 
0 -24 -38  0 -25 -37  0 -25 -40  0 -24 -42 

Вероятности  Вероятности  Вероятности  Вероятности 
0,2 0,5 0,3  0,5 0,2 0,3  0,5 0,3 0,2  0,5 0,3 0,2 

13  

1/3 1/3 1/3  

14  

1/3 1/3 1/3  

15  

1/3 1/3 1/3  

16  

1/3 1/3 1/3 
 

-21 -21 -25  -21 -21 -28  -20 -20 -25  -22 -22 -27 
-15 -28 -30  -17 -23 -33  -16 -24 -30  -18 -28 -33 
0 -28 -43  0 -27 -45  0 -24 -40  0 -28 -40 

Вероятности  Вероятности  Вероятности  Вероятности 
0,5 0,3 0,2  0,2 0,5 0,3  0,2 0,45 0,35  0,25 0,25 0,5 

17  

1/3 1/3 1/3  

18  

1/3 1/3 1/3  

19  

1/3 1/3 1/3  

20  

1/3 1/3 1/3 
 

-20 -22 -26  -19 -20 -28  -20 -23 -25  -20 -22 -27 
-14 -24 -32  -13 -25 -30  -15 -24 -30  -14 -26 -32 
0 -25 -41  0 -25 -39  0 -25 -40  0 -26 -40 

Вероятности  Вероятности  Вероятности  Вероятности 
1/3 1/3 1/3  0,2 0,4 0,4  0,2 0,3 0,5  0,2 0,5 0,3 

21  

0,5 0,2 0,3  

22  

1/3 1/3 1/3  

23  

1/3 1/3 1/3  

24  

1/3 1/3 1/3 
 

-20 -22 -27  -20 -22 -29  -20 -22 -25  -22 -24 -28 
-14 -25 -36  -17 -25 -36  -17 -24 -30  -18 -27 -30 
0 -25 -40  0 -25 -40  0 -24 -40  0 -27 -40 

Вероятности  Вероятности  Вероятности  Вероятности 
0,3 0,3 0,4  0,2 0,6 0,2  0,3 0,4 0,3  0,5 0,25 0,25 

25  

1/3 1/3 1/3  

26  

1/3 1/3 1/3  

27  

1/3 1/3 1/3  

28  

1/3 1/3 1/3 
 

-20 -22 -27  -19 -24 -28 
-14 -25 -29  -15 -26 -30 
0 -25 -35  0 -27 -40 

Вероятности  Вероятности 
0,6 0,2 0,2  0,25 0,5 0,25 

29  

1/3 1/3 1/3  

30  

1/3 1/3 1/3 
 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ Г 
(справочное) 

Справочные таблицы 

Таблица Г.1 – Значения гамма-функции 

x Г(x) x Г(x) x Г(x) x Г(x) x Г(x) 

1,00 1,00000 1,20 0,91817 1,40 0,88726 1,60 0,89352 1,80 0,93138 
1 0,99433 1 0,91558 1 0,88676 1 0,89468 1 0,93408 
2 0,98884 2 0,91311 2 0,88636 2 0,89592 2 0,93685 
3 0,98355 3 0,91075 3 0,88604 3 0,89724 3 0,93369 
4 0,97844 4 0,90852 4 0,88581 4 0,89864 4 0,94261 

1,05 0,97350 1,25 0,90640 1,45 0,88566 1,65 0,90012 1,85 0,94561 
6 0,96874 6 0,90440 6 0,88560 6 0,90167 6 0,94869 
7 0,96415 7 0,90250 7 0,88563 7 0,90330 7 0,95184 
8 0,95973 8 0,90072 8 0,88575 8 0,90500 8 0,95507 
9 0,95546 9 0,89904 9 0,88595 9 0,90678 9 0,95838 

1,10 0,95135 1,30 0,89747 1,50 0,88623 1,70 0,90864 1,90 0,96177 
1 0,94740 1 0,89600 1 0,88659 1 0,91057 1 0,96523 
2 0,94359 2 0,89464 2 0,88704 2 0,91258 2 0,96877 
3 0,93993 3 0,89338 3 0,88757 3 0,91467 3 0,97240 
4 0,93642 4 0,89222 4 0,88818 4 0,91683 4 0,97610 

1,15 0,93304 1,35 0,89115 1,55 0,88887 1,75 0,91906 1,95 0,97988 
6 0,92980 6 0,89018 6 0,88964 6 0,92137 6 0,98374 
7 0,92670 7 0,88931 7 0,89049 7 0,92376 7 0,98768 
8 0,92373 8 0,88854 8 0,89142 8 0,92623 8 0,99171 
9 0,92089 9 0,88785 9 0,89243 9 0,92877 9 0,99581 

        2,00 1,00000 
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Таблица Г.2 – Плотность распределения вероятностей стандартного нормального 

распределения 2

2

2
1)(

x

ex
−

=
π

ϕ  

Сотые доли х 
х 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973 
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825 
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3725 3712 3697 
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538 
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352 
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144 
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920 
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685 
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444 
1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203 
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965 
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736 
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518 
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127 
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957 
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804 
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669 
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 
2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363 
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290 
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180 
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139 
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107 
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081 
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061 
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046 
3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025 
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018 
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013 
3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009 
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006 
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004 
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001 

 
 

Таблица Г.3 – Таблица значений функции Лапласа dtex
x t

∫
−

=Φ
0

2

2

2
1)(
π

 

Сотые доли х 
х 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,0000 0040 0080 0120 0160 0199 0239 0279 0319 0359 
0,1 0398 0438 0478 0517 0557 0596 0636 0675 0714 0753 
0,2 0793 0832 0871 0910 0948 0987 1026 1064 1103 1141 
0,3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517 
0,4 1554 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879 
0,5 1915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224 
0,6 2257 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2517 2549 
0,7 2580 2611 2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 2852 
0,8 2881 2910 2939 2967 2995 3023 3051 3078 3106 3133 
0,9 3159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365 3389 
1,0 0,3413 3438 3461 3485 3508 3531 3554 3577 3599 3621 
1,1 3643 3665 3686 3708 3729 3749 3770 3790 3810 3830 
1,2 3849 3869 3888 3907 3925 3944 3962 3980 3997 4015 
1,3 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177 
1,4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319 
1,5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441 
1,6 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545 
1,7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633 
1,8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4699 4706 
1,9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767 
2,0 0,4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817 
2,1 4821 4826 4830 4834 4838 4842 4846 4850 4854 4857 
2,2 4861 4864 4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887 4890 
2,3 4893 4896 4898 4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916 
2,4 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936 
2,5 4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952 
2,6 4953 4955 4956 4957 4959 4960 4961 4962 4963 4964 
2,7 4965 4966 4967 4968 4969 4970 4971 4972 4973 4974 
2,8 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981 
2,9 4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986 4986 
3,0 0,49865          
3,1 0,49903          
3,2 0,49931          
3,3 0,49952          
3,4 0,49966          
3,6 0,499841          
3,8 0,499928          
4,0 0,499968          
4,5 0,499997          
5,0 0,4999997          
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