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Аннотация: рассмотрен изгиб круговой трехслойной пластины со сжи-

маемым заполнителем при осесимметричной поверхностной нагрузке и воз-
действии температурного поля. В тонких несущих слоях справедливы гипо-
тезы Кирхгофа. В легком заполнителе нормаль остается прямолинейной, по-
ворачивается на некоторый дополнительный угол. Его обжатие принима-
ется линейным по толщине. Деформации малые. 

Ключевые слова: трехслойная пластина, упругость, сжимаемый за-
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THERMAL FORCE BENDING OF A THREE-LAYER 
PLATE WITH A COMPRESSIBLE FILLER 

Abstract: the bending of a circular three-layer plate with a compressible 
filler under axisymmetric surface load and the influence of a temperature field 
is considered. Kirchhoff's hypotheses are valid in thin load-bearing layers. In 
a light filler, the normal remains straight, rotates at some additional angle. Its 
compression is assumed to be linear in thickness. The deformations are small. 

Keywords: three-layer plate, elasticity, compressible filler, axisymmetric 
loading, temperature field. 

Введение 
Постановки и методики решения краевых задач о деформировании слои-

стых элементов конструкций приведены в монографиях [1–4]. В статьях [5–11] 
рассмотрен ряд задач о деформировании трехслойных стержней и пластин с 
несжимаемым заполнителем, в том числе при воздействии температурного 
поля. Публикации [12–21] посвящены исследованию деформирования упру-
гих и упругопластических круглых трехслойных пластин со сжимаемым за-
полнителем при изотермических нагружениях.  

Материал и методы исследований 
Здесь рассматривается постановка и решение задачи о деформировании 

круглой трехслойной пластины со сжимаемым заполнителем термосиловой 
нагрузкой. Используется цилиндрическая система координат. В тонких несу-
щих слоях справедливы гипотезы Кирхгофа. В легком заполнителе нормаль 
остается прямолинейной, поворачивается на некоторый дополнительный угол 
(r). Обжатие по толщине принимается линейным. Деформации малые. 
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Рис. 1. Расчетная схема круговой трехслойной пластины  
со сжимаемым заполнителем 

 

На внешний слой пластины действует осесимметричная распределен-
ная нагрузка q = q(r) и падает тепловой поток qt. На контуре пластины 
предполагается наличие жесткой диафрагмы, препятствующей относи-
тельному сдвигу слоев и обжатию заполнителя. Через w(r) и u(r) обозна-
чены прогиб и радиальное перемещение срединной плоскости заполни-
теля, v(r) – функция обжатия заполнителя.  

Радиальные перемещения u(k)(r, z) и прогибы w(k)(r, z) в k-ом слое 
можно выразить через четыре искомые функции w (r), u (r),  (r), v (r) сле-
дующими формулами:  

– в несущих слоях k = 1, 2; 
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– в заполнителе k = 3. 
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где z – координата волокна; запятая в нижнем индексе обозначает опера-
цию дифференцирования по следующей за ней координате. 

Введем интенсивности обобщенных внутренних усилий в слоях пла-
стины с помощью компонентов тензора напряжений : 

, , , 

, ,    α = r, φ. (2) 

Для связи напряжений и деформаций воспользуемся термоупругими 
соотношениями закона Гука в девиаторно-шаровой форме:  
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,  ,  , (3) 

где  – девиаторные (α =r, φ);  – шаровые части тензоров 

напряжений и деформаций;  – температурно зависимые мо-

дули сдвига и объемного деформирования, Tk – температура;
 
α0k – 

коэффи-
циент линейного температурного расширения материала k-го слоя.  

Используя вариационный принцип Лагранжа, получена система диф-
ференциальных уравнений равновесия во внутренних усилиях. Чтобы по-
лучить из них уравнения равновесия в перемещениях нужно с помощью 
соотношений (1)–(3) внутренние усилия выразить через искомые функ-
ции. Например, для момента rM  получим: 

 

 

 

 

 

.    (4) 

В результате имеем следующую систему дифференциальных уравне-
ний для описания деформирования в температурном поле круговой трех-
слойной пластины со сжимаемым заполнителем:  
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где ai – коэффициенты, определяемые термоупругими и геометрическими 
параметрами слоев, L2, L3 – дифференциальные операторы [19]. 
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Краевая задача замыкается добавлением к уравнениям равновесия кине-
матических граничных условий. Аналитическое решение системы диффе-
ренциальных уравнений (5) получено в виде:  
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где Ci – константы интегрирования, следующие из граничных условий.  
Это решение отличается от полученных ранее учетом зависимости 

упругих параметров материалов слоев от температуры, которая рассчи-
тывается по формуле Белла [1–2]. Температура в явном виде входит в ре-
шение через константы интегрирования. 

Результаты и проблематика 
Численные результаты. На рисунках 2, 3 показано изменение переме-

щений в пластине с несущими  слоями,  выполненными из  различных  ма-
териалов (c = 0,23, h1 = 0,02, h2 = 0,02): 1 – Д16Т–фторопласт-4–Д16Т, 
2 – титан–фторопласт-4–Д16Т, 3 – кордиерит–фт-4–Д16Т, 4  – корди-
ерит–фторопласт-4–титан. 

Следует отметить, что усиление нижнего слоя приводит к увеличению 
функции обжатия (4) в то время как остальные перемещения уменьшаются. 

 

 
 

Рис. 2. Прогиб при различных материалах слоев 
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Рис. 3. Функция сжимаемости при различных материалах слоев 
 

Заключение 
Приведенная постановка и аналитическое решение краевой задачи 

позволяют исследовать напряженно-деформированного состояния круго-
вой несимметричной по толщине трехслойной пластины со сжимаемым 
легким заполнителем в температурном поле.  
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