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УДК 539.3

ТЕРМОСИЛОВОЕ НАГРУЖЕНИЕ  
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ

Э. И. СТАРОВОЙТОВ1), М. А. ЖУРАВКОВ2), А. В. НЕСТЕРОВИЧ 1)

1)Белорусский государственный университет транспорта, ул. Кирова, 34, 246653, г. Гомель, Беларусь 
2)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Приведена постановка краевой задачи о деформировании круговой трехслойной пластины в своей плоскости 
под действием осесимметричной нагрузки и теплового потока. Деформирование материалов тонких несущих 
слоев подчиняется гипотезам теории малых упругопластических деформаций. Относительно толстый заполнитель 
принят нелинейно-упругим. При выводе системы нелинейных дифференциальных уравнений равновесия исполь-
зован вариационный принцип Лагранжа. Соответствующее итерационное решение получено методом прямого 
интегрирования. Проведена численная апробация аналитического решения. 
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The formulation of the boundary value problem of deformation of a circular three-layer plate in its plane under the 
action of an axisymmetric load and heat flow is herein given. The deformation of materials of thin bearing layers obeys 
the hypotheses of the theory of small elastic-plastic deformations. The relatively thick filler is assumed to be non-linear-
ly elastic. A system of non-linear differential equilibrium equations is obtained. To derive it, the Lagrange’s variational 
principle was used. The corresponding iterative solution is obtained by direct integration. Numerical approbation of the 
analytical solution is carried out.

Keywords: circular three-layer plate; non-axisymmetric load; movement; plasticity. 
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Введение
В настоящее время композиты широко используются в технике и строительстве. Это обусловило спрос 

на расчетные модели слоистых, в частности трехслойных, элементов конструкций. Разработка общей тео-
рии деформирования трехслойных элементов конструкций, в том числе пластин, еще не завершена и ин-
тенсивно продолжается. Данной теме посвящен ряд работ, включая монографии [1–3], в которых приве-
дены подходы к разработке линейных и нелинейных математических моделей неоднородных стержней, 
пластин и цилиндрических оболочек при квазистатических и динамических нагрузках. 

Деформирование трехслойных пластин и оболочек под действием динамических нагрузок иссле
довано в статьях [4–7]. Материалы вязкоупругопластических цилиндрических оболочек подчиняются 
наследственным соотношениям деформационной теории пластичности. Решения выписаны с  по
мощью разложения в  ряд по собственным функциям. Резонансные колебания рассмотрены у кру-
говых трехслойных пластин, связанных с упругим основанием [7]. Оценка динамических характе-
ристик тонких цилиндрических сэндвич-панелей с магнитореологическим заполнителем проведена 
в статье [8]. Свободные и резонансные колебания упругих слоистых балок, пластин и цилиндриче-
ских оболочек рассмотрены в работах [9–11]. Распространение упругих волн в трехслойной пласти-
не с высококонтрастными механическими и геометрическими свойствами слоев проанализировано 
в публикациях [12; 13].

Статьи [14; 15] посвящены математическому моделированию гидроупругих колебаний круглой плас
тины, опирающейся на основания Винклера и Пастернака. Нестационарный контакт сферических и ци-
линдрических оболочек исследован в публикациях [16–18]. В работах [19–21] рассмотрено статическое 
и моногармоническое акустическое воздействие на многослойную пластину, исследован динамический 
резонансный отклик пластины, армированной углеродным волокном, при резонансных колебаниях с уче-
том внутреннего трения в материале и внешнего аэродинамического демпфирования. Отклик многослой-
ных композитных плит на косой удар описан в публикации [22]. Статья [23] посвящена сверхзвуковому 
флаттеру многослойных композитных пластин.

Деформирование упругопластических трехслойных стержней и пластин с нелинейно-упругим запол-
нителем рассмотрено в работах [24–26]. Анализ деформирования и устойчивости многослойных балок 
проведен в статьях [27–29]. Несущая способность круглых многослойных плит при большом прогибе 
исследована в публикации [30]. Анализ изгиба круглой многослойной пластины и сравнение изгибных 
свойств сэндвич-панелей с ячеистым заполнителем выполнены в работах [31–33]. 

Деформирование упругой круговой трехслойной пластины в своей плоскости под действием коси-
нусоидальной нагрузки исследовано в статье [34]. Изотермическое деформирование круглой физиче-
ски нелинейной трехслойной пластины при неосесимметричной нагрузке рассмотрено в работе [35]. 
Здесь деформирование упругопластической трехслойной пластины при осесимметричном нагружении 
в своей плоскости рассмотрено с учетом воздействия температурного поля.
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Постановка краевой задачи
Пусть несимметричная по толщине круговая трехслойная пластина радиусом r0 состоит из двух тонких 

прочных несущих слоев (h1 ≠ h2) и жесткого несжимаемого по толщине заполнителя (h3 = 2c). Для по-
становки задачи используется  цилиндрическая система координат, связанная со срединной плоскостью 
заполнителя (рис. 1). Результирующая внешняя распределенная нагрузка приложена в срединной плоскости 
заполнителя. Ее проекции на оси координат – p rr , ,�� �  p r� �, .� �

Нижняя поверхность z = –c – h2 и контур пластины теплоизолированы. В этом случае неоднородное 
температурное поле � z t, ,� �  отсчитываемое от некоторой начальной температуры T0, можно вычислять 
с достаточной точностью по формуле [1]
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; H – суммарная толщина пластины; lk , Ck и rk – 

коэффициенты теплопроводности, теплоемкости и плотность материала k-го слоя (k = 1, 2, 3); t – время. 
Возникающим в несимметричной по толщине трехслойной пластине изгибным деформированием 

пренебрегаем в силу его малости при отсутствии поперечной нагрузки. Рассматриваем только плоскую 
часть задачи. Искомые радиальные и тангенциальные перемещения обозначим через u rr , ,�� �  u r� �, .� �  
На границах слоев склейки перемещения непрерывны. Для предотвращения относительного сдвига 
слоев на торце пластины предполагается наличие жесткой диафрагмы. Деформации малы. 

Материалы несущих слоев упругопластические, заполнитель нелинейно-упругий. Для описания связи 
напряжений и деформаций применяются соотношения теории малых упругопластических деформаций 
Ильюшина [36]
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Здесь и далее k = 1, 2, 3 – номер слоя; s k��
� �, ·ý��

k� � – девиаторы тензоров напряжений и деформаций; � k� �, 
� k� � – шаровые части этих тензоров; G T K Tk k k k� � � �,  – термозависимые модули сдвига и объемной де-
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� �� �,  – универсальная функция физической нелинейности материала заполнителя, 

причем � �3
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s
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� � � �� � �; � yk� � – деформационный предел текучести материалов несу-

щих слоев; �s
k� � – предел физической нелинейности материала заполнителя. 

Рис. 1. Расчетная схема трехслойной пластины при нагружении в своей плоскости
Fig. 1. Calculation scheme of a three-layer plate when loaded in its plane
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С помощью компонентов тензора напряжений ���
k� � вводятся обобщенные внутренние силы в плас

тине

	 T T dz h rk

k

k

hk

k
k

kk

�� �� �� ��� � � � �� � � �� �

�

� �

�

� �

�
� �� �
1

3

1

3

1

3

( , , ). 	 (2)

Из вариационного принципа Лагранжа следует система дифференциальных уравнений равновесия 
в обобщенных усилиях [34]
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2 , 	
(3)

где штрих в нижнем индексе означает операцию дифференцирования по следующей за ним координате. 
Компоненты напряжений представим в виде линейной (индекс e), нелинейной (индекс ω) и темпе-

ратурной (индекс t) составляющих:
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Здесь слагаемые напряжений выражаются через деформации ���
k� � по формулам

� � � � ��� �� ��e
k k k

k k
k k

k k
k

k ks G T K T K T� � � � � � � � � � � � �� � � � � �� � � � � �2 3 �� � � � �� � � � �� ��� ��
k

k k
kK T ,

� � � � ���� ��
k

k k k u
k

k
k kG T T� � � � � � � �� � � � � �� �2 , ,

	 � � � � �� � � �� �r e
k

r
k

k k r
k

r
k

r
k

k k k u
ks G T s G T� � � � � � � � � � � �� � � � � � � �2 2, ,, ,Tk r

k� � � �� � 	
(5)

	 � �t
k

k k
k

kK T T� � � �� � �3
0

 (a, b = r, j; a ≠ b),	

где K T K T G Tk k k k k k
� � � � � � � � �4

3
, K T K T G Tk k k k k k

� � � � � � � � �2

3
.

Внутренние усилия (2) с помощью напряжений (4) и (5) также представим в виде трех составляющих:
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где dab – символы Кронекера. 
Обобщенные усилия получим, просуммировав внутренние усилия (6) по слоям: 
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Подставив усилия (7) в уравнения (3) и перейдя к безразмерной радиальной координате x r
r= 0

, по-
лучим следующую систему дифференциальных уравнений для рассматриваемой пластины, осесимме-
трично деформируемой в своей плоскости: 
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где нижний индекс e в дальнейшем опущен для удобства; нелинейные добавки (индекс w), вынесенные 
вправо, определяются формулами
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В фиксированный момент времени t линейные составляющие внутренних обобщенных усилий вы-
ражаются через перемещения u rr � �, u r�� � после подстановки в усилия (7) напряжений (5):
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Здесь
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где T – температура, осредненная по толщине пластины. 
После подстановки выражений (9) в систему (8) получим нелинейные дифференциальные уравне-

ния в частных производных, служащие для определения перемещений при осесимметричном термо-
силовом нагружении упругопластической трехслойной пластины в своей плоскости: 
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Заметим, что уравнения (10) не содержат температуру в явном виде, учитывается лишь ее влияние 
на величину модулей упругости материалов слоев, для описания которого применяется линейная фор-
мула Белла [1]. 

Краевая задача о деформировании круговой трехслойной пластины с физически нелинейными слоя
ми неосесимметричной нагрузкой замыкается добавлением к уравнениям равновесия (10) граничных 
условий на контуре (x = 1) и ограничений на величину перемещений в центре пластины (x = 0). 

Аналитическое решение краевой задачи 
Система дифференциальных уравнений (10) существенно нелинейная, поэтому для ее решения не-

обходимо применять приближенные или численные методы. В рассматриваемом случае используем мо
дификацию метода упругих решений Ильюшина [36], сходимость которого доказана в широких пределах. 
Уравнения (10) переписываем в итерационном виде:
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где n – номер приближения.
Дополнительные «внешние» нагрузки pr

n
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�� �1  на первом шаге итерации принимаются равными 
нулю, а в дальнейшем вычисляются по результатам предыдущего приближения по формулам, введенным 
в системе (8):
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В результате на каждом шаге итерации нелинейная задача сводится к линейной задаче с дополни-
тельными «внешними» нагрузками (12). 

Решение системы (11) получено методом прямого интегрирования:
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где C1, …, C4 – константы интегрирования, определяемые из граничных условий. 
Величина перемещений в центре пластины должна быть конечной, поэтому необходимо положить, 

что C2 = C4 = 0. На закрепленном контуре пластины (x = 1) перемещения будут равны нулю, отсюда 
получим константы интегрирования 
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В случае свободного опирания на контуре должно выполняться условие 
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Рассмотрим деформирование пластины от радиальной нагрузки pr при отсутствии окружной нагруз-
ки ( pj = 0). Граничное условие (15) принимает вид
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Отсюда имеем константу интегрирования
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Деформации в слоях следуют из полученных перемещений (13) и соотношений Коши в полярной 
системе координат [1]. Ввиду симметрии нагрузки имеем
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Следовательно, в температурном поле осесимметричное деформирование круговой физически не-
линейной трехслойной пластины в своей плоскости при закрепленном или свободно опертом контуре 
описывается формулами (13) – (18). 

Численные результаты 
Численно исследовано деформирование круговой упругопластической трехслойной пластины еди-

ничного радиуса (r0 = 1 м) при осесимметричном нагружении в срединной плоскости заполнителя 
нагрузкой pr 0 = 300 МПа, pj0 = 0. Внешние несущие слои выполнены из дюралюминия марки Д16-Т, 
заполнитель изготовлен из фторопласта-4. На контуре принято свободное опирание. Осредненное 
температурное поле – T = const, толщина внешних несущих слоев – h1 = h2 = 0,02 м, толщина запол-
нителя – h3 = 0,4 м. 
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Функция пластичности в соотношениях (1) при термосиловом нагружении для несущих слоев при-
нималась в следующем виде [1]: 
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где Ak , ak – константы нелинейности материалов несущих слоев, получаемые экспериментально; � y
k
0

� � – 
деформационный предел текучести при температуре T0 = 293 К; � y

k T� � � � – деформационный предел уп
ругости при температуре T.

Функция нелинейности в соотношениях (1) для заполнителя (фторопласт-4) принималась в следую
щем виде [1]: 
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где A3, a3, �s
3� �  – константы нелинейности материала заполнителя.

На рис. 2 представлена сходимость итерационного процесса (T = 293 К). Номер кривой совпадает 
с шагом итерации. Второе приближение отличается от первого примерно на 10 %. Принятое за искомое 
решение пятое приближение отличается от четвертого на 0,14 %. В результате физическая нелинейность 
материалов слоев добавляет к упругим перемещениям около 14,5 %. Следует отметить, что указанные 
численные значения практически совпадают с аналогичными результатами для упругопластической 
пластины с жестко заделанным контуром. 

На рис. 3 отражено влияние температуры на радиальные перемещения ur. Перемещения при ком-
натной температуре (T = 293 К) максимальны в сечении x = 0,82, с ростом температуры максимумы 
сдвигаются к сечениям x = 0,86 (T = 373 К) и x = 0,89 (T = 473 К). Нагревание приводит к увеличению 
максимальных перемещений на 21,8 % (T = 373 К) и 43,8 % (T = 473 К). 

Распределение областей пластичности и физической нелинейности по поперечному сечению плас
тины с ростом температуры изображено на рис. 4. Несущие слои полностью переходят в упругопласти-
ческое состояние. Нагревание пластины приводит к существенному увеличению областей физической 
нелинейности в заполнителе вследствие роста интенсивности деформаций. 

Рис. 2. Сходимость метода упругих решений (T = 293 К): 
1, 2, 3, 4, 5 – номер итерации 

Fig. 2. Convergence of the elastic solution method (T = 293 K): 
1, 2, 3, 4, 5 – iteration number
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Рис. 3. Радиальные перемещения ur в трехслойной пластине при различных температурах:  
1 – упругая пластина при T = 293 К; 2, 3, 4 – упругопластическая пластина  

при T = 293 К, T = 373 К, T = 473 К соответственно
Fig. 3. Radial movements of ur in a three-layer plate at different temperatures: 

1 – elastic plate at T = 293 K; 2, 3, 4 – elastic-plastic plate 
at T = 293 K, T = 373 K, T = 473 K respectively

Рис. 4. Распределение областей пластичности и физической нелинейности (серая заливка)  
при T = 293 К (а), T = 373 К (б ) и T = 473 К (в)

Fig. 4. Distribution of areas of plasticity and physical non-linearity (gray fill)  
at T = 293 K (а), T = 373 K (b) and T = 473 K (c)
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Заключение
Учет физической нелинейности материалов слоев и воздействия температуры позволяет существен-

но уточнить напряженно-деформированное состояние круговой трехслойной пластины при деформи-
ровании в своей плоскости. Численные результаты подтвердили сходимость метода упругих решений, 
а также значительное влияние физической нелинейности материалов слоев и температуры на переме-
щения в пластине. Приведенные решения и численные результаты могут найти применение для рас-
четов слоистых элементов конструкций. 
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