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Введение. Эксплуатация трехслойных элементов конструкций, занявших доми-

нирующее положение в технике и строительстве, часто протекает в условиях воздейст-

вия внешних температурных полей. Это объясняет возросший спрос на разработку ма-

тематических моделей трехслойных пластин и методов их расчета на различные виды 

и типы термосиловых нагрузок.  

Монографии [1–2] описывают различные подходы к построению математических 

моделей статического и динамического деформирования многослойных и трехслойных 

элементов конструкций в различных физико-механических полях. В них также изложе-

ны методы решения соответствующих краевых и начально-краевых задач. Гармониче-

ские и нестационарные динамические нагружения неоднородных цилиндрических 

и сферических оболочек исследованы в работах [3–7]. Изотермическое динамическое 

деформирование трехслойных круговых пластин при импульсных и резонансных не-

прерывных и локальных нагрузках рассмотрено в статьях [8–13]. Затухание колебаний 

в вязкоупругой трехслойной пластине в условиях  нейтронного облучения исследовано 

в статье [14; 15]. Нестационарный контакт сферических и цилиндрических оболочек 

анализируется в работах [16–19]. Публикации [20–27] посвящены изотермическому 

и термосиловому квазистатическому нагружении трехслойных пластин и стрежней, 

в том числе опирающихся на упругое основание [28; 29].  

В статье [30] решена задача о собственных колебаниях упругой круговой трех-

слойной пластины в температурном поле. Проведен численный параметрический ана-

лиз зависимости собственных чисел и частот колебаний защемленной по контуру пла-

стины от температуры. Здесь, на базе полученных в [30] результатов, построено реше-

ние задачи о вынужденных колебаниях упругой круговой трехслойной пластины в ста-

ционарном температурном поле и проведен численный параметрический анализ зави-

симости параметров колебаний защемленной по контуру пластины от температуры.  

1. Постановка начально-краевой задачи. Используется цилиндрическая систе-

ма координат r, φ, z, связанная со срединной плоскостью заполнителя, ось z направлена 

вверх, перпендикулярно к первому слою (рисунок 1). Для тонких внешних несущих 

слоев толщинами h1 h2 принимаются гипотезы Кирхгофа, для толстого легкого запол-

нителя (h3 = 2c) справедлива гипотеза о прямолинейности и несжимаемости деформи-

рованной нормали.  
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Рис. 1. Расчетная схема трехслойной пластины 

 

Считаем, что к наружной поверхности первого несущего слоя приложена произ-

вольная распределенная поперечная нагрузка q(r, t). Температурное поле принимается 

однородным. В силу осесимметричности нагрузки тангенциальные перемещения в сло-

ях отсутствуют: uφ
(k) 

= 0 (k =1, 2, 3 – номер слоя), а прогиб пластины w, относительный 

сдвиг в заполнителе ψ и радиальное перемещение координатной поверхности u не за-

висят от координаты φ. В дальнейшем эти функции считаем искомыми. На контуре 

пластины предполагается наличие жесткой диафрагмы, препятствующей относитель-

ному сдвигу слоев (ψ = 0 при r = 1). Все перемещения и линейные размеры пластины 

отнесены к ее радиусу r1.  

Для описания зависимости модулей упругости G(T), K(T) материалов слоев от од-

нородной стационарной температуры T, использовалась универсальная формула Белла 

[1]: 

 

 ( ), ( ), ( ) (0), (0), (0) ( )G T K T E T G K E T  , 

1,
( )

1,03(1 / (2 )),m

T
T T


  


  

0 / 0,06

0,06 / 0,57,

 ,m

m

T T

T T

 

 
 

(1) 

 

где Tm – температура плавления материала; G(0), K(0), E(0) – значения модулей при на-

чальной температуре. 

Деформации и напряжения в слоях связаны термоупругим законом Гука:  
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где ( ) ( ),k ks э 
– девиаторные, ( ) ( )σ , εk k – шаровые части тензоров напряжений и деформа-

ций; α0k – коэффициент линейного температурного расширения материала k-го слоя.  

Уравнения движения рассматриваемой пластины получены вариационным мето-

дом в [1]. Соответствующая система дифференциальных уравнений в частных произ-

водных будет  

 

2 1 2 3( , ) 0rL a u a a w   , 
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Здесь L2, L3 – линейные дифференциальные операторы 
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0M w  – поперечные инерционные силы, M0 = (ρ1h1 + ρ2h2 + ρ3h3)r0
2
, ρk – плотность мате-

риала k-го слоя.   

Здесь, как и ранее, температура в явном виде в уравнения движения (2) не входит. 

Она учитывается в коэффициентах (3) термозависимостью параметров упругости мате-

риалов слоев. 

Начальные условия принимаются однородными (t = 0): 

 

( , 0) 0, ( , 0) 0w r w r  . (4) 

 

На заделанном контуре пластины должны выполняться граничные условия:  
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2. Методика решения начально-краевой задачи. При рассмотрении вынужден-

ных колебаний круговой трехслойной пластины решение строится с помощью разло-

жения в ряды по системам собственных ортонормированных функций, приведенных 

в [30]. Внешняя нагрузка q(r, t) и искомые перемещения u(r, t), ψ(r, t), w(r, t) представ-

ляются в виде 
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где n  – собственные числа; ( )n nv r , ( )n nr  – системы собственных ортонормирован-

ных функций  
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Ряды в (6) сходятся равномерно, что обеспечено полнотой используемых систем 

собственных фундаментальных функций. Это позволяет считать искомые  

функции непрерывными и дифференцируемыми. В силу выбора собственных  

функций ( ), ( )n n n nv r r    граничные условия на контуре пластины (5) выполняются ав-

томатически.  

Выражения для коэффициентов разложения нагрузки в ряд по системе собственных 

функций qn(t) получим, умножив первое из соотношений в (6) на функцию ( )n nv r и 

проинтегрировав по радиусу пластины:  
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В силу ортонормированности системы собственных функций  
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При колебаниях в стационарном температурном поле защемленной по контуру 

трехслойной пластины дифференциальное уравнение для определения искомой функ-

ции времени Tn(t) можно получить из третьего уравнения системы (2) после подстанов-

ки в него выражений (6), (7) и использования линейной дифференциальной  

связи функций vn, φn: 

 
2
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Общее решение уравнения (8) можно принять в виде 
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Следовательно, прогиб w(r, t), относительный сдвиг ψ(r, t) и радиальное переме-

щение u(r, t) в круговой трехслойной упругой пластине, находящейся под воздействием 

осесимметричной динамической нагрузки в стационарном температурном поле, опре-

деляются соотношениями (6). При этом учитываются функции времени (9). Удовлетво-

ряя начальным условиям движения (4), получим коэффициенты  

 

An = Bn = 0. 

 

Следовательно, задача по исследованию вынужденных колебаний,  

сводится к нахождению параметров разложения в ряд заданной нагрузки qn(t) 

и определению функции Tn(t).  
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3. Решение начально-краевой задачи. Пусть на рассматриваемую пластину 

действует локальная мгновенно приложенная динамическая поверхностная нагрузка, 

равномерно распределенная внутри круга относительного радиуса b   1.  

В этом случае нагрузку можно представить с помощью функции Хэвисайда H0(r): 

  

0 0( , ) ( ) ( )q r t q t H b r  .  (10) 

 

Подставляя нагрузку (10) в формулу (2.3), получаем интегральное выражение для 

вычисления параметров qn(t): 
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Взяв, входящие в это выражение определенные интегралы от произведения функ-

ций Бесселя и Хэвисайда, получим коэффициенты разложения нагрузки (10) в ряд по 

системе собственных ортонормированных функций ( )n nv r : 

 

0 0
1 1

0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

n
n n n

n n n

q t b J
q t J b I b

M d I

 
    

  

. (11) 

 

Функция времени Tn(t) вычисляется по формуле (9) с учетом коэффициентов (11). 

При постоянной интенсивности мгновенно приложенной нагрузки q0(t) = q0 = const и 

нулевых начальных условиях получаем  
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При b = r1 нагрузка распределена по всей поверхности пластины. 

4. Численные результаты получены для круговой трехслойной пластины еди-

ничного радиуса r1 = 1 м. Собственные частоты колебаний ωn вычислялись по формуле  
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с использованием собственных чисел из работы [30] при интенсивности распределен-

ной нагрузки q0 = 7000 Па.  

На рисунке 2 показано изменение прогиба (а) и относительного сдвига в заполни-

теле (б) вдоль радиуса пластины, защемленной по контуру. Слои выполнены из мате-

риалов Д16Т–фторопласт–Д16Т (h1 = h2 = 0,02, h3 = 0,05). Кривые рассчитаны при ком-

натной температуре Т1 = 0 (t1 = 0,0115 с) и после нагрева на Т = 200 °C (t2 = 0,0123 с) 

для различных значений радиуса пятна нагрузки: 1 – b = 0,5 м (Т1, t1); 2 – b = 0,5 м 

(Т2, t2); 3 – b = 1 м (Т1, t1); 4 – b = 1 м (Т2, t2). Моменты времени t1, t2 в которые вычисля-

лись прогиб и сдвиг соответствуют максимуму функции (12) при частоте основного то-

на ω0. Увеличение температуры приводит к росту перемещений на 16–17 %.  
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Рис. 2. Прогиб (a) и относительный сдвиг (б) в трехслойной пластине при круговой  

мгновенно приложенной нагрузке (t = π / ω0, Д16-Т–фторопласт-4–Д16Т) 

 

Аналогичные графики для пластины, слои которой выполнены из материалов 

кордиерит–фторопласт-4–Д16Т, приведены на рисунке 3. Кривые рассчитаны в момент 

времени t3 = 0,005 с, соответствующий максимуму функции времени (12) при частоте 

основного тона ω0. Здесь воздействие температуры не приводит к заметному измене-

нию перемещений, что обусловлено весьма жестким кордиеритовым слоем.  

 

    

  
а б 

 

Рис. 3. Прогиб (а) и относительный сдвиг (б) в трехслойной пластине при круговой  

мгновенно приложенной нагрузке (t = π / ω0, кордиерит–фторопласт-4–Д16Т)  
 

Рисунок 4 иллюстрирует сходимость ряда (6) для прогиба при нагрузке, равно-

мерно распределенной по верхней плоскости пластины Д16Т–фторопласт–Д16Т 

(b = 1 м): 1 – Т = 0; 2 – Т = 200 °C. При расчете прогиба суммировались первые восемь 

членов ряда. Добавление последующих 92 слагаемых изменяло результат менее чем на 

0,01 %. Отдельные точки на графике соединены для лучшего зрительного восприятия 

процесса сходимости. 
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Рис. 4. Сходимость ряда при вычислении прогиба  
 

Выводы. Предложена механико-математическая модель динамического деформи-

рования упругих трехслойных круговых пластин мгновенно приложенными нагрузка-

ми. Она позволяет исследовать зависимость параметров колебаний от величины ста-

ционарного температурного поля. Показано, что температура влияет на амплитуды ко-

лебаний через механические характеристики материалов, собственные частоты  и соб-

ственные функции.   

 

Работа выполнена при финансовой поддержке ГПНИ «Конвергенция».  
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