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Аннотация. Рассмотрена регулярная система ортотропных плит на упругом изотропном ос-

новании. Основание заменяется расчетной областью, которая аппроксимируется объемной раз-

бивочной сеткой. Упругий и нелинейный расчет конструкции выполнялся вариационно-

разностным методом с заменой дифференциальных уравнений конечно-разностными аппрок-

симациями. Полученная система алгебраических уравнений решается с использованием итера-

ционного алгоритма. При первом приближении ортотропная плита рассчитывается как линей-

но-упругая и однородная, при последующих приближениях как линейно-упругая и 

неоднородная. 

При нахождении переменной жесткости ортотропной плиты на упругом изотропном осно-

вании используется зависимость «жесткость – кривизна» в направлениях осей инерции по Со-

ломину. Энергия деформации упругого основания заменяется работой реактивных давлений в 

контактной зоне на основании закона сохранения энергии. 

Нелинейный статический анализ результатов расчета проведен для осадок ортотропной пли-

ты и контактных напряжений. 

Вычисления реализованы в проприетарной системе компьютерной алгебры Mathematica. 
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Abstract. A regular system of orthotropic plates on an elastic isotropic base is considered. The 

base is replaced by a calculated area, which is approximated by a volumetric center grid. Elastic and 

nonlinear calculation of the structure was performed by the variational-difference method with the re-

placement of differential equations by finite-difference approximations. The resulting system of alge-

braic equations is solved using an iterative algorithm. At the first approximation, the orthotropic plate 
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is calculated as linearly elastic and homogeneous, at subsequent approximations as linearly elastic and 

inhomogeneous. 

When finding the variable stiffness of an orthotropic plate on an elastic isotropic base, the depend-

ence "stiffness – curvature" in the directions of the axes of inertia according to Solomin is used. The 

deformation energy of the elastic base is replaced by the work of reactive pressures in the contact zone 

on the basis of the law of conservation of energy. 

Nonlinear static analysis of the calculation results is carried out for the values of orthotropic plate 

sediments and contact stresses in the contact zone of the plate and the base. 

Calculations are implemented in the proprietary Mathematica computer algebra system. 

Keywords: infinite regular plate system, orthotropic plate, variation-difference method, elastic lay-

er, contact zone, plate deflection, base sediment, contact stresses, physical nonlinearity, "stiffness – 

curvature" dependence. 

 

Введение. 

Расчет и исследование работы конструкций ставит перед исследователями задачу выбора 

метода расчета исследуемой конструкции. Особое место в расчете конструкции занимает пра-

вильный выбор метода расчета, так как от выбранного метода зависит достоверность результа-

тов исследования напряженно-деформированного состояния (НДС). Контактные задачи строи-

тельной механики сложны в решении и нелинейны из-за наличия многих неизвестных, 

многофакторности параметров контактирующих тел, неоднородности зоны контакта. Поэтому 

при создании расчетной модели исследователь сталкивается с необходимостью упрощения па-

раметров реальной физической модели при использовании методов расчета. Сложность реше-

ния таких задач предполагает использование вычислительной техники и компьютерных про-

грамм для численного решения, итерационного алгоритма для реализации нелинейной 

постановки и обязательного исследования сходимости итерационного процесса.  

Решение задач контактного взаимодействия для изгибаемых конструкций на упругом осно-

вании методами теории упругости [1] и строительной механики [2] получило современное раз-

витие в работах белорусских ученых [3–9], в которых учитывались разнообразные усложняю-

щие параметры контактирующих тел. 

Вопрос расчета регулярной системы железобетонных плит на упругом основании с учетом 

ортотропии достаточно не исследован в силу неоднозначности и неопределенности исходных 

данных неоднородных упругих тел. Математическая реализация постановок и алгоритмов та-

ких задач весьма сложны. В работах М. И. Горбунова-Посадова [10], С. Д. Семенюка [11], 

С. Н. Клепикова [12], С. В. Босакова [5] различными подходами рассмотрен алгоритм расчета 

фундаментных изотропных плит. 

Одним из приближенных к реальным условиям работы конструкции способов расчета явля-

ется вариационно-разностный метод (ВРМ). Метод сводит решение дифференциальных урав-

нений контактной задачи теории упругости через конечно-разностные аппроксимации к реше-

нию системы линейных алгебраических уравнений.  

Постановка задачи и алгоритм расчета. 

Бесконечная регулярная система прямоугольных гибких ортотропных плит опирается на 

упругое изотропное основание и находится под действием внешней статической нагрузки F, 

которая действует в центре плиты перпендикулярно и симметрично плоскости осей инерции.  

Регулярная система прямоугольных гибких ортотропных плит рассекается в силу симметрии 

на базовые фрагменты. Из системы вычленяется расчетный элемент – ортотропная плита. Каж-

дая ортотропная плита разбивается на равные участки размерами ∆x×∆y (см. рис. 1).  

Основание моделируется упругим ограниченным по толщине однородным слоем, соединен-

ным с несжимаемым основанием. При решении пространственной задачи упругое основание 

заменяется расчетной областью, которая аппроксимируется с постоянными шагами по осям 

глобальной системы координат симметричной объемной разбивочной сеткой (см. рис. 1). 
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Рисунок 1 – Расчетная область, соответствующая одному расчетному элементу (ортотропной плите) 

Кинематические граничные условия: на границах расчетной области основания переме-

щения по X и Y отсутствуют; в зоне контакта осадки основания и прогиб плиты равны.  

Смешанные граничные условия: в крайних точках ортотропной плиты регулярной систе-

мы [13] 
3

3
2

0lx
z хx

d w
Q D

d x
 

   , 
3

3
2

0ly
z уy

d w
Q D

d y
 

  

2

0 ,
x ly

y

d w

d y


 

 

2

0 .
y lx

x

d w

d x


 

  (1) 

При нагружении конструкции на упругом основании постоянной нагрузкой ее полная по-

тенциальная энергия принимает минимальное значение в состоянии равновесия – вариацион-

ный принцип Лагранжа [1]. Величина полной потенциальной энергии конструкции Э есть сум-

ма энергий деформации конструкции  , упругого основания U и работы внешней нагрузки П. 

Плоскость изгиба – это срединная плоскость недеформированной плиты в осях XY. В центр 

тяжести плиты помещено начало координат. Ось Z направлена в сторону противоположную 

действия силы и является одной из главных осей (в силу симметрии задачи). Объемными сила-

ми пренебрегаем [14]. Для гибкой ортотропной плиты действует обобщенный закон Гука в виде 

(2.7), (2.8) из [15].  

Энергия деформации конструкции тождественна энергии изгиба. Выражение потенциальной 

энергии деформаций ортотропной плиты по Лехницкому [15] учитывает кручение плиты в 
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Цилиндрические жесткости изгиба гибкой ортотропной плиты по направлениям осей Y и X 

соответственно [15] 

   

33

, ,

1 2 1 1 2 1

ух

х у

х у х у

E hE h
D D

   
 

 

       (3) 

где , , ,
x у х у

Е Е     главные модули упругости и коэффициенты Пуассона материала плиты. 

Для учета жесткости кручения плиты применена формула Тимошенко [16] 
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Изгибающие и крутящий моменты ортотропной изолированной плиты [14] 
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Энергия деформации упругого основания по закону сохранения энергии есть работа реактив-

ных давлений [16]. Энергия деформации упругого основания для изолированной плиты систе-

мы [7]: 
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где ( , )p x y   реактивные давления в контактной зоне конструкции; 

S – площадь области контакта плиты с упругим основанием. 

Работа внешней нагрузки ( , )q x y  для прямоугольной плиты [7] 

( , ) ( , ) .

S
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Нелинейная постановка расчета ортотропной плиты на упругом основании выполняется ва-

риационно-разностным методом (ВРМ) с организацией итерационного процесса. Решение ор-

ганизуется в перемещениях путем замены дифференциальных уравнений конечно-разностными 

аппроксимациями (метод конечных разностей). На 1-й итерации плита рассчитывается как ли-

нейно-упругая и однородная, ортотропная со слабо выраженной ортотропией, на последующих 

итерациях как линейно-упругая, ортотропная и неоднородная. 

При решении поставленной задачи энергия деформации плиты подсчитывается для каждой 

ячейки метода конечных разностей, а затем суммируется по объему плиты. 

Замена интегро-дифференциальных выражений функционалов энергий конечно-

разностными аппроксимациями позволяют систему дифференциальных уравнений преобразо-

вать в систему линейных алгебраических уравнений [17; 18], решение которой позволит найти 

значения неизвестных компонентов вектора перемещений. 

Учет физической нелинейности. 

Подробный алгоритм расчета с использованием приведенного модуля упругости (деформа-

ции) для нахождения переменных жесткостей приведен в [19]. В данной работе нелинейный 

расчет основан на зависимости «жесткость – кривизна» по Соломину [20], которая связана с 

диаграммой «момент – кривизна» через секущую жесткость (которая представляет собой тан-

генс угла наклона секущей к оси кривизн, проведенной к точке К диаграммы «момент  кри-

визна») 
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где Bi  переменная (секущая) жесткость при изгибе плиты в i-том состоянии. 

Расчет с учетом физической нелинейности предполагает итерационный процесс.  

Контактная поверхность разбивается на равные прямоугольные участки и вычисляются пе-

ремещения центра каждого участка от приложенной силы. При реализации итерационного ал-

горитма изгибная жесткость уточняется на каждом участке ортотропной плиты по зависимости 

«жесткость – кривизна». При каждой итерации модуль упругости (деформации) в i-той точке 

основания изменяется. При нахождении переменной (секущей) жесткости плиты на каждой 

итерации используется зависимость «жесткость – кривизна» в направлениях Х, Y. 

Применение зависимости «жесткость  кривизна» сокращает промежуточные вычисления, к 

тому же зависимость легче аппроксимируется, чем зависимость «момент  кривизна» [17]. 

Зависимость «жесткость – кривизна» построена одним из авторов в [21] с использованием 

приведенной цилиндрической жесткости плиты по направлению осей ортотропии (рис. 2).  
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Рисунок 2 – Зависимость «жесткость – кривизна» [21]  

 

Контактная задача решается в линейной постановке (1 итерация) относительно перемеще-

ний узловых точек изотропного основания. Нелинейное решение реализуется на 2-й и после-

дующих итерациях. Итерационный процесс заканчивается, как только разница между последу-

ющим и предыдущим приближением исследуемой функции будет отвечать требуемой точности 

решения задачи. 

Критерий погрешности   применяется для оценки сходимости. Практическим критерием 

сходимости служит относительная погрешность  ,f x y , которая за один обход сетки не долж-

на превосходить   
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Абсолютная погрешность: 
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где     
   

     
     

 – максимальное значение исследуемой функции в центре ячейки при i-й итера-

ции и (i-1)-й итерации соответственно. 

Сопоставление результатов упругого и нелинейного расчетов. 

Исходные данные: размеры изолированной железобетонной плиты 43 м, h = 0,14 м; мате-

риал – тяжелый бетон C20/25; Eб = 29,05 Мпа; б = 0,17. Изотропное упругое основа-

ния: H = 7 м; E0 = 20 кПа; 0 = 0,33. Внешняя статическая нагрузка F = 65 кН, распределен-

ная на участке 0,40,4 м, приложена в центре плиты. Cобственный вес конструкции q = 3,5 

кН/м
2
. Численное решение представлено в [21]. 

Анализ результатов упругого и нелинейного расчетов для значений осадок ортотропной 

плиты и реактивных давлений под плитой графически представлен на рис. 3.  

На первом графике можно наблюдать практически полное совпадение значений осадок, по-

лученных в результате упругого и нелинейного решения, при малом их увеличении, с учетом 

переменной кривизны и жесткости. 

На втором графике приведено графическое сравнение реактивных давлений под плитой 

упругого и нелинейного решения в зоне взаимодействия. В центре плиты результаты решений 

практически полностью совпадают, а к краям плиты наблюдается расхождении до 3 %, при 

учете переменной кривизны и жесткости. 
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а                 б 

Рисунок 3 – Анализ осадок железобетонной плиты (а) и контактных напряжений (б): 

синяя линия – упругое решение; красная линия – нелинейный расчет 

 

Источник: Козунова О. B. Совершенствование методики расчета гибких ортотропных плит на упру-

гом основании. Часть 2. Результаты расчета. / О. В. Козунова // Наука и техника. – 2022. – № 21 (4). –  

С. 290–296.  

 

Заключение. 

В рассматриваемой работе авторы вариационно-разностным методом исследовали парамет-

ры напряженно-деформированного состояния изолированных ортотропных плит на упругом 

изотропном основании, как элемента регулярной бесконечной системы ортотропных плит на 

упругом слое (с ограничением глубины сжимаемой толщи). Построен алгоритм расчета изоли-

рованной ортотропной плиты с учетом работы материала конструкции.  

Отметим, при вычислении осадок плиты, а также при определении контактных напряжений 

(реактивных давлений под плитой) вблизи места приложения силы достаточно использовать 

упругую модель. Для нахождения реактивных давлений при удалении от места действия внеш-

ней силы, в особенности вблизи границ плиты, целесообразно применение нелинейной модели. 

Методика расчета предлагаемой изолированной плиты лежит в основе методики расчета ре-

гулярной системы плиты. Полученные результаты будут являться обобщением теории статиче-

ских расчетов плит методами строительной механики. 

Напряженно-деформированное состояние железобетонной плиты и контактной зоны под 

плитой определяется в совокупности для бесконечной регулярной системы. При работе изоли-

рованной плиты необходимо учитывать нелинейные свойства железобетона через переменную 

кривизну плиты в каждом направлении. Данная область исследования нелинейных задач требу-

ет дальнейшей разработки для создания общей методики решения такого типа задач. 

Исследования реализовывались в проприетарной системе компьютерной алгебры 

Mathematica. 
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